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ВСТРЕЧАЮЩИХСЯ В ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

§ 1. В работе рассматривается интегральное уравнение Фред
гольма второго рода, ядро которого зависит от суммы х /, т. с.

/(л)- /(ОНт t)</t g(x) (0<х<-). (1.1)
6

К такому уравнению сводятся многие задачи математической физики 
со смешанными граничными условиями. Уравнение (1.1) будем решать 
метолом, предложенным И. М. Рапопортом [1], то-есть сведем его к 
решению краевых задач Гильберта-Привалова, когда контуром разде
ления областей является ось абсцисс. Решение уравнения (1.1) мы бу
дем искать в классе L:, когда k (л) и g(x)-L՝ и, кроме того, функ
ция k (л-) удовлетворяет следующим условиям

к(х) — 0 (х ։-’) при х *-* СО
var k (/) - 0(х’՜*) при х—■».,«> О, 

о<т j-

а преобразование Фурье функции k (х) удовлетворяет условиям Лип
шица и не принимает значения 1 I 2՜ вдоль положительной полу
оси х. Однако, как известно, метод, предложенный И. М. Рапопор
том, применим и в том случае, если преобразование Фурье функции 
А-(х) в конечном числе точек полуоси х принимает значение 1 Г Г 2", 
а также если эта функция имеет конечное число точек разрыва.

Продолжая функции /(х), g(х) нулем на отрицательную полуось, 
а функцию А'(х) четным образом, перепишем уравнение (1.1) и виде

( I F F( t)K(t) G(6 •• u‘di о (0 х ос), (1.3) 

% 
где

Г(х) ’ \ II. G"(x) -l=f g(/)e"'<ft.
I 2“.) Г 2* J

cos xidt. (1.4)
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Тогда по формуле обращения Фурье из условия / (х) 0 при
ОО х "О получим

У /•’(/)<*'л,<Л 0 ( *<х<0). (1.5)

11ользуясь теперь леммой, доказанной И. М. Рапопортом, можно 
утверждать, что если существует пункция Е (х) 1Е, удовлетворяющая 
соотношениям (1.3) и (1.5), то существуют функции Ф (±) и '1' (г), 
голоморфные первая в верхней, вторая в нижней полуплоскостях, исче
зающие на бесконечности, предельные значения которых на действи
тельной оси соответственно равны

Ф (х 1 /0) = /■’(-<•), Ф (л՜ 70) Е'(х) । 2~/՝( л-)А’(х) 6’(л) (1.6)

и, следовательно, удовлетворяющие соотношению

Ф (л- 70) Ф (х I 70) । ՛?.- А(х)<1' ( х 70) й’(х). (1.7)

Заменяя в уравнении (1.7) х па — х и учитывая, что А(х) действи
тельная и четная функция, получим

Ф"(-х /0) Ф ( х֊Н'О) | А'(х)Ф (х-70) 6( х). (1.8)

После сложения и вычитания уравнений (1.7) и (1.8) мы приходим к 
следующим краевым задачам Гильберта-Привалова

Фг (х 70) 1Рр(х)Ф (х /0) Ср(х). (1.9)

ОС < X ос, р 1, 2.

Здесь введены обозначения

Фр (х /0) Ф֊(х 70) | 1)РФ (-х 70),

Ср(х) С(х) ( 1)''6'( х) (1.10)

1^,(х) = 1 ( 1)'У^՜ А(х) {р 1,2).

Из формул (1.3)—(1.5) следует, что неизвестная функция / (х) 
имеет вид

/(х) ֊7иг ф՛ (/ те ‘",И 
V '2г..)

„ , \ 1ф>՛ (I ' '0) (* ։0) <? "'Л, (1.11)

равна пулю при —со х < 0 и удовлетворяет интегральному урав
нению (1.1) при 0 < х< ос.
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Так как функции 1Г. (х) принимают только действительные зна
чения, то индекс этих функций

Л.п — аг «г \У/ г (д) О (/; 1, 2). (1.12)

При этом краевая задача ИЛО, как известно, имеет единственное 
решение, а предельные значения Ф, (г) на вещественной оси задаются 
по формуле:

Фр‘(х 70)
1 .»■։ Нр^х} С

Ор (л ) 1
IV) I ' г.{- ,)

(Ох//
Н;.(0(/

1, 2),

(1.13)
где

/7л(х) | IV. (х) ехр
1п (1.14)

/ х

Здесь мы пользовались решением краевой задачи (1.9). данным И. М. 
Рапопортом.

В силу условий (1.2) //(х)|< оо и |// 1 (х) | ос, а в этом 
случае из (1.13) непосредственно следует, что Ф,7 (х 70) П, если 
6'-> (х) н//. Таким образом, формулы (1.11)—(1.14) определяют реше
ние / (х) /? интегрального уравнения (1.1), если С,-, (х) ( Ь£.

Пример. Если & (х) Ае '։л, где для простоты принимаем 
а > 2.4 > 0, то

Фр (х I- 70) (х- ) 1 (х а-)бр(х) 7 (а,, а) (х + 7а) СР (7а/։)}.

/и) ?(.г) !՛.,(„ >[е е. ’՛<•֊■ ՝>кц
о

1-֊’У 2Л։ Ь (.</)[/֊ ։>|г ՝"■ е ”]</», 

а 
где

а, |х а՜’ 2/1а , й2 р а-: 24а .

§ 2. Рассмотрим теперь интегральное уравнение Фредгольма вто
рого рода

/(х) I |/(/)|>։(х ()֊(^(х /)]7/ £(х) (0<х оо), (2.1)
V
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где функция А- (х) четная. Уравнение (2.1) будем решать при тех же 
условиях, что и уравнение (1.1), т. когда функции А'։ (х), А--(х)
удовлетворяют условиям (1.2), £ (х) Ь:, а функцию / (х) шпем в 
классе £*՛.

Принимая здесь / (х) - £(х) 0 при — <՜. х О, А| ( — х) -= А'։ (х) 
и вводя обозначения (1.3), в которых функции /\(х) и к{1) фигури
руют с индексами 1 и 2, уравнению (2.1) можно придать вид

( /?(/)[1 /2-^(01 + 1 2^’( П К, (/) - 6(7), е ՛՛"<// 0. (2.2)

(О

Условие / (х) и при — х <. х<0 перепишем в виде

о\ /•'(/) зс- 0). (2.3)

Отсюда видно, что существуют функции Ф (г) и Ф (г), голоморф
ные первая в верхней, вторая в нижней полуплоскостях, исчезающие 
на бесконечности, соответственно равные на действительной оси

«։• (х /0) Г(х)[1 I 2^А'(х)]4- | 27Г( х)АЛ(х) С(х),

Ф‘(х 4-70)-Г(х) (- ое<х< ). (2-4)

Исключая из этих уравнений функцию 7'(х), получим

Ф (х-гО)=-Ф4 (х I 70) [1 2^К(х)] |

-М2^Ф'( х֊70)А',(х) С(х). (2.5)

Заменяя здесь л через. — х, складывая полученное уравнение с 
(2.5) и вычитая из него, получим следующие две краевые задачи 
Гильберта-Привалова

Фг. (х ֊ 70) Г', (х) Ф,7 (х ? 70) О,. (х). (2.6)

( -х; х ос), р =. 1: 2,

где функции '1>р (,г ;'()), (}. (х) определяются по формулам (1.10),

И„(х) 1 — ( 1И/2-К1(х)-Н 2^^(х). (2.7)

При получении уравнений (2.6) были использованы также соотношения

л;.( х)-АЛ.(х) (р 1.2). (2.8)

Функция у (л՜) определяется единственным образом (пР 0) по 
формуле (1.11). При этом функции 4՛,՜ (Л- /0) будем определять из
соотношений (1.13) и (1.14), в которых функцию (х) нужно заме
нить через функцию И/(х) (так как уравнение (2.6) имеет вид (1.9)).
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Если в интегральном уравнении (2.1) интегрирование производится 
в пределах (а, °о), то, вводя новые переменные л- — х-р-п, /։ — / га 
и обозначая /1 (х) / (х го), £։ (х) £ (.г + о), &։ (х) Аг։(х֊г2а)>
уравнение можно снести к виду (2.1).

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 20 XII 1965
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BABLOYAN A A

ON TWO INTEGRAL EQUATIONS OE THE 
FREDHOLM TYPE

S u m m a г у

The exact solution of lw< integral ecua'.ions of Fredholm’s type 
of the second kind is made, the kerne) of which depends upon the sum 
or difference of variables.

These equations art- reduced to the Gilbert-Privalov's problems, 
which are solved by Viner-Hopf’s method.
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А. С. ВОЛЬМИР. М. С. ГЕРШТЕЙН

О ПОВЕДЕНИИ КРОВЕНОСНЫХ СОСУДОВ 
КАК УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК

Исследуется поведение кровеносных сосудов, рассматриваемых 
как нелинейно-упругие оболочки, при быстро протекающих гемодина
мических процессах. Используются динамические уравнения для обо
лочки, получающей большие радиальные перемещения. Диижение крови 
рассматривается как ламинарное течение ньютоновской жидкости. С 
помощью метода конечных разностей с применением цифровой элек
тронной машины получены числовые результаты для ряда примеров.

В качестве одного из применений теории упругих оболочек рас֊ 
смотрим поведение артерий при быстро протекающих гемодинамиче
ских процессах. Будем рассматривать кровеносный сосуд как нели
нейно-упругую цилиндрическую оболочку, получающую относительно 
большие радиальные перемещения. Дополнив инерционными членами 
уравнения равновесия элемента оболочки [1], получим следующие ди
намические уравнения для оболочки радиуса А’ и толщины А, в пред
положении, что деформация является осесимметричной

ах՜ дх R 12 Ох:дГ-
֊гт — 0;№ (I)

, л=0 2)
дх дх 0х~ дР

Координата х откладывается вдоль образующей, // по дуге. 
г в радиальном направлении; и и -л — перемещения точек срединной 
поверхности в направлениях г и г. Через р։ обозначена плотность ма
териала стенки сосуда, М — изгибающий момент, ЛА и Л7-, - нормаль
ные усилия, действующие в сечениях оболочки.

Деформации выражаются через перемещения с помощью следую
щих соотношений:

ди д\и 1 / дц> \ -
5л =--------------------- -- г - — ( — )

дх Ох- 2 \ Ох /
(3)

Что касается упругих свойств сосуда, то будем исходить из дан
ных, приведенных, например, в книге [2]. 11а фиг. 1 показаны диа
граммы г (г) при одноосном растяжении стенок артерий. Кривая I от
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носится к легко растяжимому сосуду, кривая II —к ригидному сосуду 
лица пожилого возраста.

Давление р крови определяется из решения гидродинамических 
уравнений для крови, текущей в сосуде: уравнения движения

► - ^к^+2вг,„1/ 0 (5)
Ох 01

и уравнения неразрывности
_2_^ = 0. (6)

ох Кд! R — го 01

Здесь И осредпенная по сечению скорость потока, р,. —плотность 
жидкости. А — ускорение массовых сил, К объемный модуль упругости
жидкости при сжатии. Коэффициент 
2а, учитывающий потери па трение, 
и продольное усилие рл, действую
щее на стенки сосуда, будем опре
делять в предположении, что движе
ние крови по сосудам является лами
нарным течением ньютоновской жид
кости.

Таким образом, задача сво
дится к исследованию неуста.човш։- 
шегося течения вязкой жидкости в
упругом трубопроводе. Некоторые новые работы в этой области ука
заны в статье [3].

Изменение гемодинамических параметров при сокращении сосу
дистой стенки под действием сосудодвигательных рефлексов иссле
довалось в работе [4].

Введем безразмерные величины:

Здесь А—длина участка сосуда, с„ скорость звука в крови, 
— кинематический коэффициент вязкости крови.

С помощью параметров (7) система уравнений (I), (2), (5), (6) бы
ла приведена к безразмерному виду, а затем проинтегрирована на 
цифровой электронной машине с помощью метода конечных разностей.
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В качестве первого примера было рассмотрено поведение участка 
сосуда длиной Ь при внезапном закупоривании его в сечении х'' — 1. 
Были приняты следующие значения безразмерных параметров: / 10,
'* 0,2, а 1, ч* 0,2-10 Начальные условия соответствовали уста
новившемуся течению крови. Исходная безразмерная скорость была 
принята равной К, — 2-Ю՜3, давление в сечении х* = 0: /Г Ы0 ' . 
Граничные условия для жидкости были приняты в следующем виде:

р* Р\г иУ* их" 0 при х*=0; 
|/* 0, </'гИ*<7л-*՜ 0 при х* = 1.

Граничные условия для оболочки при х* — 0 и х* --- 1 заключа
лись в следующем:

0?*»* с/х* </х*;| 0, и* - 0. (8)
Результаты интегрирования представлены на Фиг. 3 и 4 в виде 

кривых распределения давления ио длине сосуда в последовательные 
моменты времени

Фиг. 3.
Кривые давления на фиг. 2 относятся к легкорастяжимому сосуду, 

диаграмма о (г) для которого показана на фиг. 1 цифрой 1. Фиг. 3 

Фиг. 4.

относится к ригидному сосуду (кри
вая II на фиг. 1).

Сравнение этих графиков по
зволяет оценить влияние жССТКОСТИ 
стенок сосуда на местное повыше
ние давления при закупоривании 
артерии. Графики подтверждают, 
кроме того, известные данные о 
возрастании скорости распростра
нения возмущений в артериях (в 
частности, пульсовой волны) по ме
ре увеличения жесткости стенок 
сосудов.
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На фиг. 4 показано последовательное изменение давления в ра
стяжимом сосуде при действии перегрузки („повышенной гравитации"), 
направленной в сторону, противоположную течению крови в рассма
триваемой артерии. Величина перегрузки зависела от времени следую
щим образом:

т 0,510 %(т),

где ч) (•) единичная функция Хевисайда.
Начальные условия, как и г. предыдущем примере, соответство

вали установившемуся течению, а граничные условия для оболочки от
вечали зависимостям (8). Было принято, кроме того, что в сечении 
х* 0 давление изменяется по следующему закону:

। />' (1 4 0,01т) при 0 < ■ 100,

I 2р՜ при ■. ’> 100,

т. е. давление при входе в рассматриваемый участок сосуда повыша
ется в два раза за время *■ = 100, а затем остается неизменным. Та
кое повышение давления может явиться следствием, например, реф
лекторной реакции. Расчеты на цифровой электронной машине показы
вают, что при указанном сочетании воздействий максимальное давле
ние в артерии в момент времени ՝ = 250 после начала действия пере
грузки составляет 1,31 р' о.

Использованный метод может быть применен к изучению гемо
динамических явлений как в обычных условиях, так и при действии 
на организм значительных ускорений.
Восппо-вохдушнзя IIII.КС II ։ |И1!1>| ПК.Ч ’.СМИН

кх. ирод՛* Н. Е. Жуковского Постуиилл 19 VII 1965
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'•tnlpun inlf ntrjrjifiuA ifb ppLn'lJt/uri) gfl nnfifL ifiiLftf jni.'tifi •> u/it fj L tf'iiniif !r ,
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՛[՛]՛"I/՛ putpApiuifil u/iipt

X S. VOL’MIR, M S HERSCHTE1N

ON THE BEHAVIOR OF BLOOD VESSELS AS 
ELASTIC SHELLS

S u in in a r y

Arterial blood flow is analyzed on the basis of a model consisting 
of a viscous liquid contained in a cylindrical elastic shell. Approximate 
forms of the Navier-Siokes and continuity equations are derived for 
this model and solved by the method of finite-differences in conjunc
tion with the equations of a non-linear elastic shell.

Numerical resuits are obtained with digital computer aid for tran
sient reaction of arteria walls on sudden thrombosis.

The dinamic interaction of blood flow with arteries in the presence 
of high gravitation is also examined.
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3. Л ЗОРЯН

КРИЗОВАЯ ЦИРКУЛЯЦИЯ С УЧЕТОМ АДВЕКЦИИ ТЕПЛА

В литературе вопросу бризоной циркуляции посвящено много 
работ [1—11] как по линейной теории, так и по нелинейной. Несмотря 
на то, что нелинейные члены в исследовании вопроса призовой цир
куляции являются существенными, по линейной постановке задачи 
удается получить качественно верные результаты, совпадающие г 
фактическими данными [7, 8, 11].

В нелинейной постановке задачи возникают большие трудности, 
поэтому исследователи прибегают к приближенным решениям частных 
задач [1, 2, 5, 6].

При решении задачи нестационарной местной циркуляции в не
линейной постановке при произвольном распределен ж температуры 
подстилающей поверхности наиболее точным является метод А. Л. До
родницына [3, 4, 9, 10]. Но и этот метод до конца не решает задачу, 
так как полученные результаты пригодны лишь для определения на
чальной стадии развития циркуляция из состояния покоя.

В данной работе при решении задачи призовой циркуляции в 
уравнении притока тепла .учитывается адвекция тепла, так как из не
линейных членов именно этот член оказывает наибольшее влияние 
ввиду того, что особенностью бризе ։ является взаимодействие между 
движением воздуха и полем температуры, учитываемое указанным 
выше нелинейным членом.

§ 1. Постановка и решение задачи

Исходными являются уравнения гидротермодинамики, упрощен
ные при помощи теории свободной конвекции [1|. Для простоты рас
смотрим плоскую нестационарную задачу при постоянном коэффициенте 
турбулентного перемешивания с учетом адвекции тепла. Тогда будем 
иметь

(ы)
<Н дг- дг .՝

д() , д'Ь
----  •. и — к----->
д! Ох ()г‘ 

ди , ди՝
Ох дг

(1.2)

(1.3)
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Граничные условия имеют вид
при z - 0 и — w = 0, 5 = (л, О,
при z = сс и = б ֊ О,

здесь
&<։ (х, /) 7'(x)sinwL

(1.4)

(1.5)

11ачало координат расположено на урезе воды, причем д направ
лено вертикально вверх, .г по нормали к берегу от воды к суше. 
Остальные обозначения следующие: / — время, к коэффициент тур
булентного перемешивания по вертикали, <» угловая скорость вра
щения Земли вокруг своей оси, /. 273, § —ускорение силы тяжести,
и, ш — компоненты скорости ветра, О отклонение температуры от 
значения в положении равновесия.

Решение задачи ищется периодическое, с суточным периодом. 
Система (1.1) (1.3) с граничными условиями (1.4) решается прибли
женно.

Для решения системы (1-1) и (1-2) сперва находим решение ли- 
XX А (Л ГНнейиои задачи, Оез учета члена и— оно имеет вид 

ах

(1Т згг Ц Г—=$} . - » .. X.
"» ։՛• + е 1’ (1-6) 

8Ъ՜ Их

О, ;֊<л) с—"՛ <՛։■' “>]. (1.7)

Уравнение (1.2) решается как линейное уравнение с известной правой 
д&х частью и, — 
ах

’А, (1.8)
аг- к (Л к ах

биО = 0о и (1.9)

Решение уравнения (1.8) с граничными условиями (1.3) ищется в виде 
9 = 5,4-0г/ ~ (1,10)

где 0, — решение однородного уравнения с граничными условиями 
(1.9), т. е. решение линейного уравнения в виде (1.7); 0 решение 
неоднородного уравнения (1.8)

—2 ±^21^ 72ЛШ[с"<• -։<' ’] (1.11)
0»? к (И

с нулевыми граничными условиями

а Ч,,. Ч— -0, (1.12)
которое имеет вид

0»(х, z, f} ?,М [(! — £-֊- =z)e ' "■՝ (1 i)e ' ' ՝] е "՛՛
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Здесь
+ [(! + /-! ., , n <։-»« 2^7,(1 - i)e ]<? (1.13)

as* / rfT \- 
32 Zrr’ \dx ) ’

Для нахождения горизонтальной составляющей скорости и (х, г, 1) 
решаем уравнение (1.1) с известной праной частью

— --1 У[Л/л(х, г)е-,п '-М„(х, ?)</""'], (1.14)
()г- к 01 ~

при граничных условиях
«I... „ о, «|_. „ 0. (1.15)

Здесь
Л/։ = (1 Z)2L^'e М\ (l^)2Lr/Ie-<J+,>«

4^(/х ' 4k֊dx

А263 dT сГТ i /5Z 1+/ \=----=—й= =г-\ё — i ~— 4* “ ~zfi
32АV dx dx’ V2= \8з 4 /

/‘*°՛3 dT d- / i__ / с ՛ i .՛ >֊• / 5?_ 1__ — ~ \ е ’{| *,;з'
dx- | Г& \8= ' 4 Z)e

Решение уравнения (1.14) с граничными условиями (1.15) имеет вид 
с . / У *

и (х, 2, fl ------ - - е '՜ cos (и.՛/ — sz) + /-] (х) (z) cos 2ш/ -f-
4Zf3J dx

-г (z) sin 2uj/], (1.16)
где

rj(z) e ՝՜ [2zIsinV'2z1 г (2z։ 4,5) cos 1/2Z,1—

+ e '“[(z, 4֊ 4,5) cos 2z։ - z, sin2z։],

?2 U) = <’ L(22| 4,5).sin I 2z։ — 2z, cos I 2zt] ~r

4֊ c ‘‘ [(zj — 4,5} sin '2zy - 2- cos2z։J,

A (x)
/Ч3 dT d-T

256 A1-4 dx dx֊
£l - 3z.

Выражение для функции (x, z, /) будет иметь вид

О (х, z, f) — 7'(х} е ՛ sin (v>f - z,) т М (х) [!*, (z) cos 2<м/ } (z) sin 2wf],
(1.17) 

где

-։(z) —е ֊‘‘[(1 z:)r.os2z: si’i2c.] е (cos>z 2z։ - sin >' 2z։),

'b(z) - ’*' [ (1 4- z։) sin 2z, г cos 2zt ] e (cos \ 2z։ 4֊ sin у 2 Z\).



16 3. А, .Зорям•К֊՜ •-- —-- , — ~ -- -— ---------- ■ ■■ " ■■ . —-- —s

В выражениях (1.16) и (1.17) первые члены представляют собой реше
ние линейной задачи, а вторые слагаемые учитывают влияние нели
нейного члена адвекции тепла.

Вертикальную составляющую скорости определяем из уравнения 
неразрывности

:е(.г. х. /)Л. (1.18)
с/л J

§ 2. Примеры расчетов при заданном распределении 
температуры подстилающей поверхности

Как показано н |7|, I (.»•) МОЖНО задать В виде гиперболического 
тангенса. Гогда, используя наиболее характерные значении темпера
туры поверхности волы озера Севан и суши и его бассейне, было 
получено

7(х) 2,84-2,21й։х. (2.1)
На больших расстояниях от берега получается для суши бф||МЧ = _ 5 С, 
в то время, как на центральных частях озера 0,о С, т. е. суточная 
амплитуда температуры суши принята равной 10 С, а поверхности 
воды — 1,2 С.

При числовых расчетах принято ՛ - 3.6-10 ‘.и сел* ‘град ‘ ; 
к = 3,64 .и՝ сек 1; = — 0,8-10 *.ч *: тогда ~ — О^б-К) ‘.и *.

На фиг. 1 приведены графики распределения температуры под-
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стилающей поверхности и ее производных первого и второго порядка, 
а также их произведения.

На фиг. 2 представлены профили температуры в различные мо
менты времени в точке л- = 0, где влияние нелинейного члена—адвекции 
терла па распределение температуры имеет наибольшее значение.

Фиг. 2, Температурные кривые в различные часы суток в гичке л 0:
, г, •> <)() .1 линейное решение 2— влияние поливенного члена »-у-.

5 полное решение О.

Они приведены пунктирными линиями (2).
Линейное решение задачи представлено графиками (1), а сплош

ные кривые представляют полное решение, соответствующее выра
жению (1.17).

На фиг. 3—4 представлены профили горизонтально;! составляю
щей скорости в различные моменты времени в точках .г ---0,5; 0,5 и 
0 (на фиг. 4). Решение линейной задачи представлено графиками (1), 
а пунктирными линиями — влияние нелинейного члена адвекции тепла 
(2), сплошными линиями показано полное решение задачи, соответ
ствующее выражению (1.16). На фиг. 4 представлены только полные 
решения в различные моменты времен։։ в точках х 0,5; 0; —0,5.

При рассмотрении этих графиков становится очевидным влияние 
адвекции тепла на призовую циркуляцию. Во-первых, она нс одинаково 
влияет на рассматриваемое явление в различных точках по горизон
тали. 'Гак, например, если рассмотрим продольную составляющую 
скорости, то при линейной постановке задачи имеем только первое 
слагаемое уравнения (1.16), при этом максимальное значение и, при 
фиксированном /, достигается в точке л* 0 и имеет симметричные 
значения относительно уреза воды, так как следует ходу первой про
изводной температуры подстилающей поверхности. В то же время при 
учете члена адвекции тепла эта симметричность нарушается. Второй 
член уравнения (1.16) прямо пропорционален произведению первых 
двух производных наземной температуры.

2 Известия АН АрмССР, Механика. .V? I
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Как видно из фиг. 1, график этой Функции асимметричен относи
тельно вертикальной оси, следовательно, при фиксированном / влияние 
нелинейного члена В разных точках ио г различно. Гак, например, в 
точке х = 0 его влияние па распределение горизонтальной скорости 
равно нулю, а при х — 0,5 оно достигает своего максимального зна
чения, причем если в точке х = 0,5 от линейного слагаемого отни
мается нелинейное слагаемое, то в точке х 0,5 оно прибавляется, 
и наоборот.

г = 0.5: 3' Л.одпог решение для скоро тп и и точке X 0,5

Фиг. 4. Профили скорости ч н различны։՛ часы суток и точках 
х 0,5; л- 0 и х 0,5.

т - &1 аким ооразом, при учете члена и — распределение горизонталь- 
Ժր

пой составляющей скорости в различных точках вс только не сим
метричное, но и различное. Это ясно видно на фиг. 3 и 4.
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Влияние нелинейного члена сильно зависит от масштаба явления— 
£=Й ։.

При мелкомасштабных явлениях влияние нелинейных членов имеет 
существенное значение. При явлениях большого масштаба их влияние 
ослабевает.

НИИ Водных проблем и гидротехники 
МВХ Армянской ССР Поступила 22 V 1965

р„ 2. йпгаиъ

ЯЬ1‘1ЛИ'(Ь311Л> ll/b'l.lib'JI’U.BI՛ 11..ЧЧЬВПННПЬЪ1! PPb9.lJ.3M»
8bO|։fll»l.3U>8l*U.3b «1.141

IJ. J ||1 п ։[։ П ։ if

^.iiqi/iiiAm if phptlniif /# /*/'/'7 W/A^z .7 /' (,fyr,LH՛".'/1' it' '•'"рР՛ n tn in t) fin-
^iu>p li'ltqpjt uf utp ph pitllpnh pit. AntJ,,. hpuhinij .flq pn ֊pt pif mq fi'lim if Itlpupl Sin 
tfwiliupttt lfiihp[iq, ptptf m p/нЛ wqipil[t}lt in pi tnnlpupii p pnif p:

lubtj(lpfl ^П! Al/HI if /, if Пiittiit[n pt ilpufhn uin in pt'll if ninuitpt put [J {tiih tjhpq- 
tjuiA I; p pli q Ui pi'h Iilipliiuipiitjlinj ill qj tn i/i'ii (in Am if p: liplfpiipq if n inui ifit put ֊ 
Pfunfp ՝чп^1Ц1 uiti՝lti]md' pi p if ri i ft pn'ii inqtppp {lt"l(t qA ш ipli tii'llq in ifp pt p֊
iflUffl^ ^ntl։pfl lutifuiituipif til'll tf h у, ttpiqhu Siu ini'll ft un) if inn, ninuitppllA inuiii- 
p'lt it It uuu ifn put. ft! pu'lifi pt

hruppi, iniAuiiip “lih plpnptiyiftnA !; {.1.16 J h tiipittm'iui pitni.p fnilt՝
'hlipnil, npmhq mninpi'lt qtti if m ph j fl'll!՛ pp fi pll'li t/ft!/ 'll h plpn pu tjlt n t.if h'lt 
ptt-dni lUilipp. Iiuli lipliptipq q n t if ui ph //ill h p p' pi pit tu p pn'u mt/ ijhlfpliiu f/i ui tpj L . 
yin P I'li'iip! 2, •! h 4 'litpu p'hh pjt q iquipq hphni.if { yh p if Ui p fin'll inq if Lljц/t in ffi 
iiltiqhljtti p pttdltp ppliqin f fi'li iifi plpn f pu qfi in jfi ifpinl I'lu Ul.tf h q l[lipiqnil lliu[lil[uiA

hphritfPli и՛ pfi q и՝!: ui Ipn'h 11 ш и in in p ft tf, iftapp if in и in p ft h ph tu fP'blt p[i '•in՝- 
Juip ui iq inqqhtpii p lut'lip >1 LA I, > [,ul{ tf hA ifin и £ tn in pfi h ph in. prl'lih p (t Sinifuip 
iu/и !. 1

7. H ZOR1AN

A BREEZE CIRCULATION TAKING INTO ACCOUNT 
NEAT ADVECTION

S u in m ary

in this paper a new precision has been described in the linear 
non-stationary theory of breeze circulation.

The precision concerning the non linear member in the heat flux 
equation is made on the basis of a second degree approximation, the 
linear theory being considered as a first degree approximation.

New qualitative results have been obtained as compared with those 
of the linear theory.
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А. М. ДАТКАЕВ, М И. РОЗОВСКИЙ

ОБ ОПЕРАТОРНЫХ И ОПЕРАТОРНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЯХ НАСЛЕДСТВЕННОЙ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ

§ 1. Рассмотрим линейное нормированное пространство 1) линей
ных ограниченных операторов, переводящих пространство Банаха 
{В- пространство) в себя. В силу теоремы 1 (1, V) [1] пространство 
D является полным нормированным пространством (В - пространством) 
с нормой

к supi|K?g (?(#)•

Пусть элементами пространства 1> являются интегральные операторы 
типа Вольтёрра с непрерывными или слабо сингулярными ядрами. 
Теория как одномерных, так и многомерных интегральных операторов, 
а также практические методы решения соответствующих интеграль
ных и интегро-дифференциальных уравнений с непрерывными и слабо 
сингулярными ядрами полностью совладают, ввиду чего мы будем 
рассматривать одномерный случай —временные интегральные операторы 
типа Вольтерра, имеющие широкое применение в теории наследствен
ной ползучести.

Под произведением двух интегральных операторов типа Воль
терра 

t

ЛГ(Ь*(7, Au (7; Л ^)т(Л ") d՜,

К.^цт.п I, -֊)՛■ (7.
и 

где I, - изменяются в треугольной области Хг.;1 (0-՝■ - / ?։), а про
странственная точка 7 в некоторой области (), будем понимать но- 

♦ 4
ВЫЙ оператор Ли.։А\ с ядром 

г
*■(1)-^) ։, я)/<?)(7’; $, (1.2)

причем К(1)'к(2 & и к։ • К.2,։( (|Аи)::„к(2) .
Здесь и в дальнейшем символы Ар), Ку, употребляе

мые без звездочек, обозначают ядра соответствующих операторов.
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Если операторы А'(ц Кю — К, то Л'р-ЛН, К՜՛. Аналогично оп
ределяются более высокие „степени" оператора

К՞ К-К” ' К՝-К" кЛУс 1,2,-••),
п

причем
ЙЯ|<ИГ. (1.3)

Следовательно, операторы /<"’. также как X՜, суть интегральные и в 
силу (1.3) линейные ограниченные, причем ядра имеют вид:

R-. ( Т՝, /. т) К ( Т; {, т), (С,, ( 7՛; -1 А ■ । ( Г; /, а) К ( 7\ в, ՛■) ֊
к/

I (/': /. $) А՜.., । ( 7’; я, -)б$ = \К:.(Т: А я) X.'« ( Т՝; я, ?)</«. (1.4)

Таким образом, определив операцию умножения в О, получим 
полное нормированное кольцо /?. Кольцо обладает единицей, роль 
которой играет тождественный оператор.

Операция умножения в кольце R в общем не коммутативна.

Операторы, обладающие свойством коммутативности, т. с. А -К,,. 
♦ * .

• К.(!, будем называть перестановочными между собой. 
Следуя Я. В. Быкову [2], выражение вида

Л11. ■, т .
\ «-=;■; !R 1)Тч;7| ■ • ' Л(п). (1-5)

’• £.•••. т
где о,- . — постоянные коэф|рициенты, назовем полиномом от онера-

• • *
■торов Лр,, А'Л'(Л|, причем ан: о югиннр отличен от нуля.

Операция умножения в кольце R обладает свойствами ассоциа
тивности и дистрибутивности. На основании этого легко доказывается

Теорема 1. Если операторы КоИ ~ 1, 2. и) перестано
вочны между собой, то всевозможные их произведения перестано
вочны между собой и । исходными операторами.

Следствие 1. Бсе.иоэлн^кные полиномы ат перестановочных 
операторой перестановочны между собой и с исхо^тнылт онерато- 
ралт.

Сле.ю г в и с 2. Произведение и частное (и с остатком) от 
иерестаноаачных полиномов можно подсчитать "о пренилу умно
жения и ' деления обычных полиномов.

Следствие 3. Операторный полином от операторных поли
номов (от перестановочных операторов) полечитываетея ио тем 
же правилам, как и для обычных полиномов.
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Оператор

/?(л) К—/К' /’К'л I “ЧпКг
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(1.6)

ядро которого есть резольвента ядра исходного оператора А', назо
вем оператор—резольвентой, а ряд справа—операторным рядом. Если 
разложить функцию/(л) (1—л։) 1 по степеням л, и । разложение

-* *
вместо л подставить оператор /Л՜, получим оператор 1 }- /&(■՛), низы- 

♦ .
ваемый обращением оператора (1 — /К) .

Известно [1|, что ряд (1.6) сходится (по норме) для всех

1 —»
<1

(1 Г1Ш I К՛’ ' • 
«-** I,

В случае операторов типа Вольтерра с ядрами из пространств С, М
(1 — 0 и потому ряд (1.6) сходится

Следовател ьно, опера торн ы й 
равномерно в .^-пространствах С, 
)• и /, ' ՛ А',. Обобщением является

Теорема 2. Если ряд

при любых конечных >.
ряд (1.6) сходится абсолютно и 
М, !- на всем конечном отрезке 
следующая

У,«V 71\ 6՝ • • Л 

сходится при некотором I I е; (7 1, 2,/>), то операторный
ряд типа Кольтерра

п.7)

где /,(/', /), / ( 7, /),•••, /, ( / ', /) — ограниченные измеримые функ
ции, сходится абсолютна и равномерна •՝, пространствах С. /V/, Л о 
любой ограниченной области.

Следствие 1. Сходягиисся ..степенные“ интегрально-опера
торные ряды можно почленно складывать, вычипгатн и перемно
жать, причем результаты вновь располагаются ио .степеням" 
оператора, т. е.

ОС V Ч
УаЖ" УйЛ" ^(о., Ь. 1Г,

л-О л-О л -О

юх «
V ЬпКц \{и^ «:6.։ 1 ֊•■• апЬ.,)К''. (1.8)

л-0 « йм) «1=0

Отсюда ясно, что „степенные“ операторные ряды вида (1.6) можно 
возводить в степень с любым натуральным показателем т, причем 
результат представляется также в виде ряда по „степеням" опера
тора, т. е.
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■ х * . t,( х
i У с« А"1) У.СГ’Ал.
•Л~0 Я -U

11.9)

ГО«)„ получаются из сп с помощью сложения и ум
ножения.

Следствие 2. Пусть имеем абсолютно и ранномерна сходя
щийся на любой ограниченной области операторный ряд

X-
4 a.tR ' - а, |- a՝R 4- u.R՝ ?--•֊. (1.10)

я-*- о

и пусть оператор R, в свою очередь, пре дета вл кете я t; ни де схо

дящегося при К с операторного ряда

R- ь„ + Ьхкд- bje- 4 (1.11)

Тогда имеет смысл подстановка ряда (1.11) в (/.1(f)- причем, про
изводя все возведения в ..степень" согласно (1.9) и объединив за

тем подобные члены, получим ряд по „степеням'' К, сходящийся 

при к с.
Следствие 3. Если имеем абсолютно и равномерно еходя- 

щийся на любой ограниченной области операторный ряд
X

Z У аЯ\
՛՛

11.12)

то обращение операторного выражения
(1—г)՜1 1 -г + г (-•■• (1.13)

определяется подстановкой (1.12) в (1.13) согласно следствию 2. 
причем новый ..степенной“ операторный ряд будет сходящимся 
абсолютно и равномерно ни любой ограниченной области.

§ 2. Решение интегральных и интегро-дифференциальных уравне
ний неследственной теории ползучести интегрально-операторным (сим
волическим) методом (см. |3| — [8]) приводит к рассмотрению опера
торных и операторно-дифференциальных уравнений следующих видов:

E(xt. л..-֊. Л..,, I, f., ?, A.i„ к’,,՝--. А՜!«,;) 0; (2.1)

՝ бх, г*1 г'л</л'։ -''(/X, f/t

А: 11 । , А(я։)0, (2.2)

...
где /| ( Т, /), /_ ( Т, Т), ■-> ( 7՝, I) -известные измеримые ограничен
ные функции. Уравнения (2.1), (2-2) называются линейными, если 
искомая функция ( Т. /) и ее производные входят в них линейно.
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Отметим, что уравнения (2.1) и (2.2) предполагаются не содер
жащими нелинейности вида 

։

КРЛ, о \К(Г; I, -)®( Г. -)А, 
о

А ('Л /)/ (Х(Г; I. -)¥(Т, :)-гЛ.

О

Частными видами уравнений (2.1), (2.2) являются линейные. нелиней
ные интегральные и интегро-дифференциальные уравнения наследствен
ной теории ползучести [5]—[10].

Теорема 3. Пусть I) функция

хп, I, /.(Г, /Л(Г, /), /), и] (2.3)

является голоморфной при | <. । а и целой относительно осталь 
ных аргументов; 

« * X
2^/41), Ка-.,՝ ■ , К/щ)— перестановочные между собой операторы 

кольца R.
Если уравнение.

х„, I, /։( Т, /д( Т, /), ?( Т, /), А,,-'-» М 0 (2.4) 

имеет голоморфное при , л. [ г] решение

? = ?[Х1,-- -, хя, I, (7‘, /),՛••, /• ( Т, I), • •, (2.5)

то в любой ограниченной области операторная функция

? ?[х.,՛ • , Хя, /, /։ ( 7՜, /),-•֊, ( Т, !), Кцу,- • ■, (2.6)

образует решение операторного уравнения.
Действительно, поело подстановки сходящегося при | | .с' ряда 

?(х։,---, Хл, Л,, /.,«) =

2«, .^.-.гр.-.^хг- -Хл/1/) • • •/?/•(■ -- /4 (2.7)

в разложение функции (2.3) получим

2 Да 3 Х1 ' • ■ Л'л / ' у,-.‘ / ։ • • • — 0. (2.8)

Так как (2.7) является решением уравнения (2.4), будем иметь

Да...З-с. ... Ц - 0.

Тогда в силу следствий теорем 1 и 2 получим

Гг^А...^...^. ..Х^- • х’Г (\ •• ^К(\у • • К[т) 0.

Это и доказывает, что операторный ряд, соответствующий оператор
ной функции (2.6), т. е.
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? (х։, - ■ Хп. I, К<Л},

г. ,. . х]---х^' /| •• ՛/’/<։)■•- Ьт\ (2.9)

является решением операторного уравнения (2.1). 
Аналогично доказывается следующая 
Теорема 4. Пусть I) функция

Х|, х„, /, /։(Г, Л(Г, /), ?(Г, /),

--  Ч,-֊*, >•« Ь (2.Ю) 
г>Х1 - • дх‘У^п^---------------------- I

где (■/ параметры, не заоисягцие от 7' к /, является голоморф
ной при /■> | а и целой относительно всех остальных аргументов.

2) '։ ‘^■"1 — операторы кольца R, перестановочные
между собой и с дифференциальными операторами в некотором 
классе функции - В.

Если дифференциальное уравнение

х,. х„ I, /,(Т, Ь,- ■, !,(Т. I). ЦТ. !).
"X,

0x1' • • -Ох'/՜ (И՝

имеет голоморфное при |/,| > г решение

?(Г. п?|а-|։-•хп, (, /։(Г, о.---. /ЛТ. /), . */],
(2.12)

(Де 7.։, , х/ новые параметры, причем в разложении по сте
пеням /■>. сомножители последних принадлежат И . то в любой 
ограниченной области операторная (рункция

г<Е, /) ?[х։,.-., Хп, I, /ЛТ, (},-■•, [ЛТ, /). К,!),*' ՛. • л]
(2.13)

образует решение оперитирно-дифференциального уравнения (2.2).
Если решение (2.12) является голоморфным и при у-:- | с1, , при

чем к разложении пи степеням х,- сомножители последних принадле
жат классу А>,,. то операторная функция

?(Г. /)
г [л-|, • • ՛, хг., I, /■ ( Г. /), • ■, /. ( /', 0, Йп, ■ • •, Л'(,Л). Ар, • - •. Нду\, 

где /Л։,, ■•՛. операторы кольца R. перестановочные между со- 
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бон, с операторами A7»> ■։ с дифференциальными операторами в классе 
функции /Л. также образует решение операторно-дифференциального 
уравнения (2.2). сходящееся абсолютно и равномерно на любой огра
ниченной области в пространствах С, Л/, L.

Аналогичные теоремы имеют место относительно систем опера
торных и операторно-дифференциальных уравнений.

Отметим, что псе рассмотренные операторные ряды вида (1.7), 
соответствующие некоторым операторным функциям, н случае Л_- ядер 
[И] и ограниченных измсрнлшр։ / . - сходятся ( абсолютно)
почти всюду. Такие ряды в силу теоремы Егорова-Севериии [12] при 
определенных условиях становятся равномерно сходящимися, потому 
их называют почти равномерно сходящимися в пространстве L-.

Так как интегральные операторы типа Вольтерра являются опе
раторами сжатия, то существование и е’.инстврнность решений опе
раторных и операторно- дифференциальных уравнений, построенных 
методом теорем 3 и 4. в силу теоремы Банаха |13] обеспечены.

Построение приближенного решения методом теорем 3 и 4 яв
ляется обобщением метода последовательных приближений при реше
нии линейных, нелинейных интегральных и интегро-дифференциальных 
уравнений, т. е. обобщением, так называемого, принципа Вольтерра [3], 
развитым Ю. Н. 1՝. ботновым, Я, В. Быковым [2] и одним из авторов.

Если уравнения (2.1). (2.2) являются линейными и левые части— 
целыми относительно всех аргументов, то вышеуказанный метод сов
падает с методом построения решений линейных интегральных и инте
гро- дифференциальных уравнений, данным в работ- [2] Я. В. Быковым. 
В той же работе [2] также дан аналогичный метод построения реше
ний систем келкнейяыл операторных и операторно-дифференциальных 
уравнений, основанный па теории композиций функций. Различный под
ход к построению решений операторных уравнений предопределяет раз
личные условия, налагаемые как на уравнения. так и на функции, вхо
дящие в пих. Следовательно, метод построения решений операторных 
и операторнодн'ффереицинл.-.ных уравнений, основанный на теории ком
позиционных функций, и изложенный интегрально-операторный метод, 
совпадая по идее, дополняют друг друга.

£ 3. При решении интегральных к интегро-дифференциальных 
уравнений наследственной теории ползучести (2.1), (2-2) методом 
теорем 3 и 4 трудность заключается в расшифровке операторных функ
ций и различных алгебраических операторных выражений, входящих 
в них.

Пусть имеем интегрально-операторное уравнение 
» ОО

?u) ^bnk՝։i(t). (з.!)
л-О л О

где /(0, f (О известная п искомая функции.
Ядро K(t, ՛) предполагается непрерывным или слабо сингуляр

ным.
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Решение (3.1} в операторной форме имеет пил

?(/)
.ОС «• |
(ШЛ)(?.^Я) /(/).

'«=-0 о
(3.2)

Согласно теореме 3 оператор К следует заменит/, параметром и по
лучит։. обращение выражения (3.2). Для простоты будем считать 

параметром.
Обращение ряда

«« .V а, (1 (! А • | М* | ) а.,(1 ■ г) (3.3)
. -.о V а» а» '

согласно следствию 3 теоремы 2 представится в виде ряда 

с(, тр:с։/С 4-сЛ’՜ 4------- гспК 4՜ • • (3.4)

Далее в силу следствия 2 теоремы 2 будем иметь

X- ос -»
У\ЬпКкУс,!КП (3.5)

л—0 л-=0 п I)

Коэффициенты последнего ряда определяются по методу неопре
деленных коэффициентов, исходя Из соотношения

(а0 — а։К' ц.Л • ) (<•/., — <ЦК И .К - 4 • - •) 6. * 6։ Л՜ - Ь-К' I • ■ -
(3.6)

Гак как а,. 0, то будем иметь

и решением операторного уравнения (3.1) будет

’ИО У
л О

Отметим, что требование а.,^0 следует ин условия теоремы 3, ибо 
к противном случае операторное выражение 

не является голоморфным в окрестности начала координат гг 0.
Пусть /’—линейное множество всех вещественных функций /((). 

заданных на произвольном множестве /|. Пусть для некоторых эле
ментов Л определено соотношение / (/) 0, которое означает /(/) О
при всех ( и / (/) 0. На основании этого вводится также соотноше
ние / (0 ՝ ՝- (/). что означает при всех / /(/) ?(/) 0.
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Линейный ограниченный интегральный оператор Л' из простран
ства Ц переводящий ^-пространство в себя, называется положи

тельным, если К/(I) 0 для любой функции /(/) 0 из /?. Отсюда

если для любой /(/) 0 из 5 К,\)/ К՛:]/ 0. Про
странство 2) линейных ограниченных операторов в силу указанного 
упорядочения его элементов будет полуупорядочеииым ЛГ/З-прострав- 
ством [14].

Линейные ограниченные операторы вполне определяются своими 

значениями для положительных /(/), т. е. если 2ч1)/(О для
/(/) > 0, то К{\}[(/) кт/(/) для всех / (7).

Из /, (/) /■■(/) для положительных и аддитивных операторов
следует

К/1(/) (3.7)
Отметим, что пространство I) линейных ограниченных ипте։ ральных 
операторов типа Вольтерра является пространством регулярных опе
раторов.

В отличие от произведения операторов в смысле операции умно
жения в кольце R обычное произведение интегральных операторов, 

как произведение функций, будем обозначать | ।) [ А՜ и ]. /4 нелогично 

|А՜] обозначает обычную л-ую степень оператора А,՜, воздействующе
го на единицу.

Выясним соотношение между R՛ и |А՜]'. где К — интегральный 
временной оператор тина Вольтерра из кольца R. Очевидно, для опе- 
раторов типа Вольтерра с ядрами, равными единице при всех ( из 
А՜,-, (0 ■ / /։), выполняется неравенство

К - [/..Г. (3.8)
Пусть даны интегральные операторы типа Вольтерра

/ I
. А7(Я)-1 ЛГ(«> (Л (3.9)

о о

с ограниченными ядрами

| *■(!>«. -01 <С1, И(2)(С •. |^>(/. 0|<СЙ.

Для максимальных значений ядер получим 

* ’ * *пI кгу А.(2) • • - | ■'.՝ С| -с2-•• ся /(՛ .

С другой стороны.

|[Ап1[ад֊--К(Я)11 с։ с_- с«[лг.

Следовательно, в силу (3.8) справедливо неравенство
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|А%-АЪ---Л;М| UA'։։>][Au,î [Л(я>||.
Лемма. Если регулярные интегральные операторы типа Воль- 

терра положительны в к (0 * ( /,). то лая всех ! $ из £0
имеет место неравенство

( A"(s. ֊.),!•> \K(t. t)th. (3.10)

о

Для / $ утверждение леммы справедливо. Пу ть . ! ^>0.
Тогда на регулярности операторов в к имеем

Попятно, что интегралы (3.10) предполагаются с-умсстнующими.
Теорема 5. Для любых положительных интегральных опе

раторов типа Вольтерра (3.9) пои всех t k(, (0 ' t /,) спра
ведливо неравенство

К^К^- k<„ IMW4W (3.11)

Для n 1 утверждение теоремы справедливо. При п 2 имеем 
г

1 ^А'։.(/, ՛)(!- ^.2)(т, s)ds,
С • .U U

։ , (ЗЛ2>

(Aai][A’iîj] ; ^A’ui(f. ")</: A’։»J(f, z)ch.

0
Так как 0 т t G, то п силу леммы и неравенства (3.7) из (3.12) 
следует

^։rÆurI [A'nHA'u,!.

Пусть утверждение теоремы справедливо для п 1, тогда в силу 
леммы и неравенства (3.7) следу утверждение г- »ремы.

Следствие. При А'н А'л /Си» Кил (3JH следует

К' [К]’.
• • « • V • V

//ри Л(?| • • A ».fl Kt uA’(/n.|) • /q,t) K\I UJf
(3.1 i) будем иметь
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аГ-аТ'л [/<. г-КлГ

§ 4. Пусть дан сходящийся при А՜ г функциональный знакопо
стоянный ряд

ос
?([£]) (4.1)

о-о

••де К—положительный временной оператор из кольца А.
Ряду (4.1) соответствует интегрально-операторный ряд

то
?(Ъ (4.2)

л-О

сходящийся абсолютно и равномерно на любой ограниченной области. 
В силу теоремы 5 и се следствия справедливы неравенства

?(£) ?(1О. (4.3)

гя(£)Ол(И1), (4.4)
• *

где гя (А՜), г,։ ([А ] )—остатки рядов (4.2) и (4.1) после п-го члена. 
Если ряд (4.1) является рядом лейбницевского типа, то в силу тео
ремы 5 я ее следствия операторный ряд (4.2) также будет рядом 
лейбницевского типа и имеют место следующие соотношения:

|(А?)<?(Л')<52М(^); (4.5)

'„(К)«), кгдЪ <°,,,+Л2'"41
Р 0<^ “ЬДКГ՞. (4.6)

где .$2п.-~| (А՜), (А ) частичные суммы четного и нечетного числа
членов операторного ряда лейбницевского типа.

Сумма операторного ряда лейбницевского типа из (4.5) прибли
женно определяется по формуле

,(К| + (к)]. (4.7)

Решение уравнений (2.1). (2.2) методом теорем 3 и 4 приводит, 
в частности, к рассмотрению следующей расшифровки операторной 
функции

еК V Л . (4.8)

я-о

где в качестве оператора К можно брать положительные интеграль
ные операторы типа Абеля [3]
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оператор Ю. 1 I. Работпова [3]

Э (3)1 (/ - -Г \----- 2-----------
Л Г[(1 + «>(14 «)]

(’> - I).

В силу (4.3) и (4.4) будем иметь

ек ,-е1л։ V 1А1 Л л!
гп(А>) (4.10)

и а л! „ (т 4-1) !
в л

Например, при X' Э (3) для оценки погрешности приближенного пы- 
числения (4.10) гребустся лишь табулирование функции

Э, (3)1 ֊*-ч>('?/14”)

Рассмотрим положительный 
герра с экспоненциальным ядром

е
К1 р

о

֊, ГЦ-г-па+а)]

интегральный оператор тика Воль-

՛" ’<?֊; (4.11)

и

11усть справедливо неравенство

К',; 1<КЛ՜2, 

тогда в силу неравенства (3.7) будем иметь 
Кп= К‘£” ։<Х- Л'"՜2 Кя

Таким образом, для интегральных операторов типа Вольтерра с 
экспоненциальным ядром имеет место монотонность

(4.12)

Тогда расшгкрровка операторной функции
у 

sin /\ --- , 
(2« + 1)! 

(4.
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где АГ—интегральный оператор типа (4.11), будет операторным ря
дом лейбницевского типа, и сумма ряда (4.13) приближению опреде
ляется по формуле (4.7). т. с.

2т—I
51п 2 ( 1Г

л-е <2"-г 1)!
1 К*”՞'
2 (4т ֊ 1)!

(/и 1, 2,- •). (4.14)

причем

,՝< [2(2„։ М) г !]»
(КГ-11 1

|2(2т-1) 1|' (2 (2т 1) - 1|!
(4.15)

В расшифровках (4.8). (4.13) знак раненства следует понимать как 
символ соответствия (расшифровки) операторного ряда операторной 
функции. Очевидно, для интегральных операторов, удовлетворяющих 
условию

К* [Х;Г, (4.16)

значения операторных функций и их расшифровок совпадают.
Примером интегральных операторов, удовлетворяющих условию 

(4.16), является оператор Ржанинына (15]
г

А 1 ( е "~’(/ :) <1֊ (0<։<1). (4.17)

— «

имеющий применение в теории наследственной ползучести.
Решение динамических задач наследственной теории ползучести 

приводит к расшифровке операторных функций вида 
♦

е . зтХГ-Л созЛГ /, (4.18)

где К—положительный временной интегральный оператор типа Воль- 
терра, перестановочный с интегральным оператором

/, ։ (</■■

Для первой операторной функции из (4.18) имеем

К-1 * к՜ Г 
с ֊ ՝ ------------- (4.19)

С другой стороны.

3 Иппсстнн ЛИ А'рмССР. Мпдмпяд № I
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(1 4,.К)՜' - V ï"-/<n = 1 ֊А (4.20).
в-О

где Д’ оператор-резольвента исходного оператора /,-К.

Из курса метематического анализа известно, что при
ео

(1 [4ЛГ1 v[/„-£]’. (4.211
л—О

Следовательно, при в силу теоремы 5 и ее следствия

1+Я' (1-I/. K-J)-1. (4.22)

Если же оператор /? известен и требуется определить интеграль

ный оператор /,,-А, то, решая операторное уравнение (4.20) методом 
теоремы 3, будем иметь

/ К V( ])«՛/?' I (1 + R)' \ (4.23)
в—։

ибо исходный оператор К и оператор-резольвента А՛ всегда пере
становочны между собой.

Аналогично (4.19) справедлива следующая расшифровка

slnÂ--/ V( П"Л՛ ' V, и1/" (4.24)
я о (2п1)։ а֊<|

Если операторный ряд (4.24) лейбницевского типа, то сумма при
ближенно находится по формуле (4.7). Если же (4.24) становится ря
дом лейбницевского типа, начиная с некоторого /n-го члена, то при
ближенно приняв сумму операторного ряда (4.24) рапной т 1-ой ча
стичной сумме, получим погрешность, меньшую по абсолютной вели

чине m-го члена. Например, пусть А՜ — интегральны։! оператор типа 
(4.11).

Так как для интегральных операторов /, типа Вольтерра най
дется номер Л’ таков, что при п N будем иметь

тд$ но крайней мере, начиная с .V, и силу неравенства (3.7)
операторный ряд (4.24) будет рядом лейбницевского типа.

ДноПрСЯСТрбвСКИЙ горный институт
Павлодарский пединститут Поступила 1517 1965
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Ա. Մ. ԴԱՏԿԱնՎ, Մ. b. Ո>Ո&ՈՎՍ<|1՛

ЛИШ ԺԱԱԱՆԴԱԿԱՆ Տհ111114»”ՅԱՆ ՕՊԵՐԱՏՈՐԱՅԻՆ 
ԵՎ ՕՊԵՐԱՏՈՐԱ-ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ 2ԱՎԱՍԱՐՈԻԱՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

II. if փ и փ ո 1 մ

Աշխ ասւ ութ լան մեջ դիւոարկվտ մ Լ ՛Լա չուերի տիպի դձալին սւոհմսւնա- 
ւիակ ինւոեդրալ սպերաւաւրնեу»ի //'/"/ նորմալավորված օղակ և տլ՛վում Լ 
ոոդրի dinttui'b ւչա!րււն աե п ու թ քան ին >ոե դ րու չ ե ին տ եղ րտ-դ ի !ի ե լ՛ենւյիաչ հւո- 
վրսսսէրումեհրի if ի դասի չու <) nt tiitli րի կաոոււյման մեթոդ: И րո շվէէււ) են օպե
րատորային էի ունկդի ան ե ր ի հ նրան էյ պ ար դա րան ու till ե րի միջե աոն չութ րոն- 
ներէ Ալդ, թո,լլ I տալիս ոոդրի J աոանդական աե ոոլթլան ո tnm tnիկական հ 
դ ինամիկւոկան խնդիրն երր ինտե ղրտլէո-ոսլերատո րսւկսլն մեթոդ ով լուծ ե լիս 
ուււունսւ/ օպերատորային շարժերի մոտավոր կամարպ/;

A M. DATKAEW. M J ROSOWSfCi

ON THE OPERATOR AND OPERATOR-DIFFERENTIAL 
EQUATIONS OF THE CREEP HEREDITARY THEORY

S u m in ary

The whole normalized ring of the Volterra type lineary limited 
integral operators is considered and the method of creating the solu
tion of the creep hereditary theory of one class of integral and of in
tegral-differential equations is given.

The relations obtained between operator functions and theii deci
phering allow us to obtain the approximate sum of the operator series 
met with in solving the integral-operator method of the static and dy
namic creep hereditary problems.
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В. Г СААКЯН

ОБ ОДНОЙ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
ДЛЯ КРУГА СО СМЕШАННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

В настоящей работе дано решений плоской задачи теории упру

гости для круга в случае действия на части контура

ранномерно распределенной радиальной нагрузки 
при отсутствии радиальных перемещений на осталь- 

' , 3՜ной части контура — '> — и касательных на

пряжений—на всем контуре (фиг. 1).
Основная смешанная задача плоской теории 

упругости для односвязкой области, когда на 
одной части границы заданы внешние усилия, а 
на другой — смещения, решена в общем виде 
Д. И. Шерманом [3]. |Им же решена основная 
смешанная задача для плоских многосвязных областей [4]. В случае, 
когда область представляет собой круг, М. Е. Карапетяном [6] рас
смотрена задача, когда граница разбивается на конечное число дуг. 
на которых поочередно заданы либо напряжения, либо перемещения.

интенсивностью р.

Фиг. 1.

£ 1. Постановка задачи

Для решения рассматриваемой задачи воспользуемся известными 
уравнениями плоской теории упругости [!j:

Ъ 2[<1> (г) 4֊Ш (1.И

it) — з, 4- 2[.z4I1Z(z) 4- ‘Г (г) (1.2)

2р(и 4 iv) — (x»U) Z'r (z) ’> (z) ]e՜', (1.3)

где гиб- полярные координаты, ~г и so нормальные напряжения,
соответственно в сечениях г const и 0 const, тгп — касательное 
напряжение, и и о — смещения точки соответственно по радиальному 

— ~i‘j и тангенциальному направлениям, z re , z re ,

Ф(г) ?'(z), 4*(z) .}'(z) Z"(z). (1.4)

'р(г) и Z (г) голоморфные в рассматриваемой области функции, 

3-4= (1.5)
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в случае плоского деформированного состояния,

3 — =
7. ---------
1 +3

(1.6)

п случае плоского напряженного состояния, з коэффициент Пуассона.
Функции ?(±) и 7(з) определяются из следующих граничных 

условий:

|л Р 0 6 2֊, (1.7)

я - р — ՜շ 0 —,
2 (1.8)

— з-
շ?«|, „ о — 0 

2 2՛ (1.9)

$ 2. Представление напряжении и деформаций в виде рядов

Функции ф(з) и /(з) в области круга разложим в ряды

?(*)֊ У«х-Л 
к I

ՀԱ) У հ,շ՚Հ 
к—п

?(*'

оа 
/(з) V Ал-з'՜, 

А М
(2.1)

где а.՝; и Ал - вообще комплексные коэффициенты, но и данной задаче 
в силу симметрии относительно оси л, они будут действительными 
числами.

Учитывая (2.1), из (1.4! получим

Внося (2.2) в (1.1) и (1.2), находим окончательные выражения для

9’ (г) У^з*
к 1

'ГЛг)
со
У£(<

л-—2
ОС ОО
З Ы? Հ 9'Ղյ) 1)«,з'-' (2-2)

к ■։

напряжений

2а- ֊ 2а-г со? 6 — У [(А- 1)(Հ' 2) о,. к (к 1) Ь.чг ]г'сояИ։, 

(2.3)

2ц, бо.гсозб- У|{& • 1) (Հ 2) о. , 4 ПАл-г ] г'՛ с<>5

(2.
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2a7rsin0 — У[яг(& 1)о». 1) tar -| г՝ sin ЛО. (2.5)
А-

Пользуясь (2.1), из (1.3), с учетом (1.4), находим смещения и и v 

2?и Z»։cosO - (к—1) й|Г 4-(х —2)a2rJcosO 4՜
ОО

4-У [(*-<■ 1)^.. *tar--]r*Hcos0. (2.6)
k-2

2’i-j 6|Sin,> - (z 4-2) «.r՜ sin 0 4֊

00
V.[(z i4-!)^ kb ar •']'■*’ 1 sin/Д (2.7)

frTl

§ 3. Определение коэффициентов и ba

Граничное условие (1.7), с учетом (2.5), примет вид

2a-iR sin G — У [Л(Л ! 1) а1; + 1 • к k 1) b/.R ]• R sin kb 0, 
t -!

■откуда получим, что
Oi 0, (3.1)

(Л + 1)ал_։֊Н*֊1)6л-Я ' О (Л 2,3, •••)
и, следовательно,

bk ~ ‘--а, ,А= [к 2, 3,- ■). (3.2)
к — \ А 1

Перейдем к удовлетворению граничного условия (1.8). Предва
рительно, используя (3.1) и (3.2), преобразуем выражение (2.3)

Г 3>|r֊.V VACOSX’G у 0 -у’

где
Дц. 2(*ч-1)а, ,/?* (4֊0,2,3, -),

причем, согласно (3.1),
Д, 0.

Граничное условие (1.8) перепишется в виде

(3.3)

(3.4)

3.5)

со
'4' А>; cos kfJ

k^O
Умножив это равенство на cos 2п’> и проинтегрировав его в пре

делах от 2 Л0 2 получим систему уравнений для определения

неизвестных коэффициентов А г.-
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Хг 7, ,,
41 /4.՛. соя № соя 2гМг-' р со$2лМ9. (3.6>

Учитывая, что

соя к‘> соя 2лС'</9

- при к — 2п 0

— при к 2 Л (« 0)

0 при к 2/л (/п=֊я)

(֊1Г"2(2шт1) . .) ,----------------  ------- -— при к 2 т 1
(2/л т 1)-՜ 4/г

т 0. 1, 2, З,-
л 0, 1, 2, З,--

и обозначая

о
1. 2, з,-.-,

— р I соя 2п
3 I 0

при
при

(3.8)'п
п

из (3.6), с учетом (3.5), получим следующую бесконечную систему 
линейных алгебраических уравнений:

5 д.я ՛ у (֊1)" г:-2Г2/п _I >
2 'Г‘ £} (2т 1 2п) (2т 4֊ 1 2п) 

(3.9)

«!«й (п 1, 2, 3,- • •).

Удовлетворим теперь граничному условию (1.9). Используя (3.1)՛
и (3.2), преобразуем выражение (2.6)

21‘Ч-я 6,соя О
со
V /?։ соя к'к (3.10>

где

В, (у. - ------V (/Г ; (к 0, 2, З,---) (3.11)
\ к — 1 /

и, согласно <3.1»,
в, о. (3.12)

Заметим, что коэффициент Ь дает только жесткое смещение 
всего тела (поворот, ввиду симметрии граничных условий и внешней 
нагрузки, исключен) и не влияет на напряженное состояние.
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Согласно (3.10), условие (1.9) примет вид
•аз

— Z»i cos G 4 X՝ В՝, cos kr> 0
■t.-o

z 3r
֊ * - — U ֊0,2,3,-- -).

Умножив обе части этого равенства

интегрировав п пределах от — до

на cos 2л0 eos2n0 “) и про-
Зи
—-• получим систему уравнений

для определения коэффициентов В*' 

в 2-3 „ 2-5 п
ЦВ>+-^֊В, ■—й։ 2А„

О • О 2) ՛ О
оо я от 1

До V ( 1) 2 (2т 4-1) й (-1Г-26,.
»7X1 — 1 ֊ 2л){2т — 1 — 2л) 4л' 1

Между коэффициентами бесконечных систем уравнений (3.9) и 
(3.13), согласно (3.4) и (3.11), имеется следующая зависимость:

Ль ֊ сАЯ, (Л- 0, 2, 3,---), • ,(3.14)
где

с,.= - -------- к га 0,2,3, ). (3.15)
'• I) И 1 *

Пользуясь (3.14), преобразуем систему (3.9)

псД-2^-С։й, ֊с Л.--------

к_с в ~ (-1) >2 (2m 41)
2 'п (2т- 1 - 2п) (2m 1 ■ 2л)

(3.16)

(«

। Bim ।

i, 2, з,.--)
Исключим из систем (3.13) и (3.16) неизвестные В>„ (л 0, 1, 2, - ■ ■), 

для чего разделим каждое л-ос уравнение системы (3.16) на с и выч
тем соответствующее уравнение системы (3.13). При этом, разделив 
результат на 2 и умножив на получим

1И ■ т -1 + счн) <2™ 4- 1)____ а2я ( 1) "с_.,|
(2т 1 ֊ 2л) (2т ֊ 1 - 2л) '՝՝”'՝ 2՜ 4л֊’ 1 "

(3.17)
(л ֊ 0, 1, 2,- • •)

Вводя новые неизвестные

Ада-|- ( 1)'"(2л, 4 1)/^„ । (т 1,2, З,--). 
вместо (3.17) будем иметь 

у ( 1)՞ £2 ^2Я)՜ I______  (—1) ՛ с.„
(2т - 1֊ 2л)(2л1 1 - 2л) 2 4л֊ 1

(л 0, 1, 2,.--)

(3.18)

(3.19)
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§ 4. Исследование полученной бесконечной системы

С целью приведения системы (3.19) к регулярному виду, сложим 
каждое уравнение этой системы со своим последующим. При этом 
получим новую систему

(-1)" 7л
(2т — 1 — 2п) (2/п 3 2я)

1П(2п 1)е?„ . (2п + 3)а.Д

(4л- 1)(2п֊3) 
(п о, I.

где

.'V (д, т) 2/п 3 2 л
2 т I 2п

(с.{да ։
। 2т ■ | 1 2л 

2 т 3 | 2я

(4.1)

/н)

2.4

®2я Г О-Лч-1-2

6ь

2 т 1
Кчп I I.

2/п 1 — 2п ]
(п 0, 1, 2,- ••)
(т 1,2, З.֊--)

Доказательство эквивалентности систем (3.19) и (4.1) будет 
вед ено ниже.

Покажем, что система (4.1) регулярна. Из (3.15) имеем

(4.2)

нри-

2я

4т I. т 11
(^Т 1? т г 1

2(4л՜ —1)

("« 1, 2, 3, •••),
(4.3)

(2л Чп ■ 1
(л 0, 1, 2,--).

1
R

R

С учетом этих соотношений выражение (4.2) после некоторых простых 
преобразования примет вид

. ‘2т 3 2п I 16т(т (-1)(2л֊*-1) .А (л, т) ---------------— --------------г----------------------------- ---- —-—Ь
2т 1 2п Ц(/ 1)/л 1](2т 1 2л) (2/п 4-3 |-2л)

 16 т (/л — 1) (2л — I) [(2л — 1) х 4֊ 2л 3|________ __  ( 
|(2л — 1) /___?,•! 1][(2л -- 1 I/- ■ 2л 3] (2/п 1 2л)(2/п ■ 3 :-2п)

_____________ 4(/.~ 1)(4л- 1)(2п -; 1)(2п 3)I _1_։
[(2л 1) / : 2л 4- 1[[(2п 1) /-2л—3] (2л1-| 1 1֊2п) (2т 3 ]-2п)[ R

(и = 0, 1,2,.-.)
(т-1, 2, З,.--) 

'•
Предполагая, что неизвестный коэффициент 6։, входящий в пра

вые части уравнений системы, является ограниченной величиной и 
оставляя первое (я 0) уравнение для его определения, докажем ре
гулярность системы (4.1) при л 1, 2, 3, •••.



Об ОДНОЙ ЫДЯ’.Т Теории унр>Г.А.”Н для кругл 43

Разрешая л-ое уравнение системы относительно л-ого члена, 
приведем систему (4.1) к виду

О՝п. ] — 1 С(п. т) Г):„.~х -Г/՞—"՛
С (л. п] 1,~՜. С(л, п)

К • Г. 
(п 1, 2. 3. )

где
/֊., . Л'՜(я. /л)С (п, т)-----------------------------------—.

(2/п 1 2п1 (2 л» 3 - 2п)

(4.5)

(4.6)

К. ( 1)"” р ' ’ "

Легко показать, что

( И [(2л 1Н., . (2л 3)с ] ।
-------— А, .(4.7)

(4л В (2л 3)
(л 1.2, 3. •)

см.»» 1>° при "
1<0 При т л.

Учитывая (4.8), получи՛.: следующую оценку:

(4.8)

У. С (л, п»)
лт-’| С (Л. Л)

------ !------- V
1 С(л. л) —

I с (л, л) I

1____
С(л, л)

<х
V С (п, т)

ч — I

т) С ( л, л)

С I л. т) 
։

С (л, л)
С(л, л)

1 ——----------- х՝՝ С (п, гп) > 0.
С (л. л)

14.9)

(п 1. 2. 3,- )

Опуская выкладки, приведем р«лул»»тат вычисления ряда

х՝՜ ( ’ (л. т} [7|:

^С(л,т) т֊ |8/(» 1)(2л II
Л1 -I - • л '

7------------- ----------  ---- |ре1 л 2>1<п 464 л' 384 л(г+1)э(4л֊ 1)(2л 3)* 12 п

112л 33)/' (320л 1280 л 2128л 1536« 3<) п

464 л 129) *‘ (640 л ՛ 2560 л 3808 л ‘ 2176л 2<»6л

- 704 л 174) х1 4 (640 л' 25ъ0 л 1296 л * 1152 л 552 л'
- 448 л 78) х (320 л 1280 л 1360 л‘ 420 л
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80 л 15) х • (64 л4 256 л" 208л* 128л3 —116 л- 16 л 15)]|,

(4.10) 
(л 1,2.3.--֊)

где

|(2л 1)/ 2л 1]|(2л 1) / 2л Г|[(2л 1)х 2л-I 3]

|(2л I 3)7. 2л 1], (4.11)

а -(х) логарифмическая производная гамма-функции |5|. Заметим, 
что функция Их) ир;: любом х возрастающая. Согласно (1.5) имеем 
1 •/ 5 ' 2 3
1 7. о. следовательно, — - —

4 /- 1 2
Обозначив

и учитывая, что убывающая функ

ция, получим очевидную оценку, верную при любом л:

Имея и виду (4.12), легко видеть, что выражение в фигурных скобках 
отрицательно при всех значениях п 1, 2. 3,-

Отсюда заключаем, что

У С(л, л1) 0. (п 1, 2, 3, ••) (4.13)
№՛ !

причем знак равенства имеет м> сто при л 
Учитывая (4.8) и (4.13), получим

№.

— V С(л, т} , О (л 1, 2, 3.••■). 
С (л, «) ,

Введя обозначение

7---------------V С(л. ?п) (л 1,2,3,-..),
с «) ш !

(4.14)

(4.15)

из (4.9) окончательно получим

(.՛ (л, 
С(л, л)

1 0, (л 1, 2, З,-֊ )

откуда, учитывая (4.14), заключаем, что 0 •; \ 1. Следовательно,
рассматриваемая бесконечная система уравнений (4.1) регулярна.
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Легко показать, что свободные члены этой системы имеют по
рядок \ (полагая 6. ограниченной величиной). Это обеспечивает па 

п՛
основании [2] эквивалентность систем (3.19) и (4.1), т. с. решения си
стемы (4.1) будут решениями системы (3.19).

§ 5. Решение задачи при с О

1. Определение коэффициентом бесконечных систем ураииений

После того, как регулярность бесконечной системы уравнений 
доказана, перейдем к ее решению для случая ~ 0.

Решаем укороченную (конечную) систему / уравнений с I неизвест
ным»; Значения неизвестных получаются выраженными чер ‘3 коэф- 
фпциент 6։, который определяется подстановкой полученных .чначе 
ний в первое (л = 0) уравнение системы (4.1).

С помощью (3.14), с учетом (3.181, но найденным значениям 
находим значения коэффициентов Zl^-i (л։ 1. 2, 3, ).

Для определения неизвестных Л՝п (п 0, 1, 2,•••) им՛-՛-.՝.։ дне 
системы (3.9) и (3.13). Так как первая из них получена из граи (чпого 
условия для напряжений, а вторая—для перемещений, то при опреде
лении коэффициентов AjK для вычисления напряжений будем исходить 
из (3.9), а при определении этих коэффициентов для вычисления пе
ремещений — из (3.13).

Приведем значения коэффициентов Ь, и А. .. 1 , вычисленные для 
случаев, когда число уравнений укороченной системы равно соответ- 
ствепно 3, 7, 10 (табл. 1).

Коэффициенты А:,;, вычисленные из системы (3.9). имеют следую
щие значения (табл. 2).

Таблица F Таблица 2

и д
ол

ях
 

_

1=3 1=1 ! 10

и «

- s

1 3 / 10

ь,а 4-1,234763 4 1.243413 : 1.215655 л<> 0,947174 0,921567 0,911303

Лз 0,159285 1 0.178222 4-0,183176 Аг 0.165855 0.226776 0.249830

Ла -0,105869 0,136496 0.143918 А, 0.004431 0.060024 0,081401

л, 4-0,060964 • 0,107084 4-0,116852 лй -0,042009 0,1И0810 0,031231

л» 0.084753 0.097087 Л, 0,013635 | 0,006097

<4 и | 0,066063 4-0.081483 /1 JH 4֊ 0,028499 0,00930'»

Лк -0,048780 ֊0,068357 Л։г 0.038585 -0,019836

л, Ю.030340 -0,056687 Ли 0.045918 ։ 0.027534

Л« 0,045710 А 1 | -0.033433

•4|» 0,034629 Л., 4-0,038113

А-л 0.021979 А.. -0,041923
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Коэффициенты /1.-я, вычисленные с помощью и А<т । j из си
стемы (3.13), сведены в табл. 3.

Таблиц." 3
и долях / 3 / 7 1 10

-0.813757 0,826839 0.830525

-0.432690 ֊0.416233 -0.411387

-0.271269 0,249482 +0,242956

0,224827 0,200267 0.192784

л; 0.175825 0.167648

Лщ 0.160948 0,15224-1

я;. (1.150865 | 0,141720

^14 0,143542 0,134023

Л15 | 0,127470

л» -0.123442

Л 20 • 0.119632

2. Определение напряжения н деформаций

Формула для определения напряжения ~г на контуре имеет вид

■х
.4,, '4' .4* cos kb.

й 2
(5.1)

Подставляя .4Л.,.. из табл. I к /П. из табл. 2 в (5.1), определим 
значения этой функции при различных значениях угла 6. Результаты 
этих вычислений сведены в табл. 4.

Формула (2.6) для определения смещения и на контуре принимает 
вид

24 16, cos О Д.А> • /?У֊^-----֊ Л cos 40. (5.2)
к- 1

Подставив Aim । из табл. 1 п AjK из табл. 3 в (5.2), вычислим 
значения 2;ч/ в различных точках контура и результаты сведем к 
табл. 5.

Используя симметрию задачи относительно оси л՛, по данным табл. 
4 и 5 строим эпюры напряжений и перемещений и ((риг. 2).

Как видно из эпюр, при числе уравнений I 10 укороченной си
стемы, граничные условия удовлетворены с достаточной степенью 
точности.
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Таблица 4
№

№
 1

—-2- прп / 3 
р

----  ври 1-7 
Р

—— при ! 10 
Р

1 0 -0.952204 0.905253 1.029326
2 -1.180966 1.188613 1,220878

3
2

—0.818895 0.750595 0.712892

4 0.695117 0,343436 0.052276
5 2 0.936989 1.049028 -1.109530

6 —0,5909(11 0.106366 ֊0,100982
7 2֊’° -1.026961 1.093700 -1,012896

8 -’■’ГЗ0 -0.546963 0.116119 0.108157
9 2 -13 ֊1,061257 1,035447 0,933445

10 — --15՜ 0.527540 0.181055 0.289561
И 2 ’ 1.075104 0.989563 0.930025

12 — |֊20т 0.516954 0.451095 -0,526368
13 2 1,079742 0,932741 -0.970238

14 ~ -4-25 0,559058 0.690110 0.615821
15 2 1.050850 0.984964 1.034123

16 R 
----- (ТО- ֊0.642716 0.788105 0,690538

17 2 1.006194 1.047851 0,957142

18 -0,956944 0,952158 0.934033
19 2±4э -0,946279 0,961122 0.982529

20 I.11321о ֊1,089156 1 004989
21 2 -ии 1.035438 ֊1,008276 1.006181

Сравнение эпюр напряжений и смешений при переходе от / 3
к 1 = 1 и, наконец, к / 10 дает все основания заключить, что с уве
личением числа уравнений I укороченной системы точность удовлет
ворения граничных условий очень быстро возраст ют.

Перейдем к определению напряжений внутри области. Предва
рительно, пользуясь (3.2) и (3.4), с учетом (3.1), выразим напряжения 
через коэффициенты

Результаты вычислений по этим формул м при числе уравнений
укороченной системы / 10 сведены в табл. 6.



Таблщп 5
2;im 2-՝U 2;*u

£ pA ”РИ — при 
P A’ PK "РИ&\|

/-3 /=7 i io

1 0 2.3*18914 2,338212 2.326797
2 - 0,032116 0,010236 •O.Œ16O49

3
2

0,183815 0,114348 -0,094118

0,047852 0.025889 0.033871
5 2 0.367126 ֊0,390213 0.43Ю89

6 r. 
----■-*■ 41 -0,035264 0,033973 -0,000088

7 •) — 0,584980 0,714981 -0,778872

8 -— 13 0.060670 0.008585 -0.018693
■. 2 0.725132 —0.888547 ֊0.920815

in *֊ ÎS 0,068535 -0,iX»3206 0.017028
II 2 0.8211011 0.986426 0.990151

12 20“ 0.062596 0,023482 0.007407
13 2 “ 1.053888 -1,169094 1,141267

14 — 25 0,033153 -0,002069 0.006598
15 1,270763 1.302355 1.312930

16 • 30 -0.002837 0,016795 0.010427
17 2 -1,459899 ֊1,439115 1.474285

IS ֊ 45c 0.033808 -0,011375 0.004690
19 2 1,844110 1.839957 1,841270

20 - 60՜ (1,026521 - 0,001618 0,000856
21 2 ՜ 2.071997 -2,106174 2,108040

Փ։ս. 2.

Фиг. 3.
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'!'<1блииц (у

0 в долях
■•р"

г 0
R 

Г -----
•1

1 зл
г R

1.161133 1,089412 1,03398!) 1.007268 1,029326
0 0,661473 0,758344 0,855952 0.946998 1,020326

*м 0 0 0 0 0

Тл 0,911303 0.964637 ֊1,003396 1.006342 0.982529
7.

70 -0.911303 0,862412 0.854350 0.917058 0,982529
•1

~гЬ +0,249830 0.184891 0.094207 0,020453 0

֊0,661473 ֊0.670974 0.620944 0.589208 0,712892

Зл 1.161133 1.139164 1,065567 0.893145 0,712892
2

’гй 0 0.070069 0.149772 0,255407 0

0,911393 0,857431 0.889632 0,938270 -0.934033
3՜
4

0.9 пзоз 0,941732 0.918>44 0,882418 0.934033

' л 4-0.249830 0.282853 0.271553 0,170465 0

г 1,161133 1.213828 1.226020 1.214804 1,220878
- 0.661473 0.644844 -0.750550 0,954496 1.220878

’Н1 0 0 0 0 0

Как вид.но из (5.3) и (5.4), на контуре 

их эпюры на контуре совпадают.
=г з?. и, следовательно,

По данным табл. 6 строим эпюры напряжегпп։ (фиг. 3).
В заключение заметим, что аналогично можно решить эту задачу

при любом другом законе распределения (симметрично относительно

оси х) нагрузки, если порядок г.вобпдиык пленок будет нс ниже
п ՛’

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса Поступила о V 1965

■I.. Ч-. 1Ш2И.>|ЗИ.Ъ

аж лапш и.гючаьи.ъп1’Р-заъ $ьипм*зи.ъ <п» ы.чгь 1гииьъ՛ 
1«1МЬС 1>91Чк:1|'Ъ 'Ш31ГиЪЪЬРП‘1.

II. 11՜ |}1 п ф П I И

£п1]<1 шАпи! ц^и1Ш{11{11 ЧЧ1 I, чт ш&1] 1и/'։> тЬтп/I

2р1шЪш^1Ъ 1^/1։ ՝и»)1шр, Ьрр Ърш Ьдрич/дк Ifhjiftf.il(9^9)

//1<рш нл[ш г) 11Ъ :и ши рч1чи>/1 р ш} /ш/ их) )/п(п[ш/ [шрпчГЪЬр. ։1(чт {{/ч/гиЛ

(- , 3՜ ՝О - ) рч։1)и։!{Ш ^1x1 ЬЪ Ъир^чц ч>՛• п /"ш >!<< Ь рр , иП>р)П1у 1х(-
'2 2 /

р икр) ни! риршаЪЪрр 1/Ь Црп^И

4 Известии АН ЛрмССР, Механика, V 1
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Խնգիրր բերվում Լ գծային Հսւնրսւ Հա ջվ ակա ն անվերջ Հավա սարումների 
սիււաեմների լռւծմտնր։ Ապացուցվում Է ստացված անվհրք սիստեմի ռեցւււյ- 
յարո։ թյունր Պ/ււասսոնի գործակցի ցանկացած արմերի համար։ Լուծված /; 
թվային օրինակ Պուասսոնի գործ՛ակցի դրո արմերի համար h կառուցված են 
լար/н մների /.•■• Նորմա/ и/ե ցավա խումն երի Լպյ/ռրաներր եզրագծում ե /ш- 
րո 1 մնե րի I; и/ յ ար ա ն երր' ա իրոլյթ ում ■.

Անվերջ հավասարումների սիստեմից սաւոցված 10 անհայտով 10 հավա
սարումների կրճատված սիստեմի լուծէււմր տայիս է եզրային պայմանների 
չավ րավարարում։

Նշվում Լ, որ նույն ձևով իւնգիրր կարեքի Լ /ուծե/ .Հաոանցրի նկատմամբ 
սիմ ետրիկ ցանկացած րեոի գեսյ բում, երբ աղատ անւյա մնեքէի կարգր գե

րազանցում Լ 
a ՚

V G SAHAKIAN

A MIXED PROBLEM OF THE THEORY OE ELASTICITY 
FOR A CIRCULAR FIELD

S u m m a г y

This paper deals with the plain problem of the theory of elasticity 
with mixed boundary conditions for a circular field, when on one part

— -1 uniformly distributed normal stresses act and on the

other parts . ’> normal strains arc absent, while sheering՜ 

forces on I he whole boundary are absent.
The solution of this problem is reduced to an infinite set of al 

gebraical linear equations, which arc regular and the order of free mem- 
, 1 bers surpasses 

a 1
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ИЗ ВЕС Т ИЯ АКАД Г М И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
№£|ւկա "хТхУТэЙ. № I՜ Механик

Л. М СИМОНЯН

О ДВУХ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ЗАДАЧАХ ПЛАСТИЧЕСКОЙ 
НАСЛЕДСТВЕННОСТИ

В настоящей работе рассматриваются:
1. Задача о цилиндрической вращающейся вокруг своей оси трубе, 

находящейся иод действием теплового потока н условиях плоской де
формации.

2. Равновесие сферического сосуда под действием теплового по
тока и давлений на полости.

Обе рассматриваемые задачи сводятся к уравнениям, которые 
решаются методом последовательных уточнений [2].

Задача о вращающейся трубе при отсутствии теплового потока 
на основании физических соотношений, приведенных в работе [1], ре
шена М. И. Розовским [3].

Решение задачи о равновесии сферического сосуда под действием 
давлений на полости при условиях нелинейной ползучести дано в ра
боте Н. X. Арутюняна и М. М. Манукяна |4], где используется ими ае 
предложенный метод [5] решения нелинейных интегральных уравнений.

§ 1. Основные физические соотношения

Пусть материал несжимаем. В таком случае связь между де
формациями и напряжениями в условиях пластической наследствен
ности с учетом изменения температуры может быть принята следую
щей [1; 2]

В е,(0“4М/)1 -1/) -(/) [[МЧ з(-)]/У(/, •)</■• 

•I

^7'(Г, /Г-М)] Гг, ?, г). . (1.1)

В системе уравнений ll.1l приняты обозначения

ип ֊Чз,(П ■ =.(0 + =.(<)], Н.2)
о

ЛГ.Г, /) Որ, О Г„, (1.4)
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где 7'(г. /) поле температур, а Т, температура, соответствующая 
отсутствию деформаций и напряжений (в случае отсутствия закрепле
ний 7\, произвольна), о. коэффициент температурного удлинения.

Складывая уравнения системы (1.1), получим условие несжимае
мости

*г ■ е? -ЫТ(г, /). (1.5)

§ 2. Задача о цилиндрической вращающейся трубе

Положим, что скорость вращения трубы <•>(/) изменяется мед
ленно и тангенциальным ускорением можно пренебречь. Тогда урав
нение Даламбера запишется в виде

д^г — <3,, 1Н»Г । /)—֊ —--------L Г------- ’ 0. (2.1)
()г г g

Подставляя условие плоской деформации

е. — 0, (2.2)

из (1.5) получим дифференциальное уравнение относительно ь, реше
нием которого будет

и - 3’ гЬТ(г, l)dr (2.3)

Из системы (1.1) найдем

=г(/) зД?) [֊,(/) МОИМП] I 
t

рд-i гД-)1?Ь.Г)]А'(/, --Ы-, (2.4)

*1

где /? (/, -) резольвента ядра H(t, ').
Интегрируя (2.4) по г и используя (2.1) и (2.3), получим

t
о,(г, t)= М(г, 0 , [М(г, ֊)/?(/, 7)<Л ß(/), (2.5)

%' J

где

(2.6)

Используя (1.3), (2.2) и (2.3), найдем

(Г, О = |/ - Д [ И -Д *1 |' ^•■АГ|г.П. (2.7)

Учитывая, что на поверхностях трубы давления отсутствуют, из урав
нения (2.7) получим
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М(К:, О М(А,. /) 1$**—*12 

2#
<о3(/) -)с1- (2.8)

где /?։ и А соответственно внутренний и наружный радиусы трубы.
Принимая степенную зависимость для функции ф

ф(л-) К..-Х՝ р- 1 ; 0< н<1, (2.9)
т

где т показатель ползучести, а также используя уравнения (2.8), 
(2.6), (2.7) и (2.9), запишем уравнение для определения функции А (/)

А1!

I*—1

х [ 2^ зу С г= (/г 1՛ 3։=д г, (г, о | ±
I г՜ г՜ ,1 Ог | I г

2 ?-'(Яа АО
(2-Ю)

Функция А (/), являющаяся решением (2.10), полностью определяет 
составляющие напряжений

«г(г, /) — 2-«>*(0(г2 А??) Г 1М(г, /) М(ЯИ пр 

/
\[М(г, т) М(А,, П] А(/, (2-11)

I '

ас(г, О =,(г. П г ՝;Г--^(/)։ (2.12)
Г7г

’֊•(г, П -^[3>(л 0 । «Л'՛. О]

֊“ ]»А?'('՛, Ф?Ь,(г. /).] ^Т(г. п ?Ь(г. -)] А’(Л ’)</•[• (2-13)

Таким образом, задача свелась к решению уравнения (2.10), осущест
вляемому методом последовательных уточнений /4(7), согласно кото
рому

Нт’1(Л), (2-14)
п —» л

Л., , А А, 5(Да); к 0; 1; 2. (2.15)
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Здесь

л՛.
/?(/) ^г[ -^Р֊ ֊ Ь֊ —Г^1л-|

2 ..՛ г՜ г" С/г
/?, ■

ц—1
Х|Ш З.дг(г, м;՜7^. ед

I Г- Г- „I С/г I Г

■> “ ։

Ъ ;-(/) Ь» (֊)/л/, -)<л|. (2.П)
2я I л I

Для сходимости этого метода пыбира« мая нами функция ^1/1 должна 
быть дифференцируемой по / и должно почти всюду удовлетворяться 
условие

О </?'(/)< 2, (2.18)

т. с., согласно (2.16), условие 
•I 1 

/г.
о < С11 -2^- 3։ |‘ г •«։!г ■ г

с//.!Ц г- г-,! О г

' 2т; I /) За . </ДГ(г, /) •
------ 7------------ .7 г---------------- </г О

у I I__________ 92֊и/) 31 |* чс/ДГ(г, /) . л . гз^-
------  ------- I Г------------------------- </г ֊ Зт.'Д 1 - (г. /1

г- г’О г
(2.19)

Пусть

Т,(/) ^(Л.„ 0 А1/ )"■; ;>о. <2.20)

\ /Л, (Л Г\ 1 ) !
где

ИГ1/) Г л, (Э.31) 
2г-,| Ог

Формула (2.19) для отрицательных / нообщ - математически не 
определена, однако здесь мы будем иметь и виду для любых п?

( /|Г ( /-)1'1. (2.22)

Из (2.20) с учётом (2.22) имеем

^'|(/ 1 ____ А,',, ■ (<л >у).
а и/ ~ Т \КЛк: А<) • ՛ • ■

Вследствие положительности 3 и лёвое неравенство (2.221 удовлет
воряется всюду, кроме точки / 0.
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Подставляя (2.20) и (2.23) в правое неравенство (2.19), получим

ъЗ/па-АТ-(г, /)• /’( X) -г
Г I г-

/Зг'ДГЧг, О-7-Т/> !֊?
14 । г4

2^" 'г(И„, I) 

Г~

|2%(Аа, /) 2* (г, /)

где

2? (г.

(2.24)

/ (/) -К՝) у\ (2/25)

Поскольку / принимает лишь конечные значения, X (/ ) ограничена 
снизу. Подинтегральное выражение в (2.24) будет конечным всегда, 
если только одновременно не равны нулю АТ՝ и выражение в фигур
ных скобках в числителе.

Принимая А,-, таким, что А7’(А,„ /} * 0, мы всегда можем выбрать 
такое достаточно малое 3, что в точке г г., для которой А 7’(/*։, /) 0,
выражение в фигурных скобках в числителе (2.24), вследствие ограни
ченности снизу | X (/) , не будет равно нулю ни при каком конечном 
/. В таком случае интеграл в (2.24,1 всегда будет конечным, так что 
выбор достаточно малого '* обеспечит удовлетворении (2.24). I аким 
образом, представление функции ^(/) в виде (2.20) оказывается при
емлемым для применения указанного метода. В практических случаях

удобнее всего брать А,,
А- А-_.

—— и
2

1, что, зачастую, приводит

к близости 2Г(/) к единице и, следовательно, к быстрой сходимости.
Рассмотрим несколько частных случаев.
а) Случаи стационарного теплонаго потоки.
Решая уравнение теплопроводности и учитывая (1.4), имеем

А7’(г) и 1п г Ь, (2.26)
где

Г, (2.27)

(7: и Т: температуры, заданные соответственно на полостях А и А2). 
Формулы (2.10) и (2.20) выродятся в (2.28) и (2.29)

К.
2՝-*

О-1

3 \ / 2Л (0 3 V «..т.м I '
аз (--------- — —аз) Зз“А7 (г) /о(<).

2 / \ г2 2 / | г

— аз Ай
4

(2.28)

(2.29)
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6) Случаи падания перемещении.
К рассматриваемому случаю можно придти, если рассчитываемая 

труба насажена на жесткий вращающийся вал или на нее насажена 
жесткая труба.

При заданном, например, и |А. То (/) функция А (/) сразу опреде
лится по формуле (2.3)

А(1) /?։7г(/) Зл \ г А 7’ (г, 1)<1г I 1 • (2.30)
3 11*.

Отметим, что перемещения н этом случае полностью определяются 
через функцию а՛ (О и не зависят от вращения трубы и от факта 
ползучести. Здесь

и ֊ — ш (/) — — гА / (г, () (1г. (2.31)
/• г

/?,

в) Случаи отсутствия тепловою потока.
При А7'(г, /) 0 уравнение (2.10) решается точно, в результате

чего с учетом (2.17) получим

Г (232>
л..։ ~ л։ ) .1

Формула радиального перемещения будет иметь вид

а= (2։33> 
г I (/?г - /??) /с. ]

Если в (2.17) принять <•> постоянной, то (2.33) обратится в формулу (10) 
из |3| при несколько иных обозначениях для з, и т.

Численныи пример.
Рассмотрим вращающуюся с постоянной скоростью трубу из горя- 

чекатанной стали 35 ГС, подверженную действию стационарного по
тока. Основные данные: 40 с,и, R- 45 см, «м = 60 обсек, Г

- 350 С. Т: 450°С. * 12. Ю՜6-—. Т. 400 С.
*рад

I 1редстаким ядро ползучести в виде [7]

Нч. А ֊֊,СЛ1 ֊А՜'
” (-•(ГО֊՜)'"—'

Л г[ш 1)(1 »)]
(2.34)

Аппроксимируя наши экспериментальные данные [6] по формуле 
3-м

-*"•3 ’ =, 1 с;,(1 -е-<' . (2.35)

в которой овеществлено приближенное интегрирование. (2.34) [3|, при. 
2

а — получим
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•( 0,05-1֊. С., 2,24, К., 22000 юелг, г ~
чае 2

। д>
При решении уравнения (2.28), полагая / 1 и /?,, --------- - >

получили быструю сходимость к точному решению. В табл. 1 даны 
значения Д/, (/) = /„ (?) — (/)] для первых трех приближений.

У'лолиу։։ 1

(час) 0 1 8 125

/о (к։}см") 60,41296 65,02754 69.47309 81.92964
•4(Г) (с.м֊) 14.31493 14,36611 14.41516 14.55485
д/։ (м։/с;ч-) 25.63210 26.86653 27.81759 29.17608
V? («։ •<?.«-) | 3.50901 1.83891 -0.40847 4.64270
V;! (кг ՝см:) 0.19617 0.23850 1.23568

Таблица 2

(час)
г (е.«)

40 41 42 43 44 45

<3Г 0 0 23,478 39.0-0 44,954 28.826 0
/ \ 1 0 21,433 35.558 40,973 26.831 0
(֊) 8 0 19,581 32.417 37,308 25,009 0
У*/ 125 0 14.969 24.576 28,094 20,304 <»

% 0 1552.85 1301.13 981,08 351.69 409,84 1007,43
/ к. \ 1 1458.35 1228.31 947,81 379,05 -324,25 917.46
(- ) 8 1372.97 1162,07 906,63 403.74 245.43 837,92
\см'/ 125 1160,87 996,71 802,15 461.97 47.44 621,83

. - 0 1269,68 1042,06 668.21 -72,31 -853,09 1085,22
1 1182,85 970,93 633,37 46,11 769,55 1010,84
8 1104.63 906.74 596,56 13.09 ֊691,99 947.67

\с.н-/ 125 912.00 750,46 508.09 59.23 -484,83 787,11

0 0,04549 0,04465 0.04435 0,04478 0,04595 0.04782
1 и.04677 0,04590 0.04557 0,04597 0,04712 0.04896И'*и1 8 0,04801) 0.04710 0.04674 0.04711 0.04823 0.05004

125 0.05149 0,05050 0,050061 0,05036 0,05140 0.05315

Вычисленные значения напряжений и перемещений даны к табл.2
и графически изображены на фиг. ’ и фиг. 2.

§ 3. Задача о сферическом сосуде

Рассмотрим сосуд, ограниченный двумя концентрическими поло
стями радиусов А, и А. (А|<^А_.), находящийся под действием вну
треннего <?| (/) и наружного (/-</) равномерных давлений, а также под 
действием теплоного потока Т(г, /).

Будем использовать данные § 1 при замене г координатой 0. 
Аналогично £ 2 найдем



58 А. М Снмовяес

Используя (1.3) и (3.1), имеем

После ряда выкладок, аналогичных § 2, получим 

г
■ 5'1՛ ‘ ч ՛/}. (3.3)

3 •՝ А’

где положено 
I

Я*и(/1 ^ (֊)■/?(/. ')</-. (3.4)

Примем обозначение

х х п- ( )'.л֊Л (3.5)

Используя краевое условие на /?•_., можно получить
•V—։

А\ ,
(’(֊)-.-=/ <1г (3.6)

... -■ г 2К„

Принимая во внимание (3.1), из (3.6) получим основное уравнение для 
определения А {(), которое запишем в развернутом виде
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АМ\ г <Д7'(г, /) . 7/г 
I г ---- •--------аг —

г՝, «7г г

----------р ■ !?:-• 0֊ ЧАП и<Ь֊(-1 ֊4՝ ('•)] А/и. 

2£гЗ ц
(3.7)

Уравнение (3.7) решаем тем же методом (2.141 и (2.15). Здесь

В(/) 6 ) •1/-1 - ։> (3.8)

. Г" Г" ()Г I г
н,

/,> ------- ------1-(1֊//^1</;1П <7.(01- (3.9)

2К.-3 -

Будем искать функцию ՛,՝ /), удовлетворяющую (2.18}, В виде

»,՛</) /й;,(/е„./) ( '.•^(֊֊֊)
՛ А.■■ — А..,/

где
, и -Г ,^АТ(г» О ,

-)(г, /) —(г ----------- аг.
г'О г

(3.10)

(3.11>

и (3.10) условие (2.22) запишется в видеПри использовании (3.8)

Левое неравенство (3.12) удовлетворяется яри любом положительном 
5 всюду, кроме точки / 0, чти допустимо для применения метода [2].

Аналогично § 2, можно показать, что при соответствующем под
боре \> и /?0 удовлетворяется правое неравенство (3.12).

Численный пример.
Рассмотрим сферический сосуд из горячекатаннон стали 35 ГС. 

‘Подверженный действии։ стационарного теплового потока.
Основные данные: R 24.75 слг. А*. 25,25 с.н; 360 С:

7? 440 С; ’ 12-10 ''---------Данные о ползучести взяты те же, что

и в § 2.
Вследствие отсутствия давлений на полостях, здесь 0. По

скольку, кроме того, тепловой поток стационарен, находим, гго .4 не 
зависит от /, тест:- данная задача равносильна релаксационной.
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При этом составляющие напря.кения Оказываются пропорционально 
изменяющимися

МЛ*> 1 ?’0) (ЗЛ4)

Результаты вычислении даны в габл. 3 и 4 и графически изображены 
на фиг. 3—5.

Гибли и II 3

г (с.и) 24.75 24.85 24,95 25,05 25,15 25,25

и (гм) 0.118984 0.119350 0.119770 0,120250 0,120790 0,121380
-,(%) 0,341 0.392 0,450 0.510 0,566 0.612

Ч.(" ) 0,480743 0,480281 0.48'3040 0,480039 0.4.80278 0.480712
~г (к> см-) 0 7.9793 13.5155 13.3309 7,7523 0

-Г/ (*< г.«-) 1119,82 840.84 344.87 318,98 829.07 1114,72

Таблица I

! (ЧЧС) *0
1 8 1 125 1000 8000

Лг(/-н) 0 0.07638
1

0.149^7 ( 0.35616 0.65598 1,11984
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§ 4. Учет зависимости характеристик ползучести 
от температуры

Рассматривая ядра ползучести и релаксации как функции от г, 
аналогично § 2 и § 3, получим соответственно для вращающейся трубы 
и сферического сосуда

!
-.'(г. () -֊">40 1 М(.г. () \ \l'lM{r-֊R(t,-.,r)(h<lr В(1), 

2g J

(4.11

։,(г, I) M(r, I) ( <>М^-՝ 71 R(t. r)d֊-dr ■ ß((). (4.2)

Здесь М(г, /) для вращающейся грубы (4.1) определяется по формуле 
(2.6), а для сферического сосуда 4.21 —ио (формуле (4.3)

— 1՛,- 6,17 Ч. О ■՝<!'.. (.13)
J г՝1 г9 J ()г г

Используя для уравнений (4.1) и (4.2) те же краевые условия, что 
и в § 2 и § 3, получим для обоих случаев

( Q(r. О 4֊ [<2(г, ֊)/?(/, r)d֊. dr S(t), (4.4)

где

Q(r, /) (4.5)
дг

Функция S(f) здесь для вращающейся грубы имеет выражение

5(0 ->">-(0, 14.6)

а для сферического сосуда

q.(0 (4.7)

Из уравнения (4.4) методом последовательного уточнения можно 
определить /4('։)

Л (',) (4-8)

4, . 4,

Здесь В(/) для вращающейся трубы равно
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4
А1,

«±Т(г, -,| 

dr

I ■ з-АГ(,.-,)1 *. (4.10)
I. г՜ г՜,) ()r I г

а для сгрсрического сосуда —

z? ЧП :
8(f) 2 |( )K„(r)3 lilZl-- I՛, (4.11)

.1 I г- г' dr г

Выберем функцию •. ( / > для .правда ю»п/ .-.с- грубы и I ребяческого со
суда соответственно в виде следукчпнк выражений

’« «Ж

Ш) А% (А.„ _______ tfj/l____
2(/г,-А։)л;ш

^гп(М > З՝’^ (4J3>■0֊ (±)>/?:;(

После определения значения .4 ("<) известным становится (?(г, *■()> 
которое равно подинтегральио.му выражению соответственно в (4.10) 
и (4.11) при замене у(/) величиной Л(т։).

Примем для <2(г, /) кусочно-линейную аппроксимацию по /

Q(r. О Q(r. -,) (/ -,)_0('-. <՛> _։, ! л (414)
/1 -I

и вообще

Q(r, /) Q(г, Л) (t - t,) Q(----- Q(r- 6); Z, Z Z, ... (4.15)

6-։ 6

Подставляя (4.14։ 8 (4.4), при / /, получим

i֊Q(r.z,) i r) d՜ dr

5(/։) </t - -) A (/., r) tl- dr. (4.16)

Подставляя (4.15) в (4.4), при ! !■ । получим

(•֊A )A(/i , r) d~ dr =
V
6
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= ,) [{У՛՜;՛* н<л
/Л ’ 1 ■?

+ -;('՜’ Л) (՛(- I, •, г)</֊
6-’> р Ь (, .1

<!֊։> Л .,՝

Л-
+ 2.<лА)(' {, >, -, г)<л ।

Л ^-1„՛
6-1

61 I
4 ■0('՜—I (О । ^)Л(6 |, ֊, г)<л[</г. (4.17)

6 • ։ — 6 .! I
6

Нетрудно усмотреть, что при последовательном определении /1 (Л ) 
уранмения (4.16) и (4.17) могут быть записаны н виде

^3.
(7-(Л(6), г)</г (4.18)

«1

где /' к /л—заданные функции, а /4 {/, ) искомая величина, и, сле
довательно, могут быть разрешимы [2] методом последовательных 
уточнений. Здесь будем иметь

.4 (/.) 11п»»(( /;, >•
П — X.

(4.19)

/иА. , /Н (4.20)

Функция /?(/?) для вращающейся трубы имеет выражение 

К.

1«г) I

;..;1 МН 'Л,^Т-(г, /.֊А
I г- г՛.1 Ог

I,
X 1 + — 1----- I (^ (, ,)/?(/ , г)Л I—. (4.21)
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а для сферического сосуда —

/А М'1֊1

«(/') 2 (±)КДНЗ ■՛ _-2-1>е>АГ<'՜՛ :чх
Л г г3,1 дг
Я,

6
[ (Т /,_,)/? (6, г) <1֊ 

— 6-1,1
6-1

(4.22)

Величина /> здесь равна праной части разрешаемого уравнения (4.16) 
или (4.17).

функцию (/ ) определим для вращающейся трубы по формуле

>,(/')֊ А^(А, , 6)

) №-----------

2(К. А։)А'..(А.,)

и.Ч/?->

21Л\. А։)А6:.(А1:.)

______ ^0 г/ I__________________________  
6

1 ■ ֊ 1 {’ (-

X з:Ц"'' 1

6
1 * 1 )՛ 1-.-1.

А */—IV
6-1

(4.23)
а для сферического сосуда — по формуле 

т.(/) А'Ч^А,,,

(4.24)

Аналогично § 2 и § 3 можно доказать, что при соответствующем 
выборе А,, и малого 3 можно удовлетворить условию (2.18), необхо
димому для применения метода, на чем здесь останавливаться не бу
дем. В практических случаях, по-видимому, удобно брать $ 1 и
., _ А. |

2
В заключение отметим, что. вообще говоря, вместо кусочно-ли

нейной аппроксимации (4.14) и (4.15) можно взять и любую другую 
кусочную аппроксимацию; при этом в уравнениях (4.16) и (4.17) под- 
интегральные выражения интегралов по времени будут изменены, хотя 
принцип решения останется тем же.

Инстптут математики и механики 
АН /Армянской ССР Поступила ЮУ 1965
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и., d՛. iii-irin.-nii.

ՊԼԱՍՏԻԿԱԿԱՆ ԺԱ1էԱՆԴԱԿԱՆ11ԻԹ?,ԱՆ ԿՐԿ11Ի ՋԵՐՄԱՅԻՆ 
ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ n ւ մ

Ս,շիւա>ոու jJյան մեջ »ւ սէսմնասիրված ե՛ս < l<tnhj~‘j երկէս խնդիրներր,
I. ֆերմային հոսքի ։։ւդդեrjunflյան տակ դէէէնվոդ իր աո.անյյրի 1»ւր֊$ր 

պւէէւէւվոդ դլանա յին խողովակի Հավ ա սա րակ շս mfi յանր հարիք ղեֆււյւմ տյշիա յի 
tf ամանակ t

2. ֆերմային Հոսքի հ ներքին ճնշման ա ւրյեւրէէ {•! յան տակ պանվող դնւյաձհ 
ա .'ւ ոք} ի Հավսւսարա կշււու ff յունր։

('նդունվո։ if Լ, որ նյւււյ՚ր են/J ա րկվ nt if I սյ յա ստի կա կան (f ա n տնդակ ա 
նուքէ յ ան a ր են քներին:

Այրումն ւս ս ի ր վ ած երկու խնդիրներն Լյ քերվում են Հավասարումների, 
որոնք յուծվում են Հտջէւրդական ճշտումների մեթոդով։

Աոանձին ուսումնասիրված Լ տյն ’^‘“jpf!՛ ^‘1'1՝ “'՛դրի երեու յք/յւ րնաֆ1ա- 
'iPn,l “/արումեւոյւներր կտիւվսւծ են ջերմասաիճանիչյէ Բհրված են քվվտյին “րի- 
նուկներ-,

t\. M SIMONIAN

TWO HEAT PROBLEMS ON PLASTIC HEREDITY

S u ni rn u r y

The paper deals with:
1) Heat problems of cylindrical tubes which rotate around their 

axis;
2) The equilibrium of the spherical vessel under the effect of heat 

flow and the pressure on the surface.
The problems brought to equations solved by consecutive specifi

city offered by the author are determined.
The case of the characteristics of plasticity which depends or. tem

perature is examined.
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