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БАГДАСАРЯН ГЕВОРГ ЕРВАНДОВИЧ
(к 85-летию со дня рождения)

Исполнилось 85 лет со дня рождения видного учёного-механика, заслуженно-
го деятеля науки РА, академика НАН РА, доктора физико-математических наук,
профессора Геворга Ервандовича Багдасаряна.

Г.Е.Багдасарян родился 13 января 1936 г. в селе Цахкаовит области Арагацотн.
В 1953 г., окончив среднюю школу в Апаране, он поступил на отделение механики
физико-математического факультета Ереванского государственного университе-
та, который с отличием окончил в 1958 г. В 1964 г. после защиты диссертации
по теме "Задачи устойчивости анизотропных оболочек и пластин, обтекаемых
сверхзвуковым потоком газа" ему была присуждена учёная степень кандидата
технических наук, а в 1977г. после защиты диссертации "Задачи магнитоупруго-
сти тонких пластин и оболочек" он получил учёную степень доктора физико-
математических наук. В 1990 г. Г.Е. Багдасарян был избран членом-корреспон-
дентом, а в 1994 г. – действительным членом НАН РА.

Трудовую деятельность Г.Е. Багдасарян начал в 1958 году в Институте меха-
ники НАН РА, проработав там до 1964 г. младшим научным сотрудником, с 1964
по 1979 гг. - старшим научным сотрудником, а с 1979 по 1988 гг. – заведующим
отделом магнитоупругости, в 1986-1987 гг. он занимал должность директора
этого института.

Долгие годы академик Г.Е. Багдасарян сочетал научно-исследовательскую
работу с плодотворной научно-организационной и педагогической деятельностью.
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С 1983 года и по настоящее время он является профессором кафедры математиче-
ских методов и моделирования факультета прикладной математики и информа-
тики Ереванского государственного университета. В 1988-2001 гг. он занимал
должность заведующего кафедрой, с 1993 по 1995 гг. был деканом факультета
прикладной математики и информатики ЕГУ. В 1994-1998 гг. Г.Е. Багдасарян
занимал должность ректора Армянского государственного педагогического инсти-
тута, а в 1998-2002 гг. – председателя Высшей аттестационной комиссии РА,
с 2002 по 2007 гг. занимал должность советника ректора ЕГУ. С 2006 года и
по настоящее время Г.Е. Багдасарян является главным научным сотрудником
Института механики НАН РА.

Опубликованные Г.Е. Багдасаряном многочисленные научные статьи и семь
монографий являются существенным вкладом в механику сплошной среды. В
этой области, совместно с одним из основателей армянской школы механики
академиком С.А. Амбарцумяном и профессором М.В. Белубекяном, Г.Е. Багдаса-
рян создал и развил такое актуальное направление механики, как теория магнито-
упругости.

В отечественном научном мире Г.Е. Багдасарян является пионером в области
исследо-вания устойчивости тонкостенных тел, обтекаемых сверхзвуковым пото-
ком газа (флаттер).

Работы Г.Е. Багдасаряна, в которых предложены эффективные аналитические
методы и расчётные схемы для исследования нелинейных вынужденных, пара-
метрических и флаттерных колебаний слоистых анизотропных пластин и оболо-
чек, при помощи которых в вынужденных колебаниях были выявлены резонансы
нового типа, обусловленные учётом нелинейности, в случае докритических ско-
ростей обтекания была показана возможность существования стационарных коле-
баний, существование нижней критической скорости и пути её вычисления, полу-
чили всеобщее признание. Построена общая теория описания и исследования
взаимосвязанных механических и электромагнитных явлений для тонкостенных
проводящих тел (совместно с академиком С.А. Амбарцумяном и профессором
М.В. Белубекяном). Были сформулированы постановки новых задач математи-
ческой физики, на основе решения которых выявлен ряд новых явлений, обуслов-
ленных взаимодействием сплошной среды и физических полей разного характера.
К таким явлениям, в частности, относятся исключение возможности параметриче-
ского резонанса, затухание опасных флаттерных колебаний, существенное умень-
шение амплитуды вынужденных колебаний при помощи постоянного магнитного
поля, возможность возбуждения резонансных колебаний вынужденного и пара-
метрического типа при помощи нестационарного магнитного поля, оптимальное
управление амплитудно-частотной характеристикой нелинейных магнитоупругих
колебаний, а также управление поведением вынужденных и параметрических
колебаний различного характера посредством постоянного магнитного поля.

Академиком Г.Е. Багдасаряном разработаны теоретические основы исследова-
ния распространения магнитоакустических взаимосвязанных волн в пьезоэлек-
трических, пьезомагнитных, магнитострикционных и ферромагнитных средах,
доказана возможность возбуждения сдвиговых поверхностных и щелевых волн
нового типа, обусловленных пьезомагнетическим (или магнитострикционным)
эффектом, выявлена возможность существования также сопутствующих поверх-
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ностных колебаний, что позволяет акустические волны из одной пьезомагнитной
среды без механического контакта передать в другую пьезомагнитную среду.

Предложены также методы математического моделирования и решения важ-
ных, имеющих практическое значение задач прочности, колебаний и устойчиво-
сти сверхпроводящих и магнитомягких ферромагнитных тел, в частности, тонких
пластин, в стационарных и нестационарных магнитных полях. Основными харак-
теристиками научной деятельности Г.Е. Багдасаряна являются актуальность,
новаторство, универсальность и целеустремленность. Его научные статьи, док-
лады на международных конференциях и обзорные статьи известны во многих
научных центрах России, Европейского Союза, Америки и других стран мира.

Академик Г.Е. Багдасарян является одной из выдающихся личностей армян-
ской школы механики, создателем собственной научной школы. Велика заслуга
Г.Е. Багдасаряна в деле подготовки высококвалифицированных научных кадров.
Под его руководством защищены около двадцати кандидатских и докторских
диссертаций.

Г.Е. Багдасарян является членом редколлегий ряда научных журналов – Док-
лады НАН РА, Известия НАН РА "Механика", "Математические методы и фи-
зико-механические поля" (Львов, Украина), членом национальных комитетов
по теоретической и прикладной механике Армении и России, учёного Совета
Института механики НАН РА, специализированного совета Механика-047 ВАК
РА.

Поздравляя академика НАН РА Г.Е. Багдасаряна с 85-летним юбилеем, Редак-
ция журнала “Известия НАН РА, Механика” желает ему долгих лет жизни,
крепкого здоровья, успехов в научной и научно-организационной деятельности.
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В этой статье, из соответствующих микро-скопических уравнений, выводятся мезо-скопичес-
кие уравнения изгиба балки Тимошенко, усиленной частицами, когда масштабный параметр
равный отношению радиуса частиц и толщины балки убывая стремится к нулю. Балка жестко
заделана на одном конце, а к другому ее концу применяется осевая нормальная нагрузка
постоянной интенсивности.

Применяя метод конечных элементов, численно определяются поле перемещений и напряжен-
но-деформированное состояние балки для убывающих значений масштабного параметера и
показывается сходимость решений моделированной задачи.

Մասնիկներով ուժեղացված Տիմոշենկոյի հեծանի մեզո-մասշտաբ մոդել

Ավետիսյան Ա. Ս., Խուրշուդյան Աս. Ժ., Չոփուրյան Ս. Ս.

Հիմնաբառեր. բազմամասշտաբ մոդելավորում, համասեռացում, մասնիկներով ուժեղացված բաղադրյալ նյու֊

թեր, լայնական սահք, Տիմոշենկոյի հեծան

Այս աշխատանքում, համապատասխան միկրո-մասշտաբ հավասարումներից ստացվում են մասնիկներով

ուժեղացված Տիմոշենկոյի հեծանի ծռման մեզո-մասշտաբ հավասարումները, երբ մասնիկների շառավղի և

հեծանի հաստության հարաբերությունը նկարագրող մասշտաբի պարամետրը ձգտում է զրոյի։ Հեծանի մի

ծայրը կոշտ ամրակցված է, իսկ դրա մյուս ծայրին կիրառված է հեծանի առանցքով ազդող հաստատուն ուժ։

Մոդելավորված խնդրի լուծումների զուգամիտությունը ցույց տալու համար՝ հեծանի տեղափոխության

դաշտը և լարվածադեֆորմացիոն վիճակը հետազոտվում են վերջավոր տարրերի թվային եղանակով՝ մաս֊

շտաբի պարամետրի նվազող արժեքների համար։

In this paper, we derive the meso-scale equations of motion for particle reinforced Timoshenko
beam from corresponding micro-scale equations by letting the scale parameter denoting the ratio of
the particle radius and beam thickness decrease to zero. The beam is cantilevered at one end and
is subject to a normal pressure of constant magnitude at the other end. The displacement field and
the stress-strain state of the beam are determined for a decreasing sequence of values of the scale
parameter to establish the convergence of solutions numerically using the finite element analysis.
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Introduction

Materials with new target features and improved properties are of extremely high
demand in all areas of engineering ranging from civil to aerospace and even medical.
The reason is that most of the current needs of engineering are not fully satisfied by
existing homogeneous or even some of the composite materials anymore stimulating
new experimental and theoretical research in different areas of materials science.

Usually, composites are reinforced either by fibers or particles. Each of these two
types has its own wide area of applications. Current material science has powerful
tools of modelling reinforced composites with even very chaotic micro-structure. One
of the main modelling tools for finer description of reinforced composites is the so-
called multiscale approach [1]. In the most vast description, the multiscale approach
develops the micro-scale description of the composite taking into consideration all
possible micro-inhomogeneities and micro-defects [2, 3]. Then, the most appropriate
homogenization tool [4, 5] is applied to derive the meso-scale of the macro-scale de-
scription of the composite. Nevertheless, application of the homogenization for specific
cases is not that straightforward and each case may require an extensive research.

Particle-reinforced composites are widely used in many important areas of mod-
ern engineering. By appropriate choice of the reinforcing material properties of the
volume fraction, it becomes possible to design in some sense optimal structures. This
motivates us to study another important factor that may have influence on the desired
properties of the composite- spatial distribution of particles. As of now, most of the
research about modelling and characterization of PRC materials is carried out when
the particle distribution follows a specific random distribution. However, evidences
show that the uniform distribution of reinforcements may not always be optimal [20].
In other words, it may be possible to achieve better properties for the composite
with a properly chosen particle distribution. For that purpose, the dependence of
the target properties of PRCs (such as bending or flexural stiffness) from the particle
distribution law must be analyzed. Apparently, this can be easily done in case when
that dependence is explicit.

In this short note, we consider the homogenizaiton of a particle-reinforced, can-
tilever Timoshenko beam and show the convergence of the micro- and meso-scale
displacements field numerically. The theory of the particle reinforced composites
(PRCs) is well developed and currently includes results allowing to model anisotropic
behavior, interface defects, material surface effects, two-phase materials, non-uniform
and arbitrary distribution of particles (see [6–19]).

We start from micro-scopic description of the beam and apply the convergence
definition given in [18, 19] to derive its meso-scopic description. In the micro-scopic
description, the beam is represented as a continuum with spherical inclusions having
specific geometry within the beam. The limiting description corresponds to a beam
with point inhomogeneities. The finite element method is used to capture the dis-
placement field of the beam for a decreasing sequence of the scale parameter denoting
the ratio of the inclusion radius and the beam height. A clear convergence of the
micro-scale displacements field to the meso-scale one is observed.
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1 Main assumptions and beam model

In Cartesian system Oxyz, consider the beam B = {x ∈ R, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ h1,
0 ≤ z ≤ h2} of constant, rectangular cross section. Let the beam be reinforced by a

finite number of spherical particles bς :=

N⋃
n=1

bςn ⊂ B with center x0n and radius rn

of the nth particle. Here, ς > 0 is a scale parameter allowing to zoom in or zoom out
the scale at which the composite is studied.

In order to be able to develop a consistent theory for the beam, we are going to
accept the following assumptions.

Assumption 1. Suppose that Bς
b := B \ b is connected.

Assumption 2. We assume that both bς and Bς
b are isotropic, linear elastic,

homogeneous and free of all types of defects and voids.

Assumption 3. During the deformation of the beam, particles do not interact
mechanically, meaning that for any n1 6= n2,

bςn1
∩ bςn2

= ∅. (1.1)

Assumption 4. For the sake of simplicity, the consideration is limited by in-
finitesimal strains such that for any n1 6= n2,

εij � dist
(
bςn1

,bςn2

)
.

Here, εij are the components of the strain tensor of the beam, dist (·, ·) measures the
distance in R3.

In addition to Assumptions above, with respect to the beam, we accept the Tim-
oshenko assumptions [21].

It is important to emphasize that when changing the scale parameter, the volume
fraction of the particles remains constant. In other words, by decreasing ς, we change
only the visual representation of the composite corresponding to the current scale and
not its geometric configuration.

1.1 Beam equations at micro-scale

Assume that the beam is subjected to an axial load of constant intensity F acting
at the end of the beam, while its other end is cantilevered. The axial load is dis-
tributed uniformly over the whole end-section of the beam, so that, without losing
the generality, we assume uniform displacement field over the width of the beam (see
Figure 1).
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Figure 1: Schematic representation of the beam reinforced by spherical particles

Timoshenko assumptions lead to the following non-zero components of the strain
tensor:

εςxx (x, y, z) = −z
∂ϕς

∂x
, εςxz (x, y, z) =

1

2

(
∂wς

∂x
− ϕς (x)

)
.

Moreover, since the beam is isotropic, the non-zero stress components will be

σς
xx (x, y, z) = Eς (x, y, z) εςxx (x, y, z) , σς

xz (x, y, z) = 2µς (x, y, z) εςxz (x, y, z) .

Here, Eς and µς are the Young and shear moduli of the beam. At that,

µς =
Eς

2 (1 + ν)
.

Substituting the strain, the bending moment and the shear force are defined as [21]

M ς
xx (x) =

∫
A

zσς
xx (x, y, z) dA = −∂ϕς

∂x

∫
A

z2Eς (x, y, z) dA = −Eς
2 (x)

∂ϕς

∂x
, (1.2)

Qς
x (x) = κ

∫
A

σς
xz (x, y, z) dA =

κ

2 (1 + ν)

(
∂wς

∂x
− ϕς

)∫
A

Eς (x, y, z) dA =

=
κ

2 (1 + ν)
Eς

0 (x)

[
∂wς

∂x
− ϕς

]
,

(1.3)

where
Eς

k (x) =

∫
A

zkEς (x, y, z) dA, k = 0, 2. (1.4)
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Substituting (1.2) and (1.3) into the equilibrium equations of the Timoshenko beam,

∂M ς
xx

∂x
−Qς

x = 0,
∂Qς

x

∂x
+ F

∂wς

∂x
= 0,

we get

κ

2 (1 + ν)

∂

∂x

[
Eς

0 (x)

(
∂wς

∂x
− ϕς

)]
= 0,

F
∂wς

∂x
+

∂

∂x

[
Eς

2 (x)
∂ϕς

∂x

]
+

κ

2 (1 + ν)
Eς

0 (x)

[
∂wς

∂x
− ϕς

]
= 0.

(1.5)

Here, κ is the Timoshenko shear factor. The cross section of the beam is assumed to
be uniform, so that κ is considered to be constant. Hereinafter, it is assumed that [22]

κ =
10 (1 + ν)

12 + 11ν
.

Taking into account the microstructure of the beam, its Young’s modulus at mi-
croscale, can be represented as

Eς (x, y, z) =

{
Eb, (x, y, z) ∈ Bς

b,

Ep, (x, y, z) ∈ bς ,

where Eb and Ep are the Young’s moduli of Bς
b and bς . Moreover, using the definition

of the characteristic function χbς , we may write

Eς (x, y, z) = EbχBς
b
(x, y, z) + Epχbς (x, y, z) . (1.6)

1.2 Beam equations at meso-scale

In the context of this paper, we will consider the case ς =
r

h
with h = min (h1, h2).

Then, using the theory developed in recent papers [18, 19], we can prove that the
meso-limit of system (1.5) with coefficients derived from (1.6) is the system

κ

2 (1 + ν)

∂

∂x

[
E0

0 (x)

(
∂wς

∂x
− ϕ0

)]
= 0,

F
∂w0

∂x
+

∂

∂x

[
E0

2 (x)
∂ϕ0

∂x

]
+

κ

2 (1 + ν)
E0

0 (x)

[
∂w0

∂x
− ϕ0

]
= 0,

(1.7)

where E0
0 and E0

2 are defined exactly as in (1.4) but using the following expression
for E0:

E0 (x, y, z) = (1− φp)Eb + φp ·
EpVB

N

N∑
n=1

δ (x− x0n) δ (y − y0n) δ (z − z0n) .
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Here, δ is the Dirac function, VB is the volume of the beam, φp is the constant volume
fraction of particles. See [18,19] for details.

2 Numerical analysis of a cantilever beam subject to
axial load

In order to make sure that solution to (1.5) converges to solution to (1.7), we
involve the numerical method of finite elements. The beam is discretized into tetra-
hedral elements as shown in Figure 2. Note that the beam material is considered to
be made from copper, whereas the material of the particles is made from steel.

Figure 2: Finite element discretization of the beam and particles

Then, the displacement field of the beam described by (1.5) is captured for ς =
0.075, 0.05 and when ς → 0. The latter case is modelled using the discretization of
(1.7).

Figures 3-5 show the evolution of the normal displacement uς
3, normal stress σς

xx

and tangential stress σς
xz when ς = 0.075, 0.05 and when ς → 0.

Figure 3: Distribution of wς
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Figure 4: Distribution of σς
xx

Figure 5: Distribution of σς
xz

It is evident from the corresponding values of the quantities shown on plots above
that as ς → 0

wς ↘ w0, σς
xx ↗ σ0

xx, σς
xz ↘ σ0

xz.

3 Conclusions
In this study, we derive explicit dependence of PR Timoshenko beam stiffness

on particles distribution and material properties giving enough theoretical base for
optimal design of such beams by a proper choice of particles distribution. The method
of multi-scale modelling allows to derive the meso-scale model of the beam from
corresponding micro-scale model when the scale parameter describing the ratio of the
particle radius to the beam thickness tends to zero. Using the numerical method of
finite elements, the stress components and the displacement field of the beam are
shown to converge to the corresponding quantities at meso-scale.

The model is important for many applications including, e.g., derivation of mate-
rials with improved target properties and material or structural optimization of PRC

12



structures.
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Axially symmetrical stress distribution of piecewise-homogeneous, layered space with
a periodic system of semi-infinite ring-shaped interfacial cracks

Hakobyan V. N., Grigoryan A. A. Amirjanyan H. A.

Keywords: periodic mixed problems, interface cracks, layered space

This paper considers the axially symmetrical stress distribution of piecewise-homogeneous, equally
layered space obtained by alternating connection of two heterogeneous layers of the same thickness,
which along the planes of their junction contain semi-infinite interfacial parallel circular ring-shaped
cracks, forming a periodic system. With the help of Hankel integral transform and rotation opera-
tors the solution of the problem is reduced to a system of singular integral equations, the solution of
which is constructed by the method of mechanical quadratures. Some special cases of the problem
that are of independent interest have also been considered. For one of them an exact solution of the
problem in quadratures was obtained.

Պարբերական միջֆազային կիսաանվերջ օզակաձև ճաքերով կտոր առ կտոր

համասեռ շերտավոր տարածության առանցքահամաչափ լարվածային վիճակը

Հակոբյան Վ. Ն., Գրիգորյան Ա. Ա., Ամիրջանյան Հ. Ա.

Հիմնաբառեր. պարբերական խառը եզրային խնդիրներ, միջֆազային ճաքեր, շերտավոր տարածություն

Աշխատանքում դիտարկված է հավասար հաստության տարասեռ շերտերի հաջորդական միացումից ստաց֊

ված հավասարաչափ կտոր առ կտոր համասեռ տարածության արանցքահամաչափ լարվածային վիճակը, երբ

այն տարասեռ շերտերի միացման հարթություններում պարունակում է կիսաանվերջ օղակաձև միջֆազային

ճաքերի պարբերական համակարգ։ Հանկելի ձևափոխության և պտտման օպերատորների օգնությամբ խնդրի

լուծումը հանգեցվել է սինգուլյար ինտեգրալ հավասարումների համակարգի, որի լուծումը կառուցվել է մե֊

խանիկական քառակուսացման բանաձևերի մեթոդով։ Դիտարկվել են նաև խնդրի որոշ մասնավոր դեպքեր,

որոնք ներկայացնում են ինքնուրույն հետաքրքրություն ։ Դրանցից երկուսում ստացվել են խնդիրների ճշգրիտ

լուծումները։
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В работе рассмотрено осесимметричное напряжённое состояние кусочно-однородного, рав-
номерно слоистого пространства, полученного при помощи поочерёдного соединения двух раз-
нородных слоёв одинаковой толщины, которое на плоскостях соединения слоёв содержит меж-
фазные полубесконечные, круговые кольцеобразные параллельные трещины, которые образуют
периодическую систему. При помощи интегрального преобразования Ханкеля и операторов
вращения решение задачи сведено к системе сингулярных интегральных уравнений, решение
которой построено методом механических квадратур. Рассмотрены также некоторые частные
случаи задачи, представляющие самостоятельный интерес. В одном из них получено точное
решение задачи в квадратурах.

1 Введение

Контактным и смешанным задачам осесимметричной теории упругости пос-
вящены многие исследования отечественных и зарубежных ученых. Часть из
них посвящена изучению осесимметричного напряжённого состояния упругого
однородного или составного пространства с дискообразными или кольцеобразны-
ми трещинами. Из них отметим работы [1-8], которые непосредственно связаны
с настоящей работой. Что же касается исследованию осесимметричного на-
пряжённого состояния кусочнооднородного, равномерно слоистого пространства
с периодической системой круговых дискообразных параллельных межфазных
или внутренних дефектов, которые на наш взгляд представляют интерес не
только с научной, но и с практической точек зрения, началось совсем недавно
и опубликовано лишь несколько работ. В этом направлении отметим работы
[9-12]. В работе [9] построены разрывные решения осесимметричной теории
упругости для равномерно слоистого пространства с периодической системой
круговых дискообразных параллельных межфазных дефектов и на их основе
получены решения задач в случае, когда дефекты представляют трещину или
абсолютно жёсткое включение. В работах [10-12] рассмотрены осесимметричные
напряжённые состояния равномерно слоистого пространства с периодической
системой круговых дискообразных внутренних трещин и абсолютно жёстких
включений.

2 Постановка задачи и вывод разрывных решений

Рассмотрим осесимметричное напряжённое состояние кусочнооднородного уп-
ругого пространства, полученного при помощи соединения двух разнородных
слоев толщины 2h с коэффициентами Ламэ λ1, µ1 и λ2, µ2, соответственно,
отнесённого к цилиндрической системе координат Orϕz, начало которой нахо-
дится на одной из плоскостей стыка разнородных слоёв. Будем считать, что на
плоскостях стыка разнородных слоёв z = 2nh (n ∈ Z) в областях {r > a; 0 ≤
ϕ ≤ 2π} пространство содержит периодическую систему одинаковых круговых
кольцеобразных полубесконечных межфазных параллельных трещин и дефор-
мируется при помощи осесимметричных нормальных нагрузок интенсивности
p0 (r) с конечной результирующей P1, действующих на берега трещин, и нагрузок
с результирующей P2, приложенных на бесконечности. Несложно заметить, что
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при этом все средние плоскости z = (2n+ 1)h (n ∈ Z) разнородных слоёв будут
плоскостями симметрии. Вследствие этого можно отделить базовую ячейку в
виде двухкомпонентного составного слоя, занимающего в пространстве область
Ω = {|z| ≤ h; 0 ≤ r <∞; 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, и поставленную задачу сформулировать
как граничную задачу для этого слоя, на внешних плоскостях z = ±h которого
заданы условия симметрии, а на плоскости z = 0 имеется круговая кольцеобраз-
ная полубесконечная межфазная трещина. На (Фиг.1) приведено осевое сечение
базовой ячейки.

Фиг.1

Требуется определить нормальные и касательные контактные напряжения,
действующие в зоне контакта разнородных слоёв, значение модуля комплексного
коэффициента интенсивности напряжений на окружности r = a.

Снабдив индексами 1 и 2 все величины, описывающие напряжённо-деформи-
рованное состояние разнородных слоёв, соответственно, поставленную задачу, в
общепринятых обозначениях, для базового слоя представим в виде следующей
граничной задачи:{

τ
(1)
rz (r, h) = u

(1)
z (r, h) = 0

τ
(2)
rz (r,−h) = u

(2)
z (r,−h) = 0

(0 ≤ r <∞) (1a)


u
(1)
r (r, 0) = u

(2)
r (r, 0) (0 ≤ r < a)

u
(1)
z (r, 0) = u

(2)
z (r, 0) (0 ≤ r < a)

σ
(1)
z (r, 0) = σ

(2)
z (r, 0) (0 ≤ r < a)

τ
(1)
rz (r, 0) = τ

(2)
rz (r, 0) (0 ≤ r < a)

(1b)


σ
(1)
z (r, 0) = σ

(2)
z (r, 0) = −p0 (r) (a ≤ r <∞)

τ
(1)
rz (r, 0) = τ

(2)
rz (r, 0) = 0 (a ≤ r <∞)

σ
(j)
r (r, z) = 0 r → ∞ (j = 1, 2)

(1c)

Чтобы построить решение граничной задачи (1), введём в рассмотрение неиз-
вестные нормальные и касательные контактные напряжения σ (r) и τ (r), решим
вспомогательные задачи для каждого из разнородных слоёв на лицевых поверх-
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ностях z = ±h которых заданы условия симметрии (1a), а на плоскостиz = 0
заданы напряжения:

τ
(j)
rz (x, 0) =

{
τ (r) (r < a)

0 (r > a)
= T (r)

σ
(j)
z (x, 0) =

{
σ (r) (r < a)

−p0 (r) (r > a)
= P (r)

(j = 1, 2) (2)

и определим смещения точек зоны контакта обoих слоёв через введённые неиз-
вестные контактные напряжения.

Чтобы построить решение вспомогательных граничных задач, представим
решения уравнений Ламэ для разнородных слоёв виде интегралов Ханкеля [9]:

u(j)r (r, z) =

∞∫
0

[(
Aj (s) + zB∗

j (s)
)
ch zs+

(
Bj (s) + zA∗

j (s)
)
sh zs

]
sJ1 (rs) ds;

u(j)z (r, z) =

∞∫
0

[(
Cj (s)− zA∗

j (s)
)
ch zs+

(
Dj (s)− zB∗

j (s)
)
sh zs

]
sJ0 (rs) ds−

−
(
z + (−1)

j
h
)
w

(j)
0 ,

(3)

где

A∗
j (s) =

s

κj
(Aj (s) +Dj (s)) ; B∗

j (s) =
s

κj
(Bj (s) + Cj (s)) (j = 1, 2) ,

Jj (x) (j = 1, 2) – функции Бесселя действительного аргумента, Aj (s), Bj (s),
Cj (s), Dj (s)– неизвестные коэффициенты, подлежащие определению, hw(j)

0 –не-
известная константа, κj (j = 1, 2)– известные постоянные Мусхелишвили. При
этом, напряжения представляются формулами:

σ(j)
z (r, z) = −2

∞∫
0

{[
ϑ
(j)
1 Aj (s)− ϑ

(j)
2 Dj (s) + µjzB

∗
j (s)

]
ch zs−

−
[
ϑ
(j)
2 Cj (s)− ϑ

(j)
1 Bj (s)− µjzA

∗
j (s)

]
sh zs

}
s2J1 (rs) ds;

τ (j)rz (r, z) = 2

∞∫
0

{[
ϑ
(j)
2 Bj (s)− ϑ

(j)
1 Cj (s) + µjzA

∗
j (s)

]
ch zs+

+
[
ϑ
(j)
2 Aj (s)− ϑ

(j)
1 Dj (s) + µjzB

∗
j (s)

]
sh zs

}
s2J0 (rs) ds,

(4)

где

θ
(j)
1 =

µ2
j

λj + 3µj
; θ

(j)
2 =

µj (λj + 2µj)

λj + 3µj
(j = 1, 2)

.
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При помощи представлений (3) и (4), удовлетворим условиям вспомогательных
граничных задач и определим неизвестные коэффициенты Aj (s) , Bj (s) , Cj (s)
и Dj (s) (j = 1, 2) через трансформанты Ханкеля функций напряжений P (r) и
T (r). Получим:

A∗
j (s) =

P̄ (s) shβ chβ + (−1)
j
T̄ (s) ch2β

2µ1 (shβ chβ + β)
; (j = 1, 2; β = sh) ;

B∗
j (s) = (−1)

j P̄ (s) sh2β + (−1)
j
T̄ (s) shβ chβ

2µ1 (shβ chβ + β)
;

Aj (s) =
jϑ

(j)
2

sµj
A∗

j (s)−
P̄ (s)

2sµj
; Bb (s) =

jϑ
(j)
1

sµj
B∗

j (s) +
T̄ (s)

2sµj
;

Cj (s) =
jϑ

(j)
2

sµj
B∗

j (s)−
T̄ (s)

2sµj
; Dj (s) =

jϑ
(j)
1

sµj
A∗

j (s) +
P̄ (s)

2sµj
;

где

P̄ (s) =

∞∫
0

rP (r) J0 (sr) dr; T̄ (s) =

∞∫
0

rT (r) J1 (sr) dr.

Теперь, используя полученные представления коэффициентов по формулам (3),
найдём компоненты смещений точек контактной зоны обoих разнородных слоёв,
составляющих базовую ячейку через неизвестные контактные напряжения:

u(j)z (r, 0) = (−1)
j
a
(j)
1 L0,0 [σ] + b

(j)
1 L0,1 [τ ] + L

(j,1,1)
0,0 [σ] + L

(j,1,2)
0,0 [τ ]−

− fj (r) + (−1)
j+1

hw
(j)
0 ;

u(j)r (r, 0) = b
(j)
1 L1,0 [σ]− (−1)

j
a
(j)
1 L1,1 [τ ] + L

(j,2,1)
1,0 [σ] + L

(j,2,2)
1,1 [τ ]−

− gj (r) (j = 1, 2) ,

(5)

Здесь введены обозначения:

Lm,n [ϕ] =

a∫
0

Wm,n (r, ξ) ξϕ (ξ)dξ; Wm,n (r, ξ) =

∞∫
0

Jm (tr) Jn (tξ)dt;

L(k,i,j)
m,n [ϕ] =

a∫
0

W (k,i,j)
m,n (r, ξ) ξϕ (ξ)dξ; W (k,i,j)

m,n (r, ξ) =

∞∫
0

K
(k)
i,j (t) Jm (tr) Jn (tξ)dt;

fj (r) = (−1)
j
a
(j)
1 L̄0,0 [p0] + L̄

(j,1,1)
0,0 [p0] ; gj (r) = b

(j)
1 L̄1,0 [p0] + L̄

(j,2,1)
1,0 [p0] ;

L̄m,n [ϕ] =

∞∫
a

Wm,n (r, ξ) ξϕ (ξ)dξ; L̄(k,i,j)
m,n [ϕ] =

∞∫
a

W (k,i,j)
m,n (r, ξ) ξϕ (ξ)dξ;

K
(j)
1,1 (β) = a

(j)
1 (−1)

j+1 e
−β shβ + β

shβ chβ + β
; K

(j)
1,2 (β) = K

(j)
2,1 (β) = − a

(j)
1 β

shβ chβ + β
;
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K
(j)
2,2 (β) = (−1)

j
a
(j)
1

e−β chβ − β

shβ chβ + β
; a

(j)
1 =

κjϑ
(j)
2

2µ2
j

; b
(j)
1 =

1

λj + µj
; β = hs (j = 1, 2) .

В представлениях (5) выделены главные части в виде интегралов Вебера–Сонина.
Вследствие этого ядра W (k,i,j)

m,n (r, ξ) – регулярные функции от обоих аргументов.

Далее, чтобы получить ключевые уравнения поставленной задачи, при помощи
формул (5) удовлетворим условиям контакта двух разнородных слоёв, т.е. первым
двум условиям (1b). После некоторых выкладок придём к следующей системе
интегральных уравнений:−

(
a
(1)
1 + a

(2)
1

)
L0,0 [σ] +

(
b
(1)
1 − b

(2)
1

)
L0,1 [τ ] + L

(1,1)
0,0 [σ] + L

(1,2)
0,1 [τ ] = F1 (r)− δ;(

b
(1)
1 − b

(2)
1

)
L1,0 [σ] +

(
a
(1)
1 + a

(2)
1

)
L1,1 [τ ] + L

(2,1)
1,0 [σ] + L

(2,2)
1,1 [τ ] = F2 (r)

(6)
где

L
(1,1)
0,0 [σ] = L

(1,1,1)
0,0 [σ]− L

(2,1,1)
0,0 [σ] ; L

(1,2)
0,0 [τ ] = L

(1,1,2)
0,0 [τ ]− L

(2,1,2)
0,0 [τ ] ;

L
(2,1)
1,0 [σ] = L

(1,2,1)
0,0 [σ]− L

(2,2,1)
0,0 [σ] ; L

(2,2)
1,0 [τ ] = L

(1,2,2)
0,0 [τ ]− L

(2,2,2)
0,0 [τ ] ;

F1 (r) = −
(
a
(1)
1 + a

(2)
1

)
L̄0,0 [p0] + L̄

(1,1)
0,0 [p0] ; δ = h

(
w

(1)
0 + w

(2)
0

)
;

F2 (r) =
(
b
(1)
1 − b

(2)
1

)
L̄1,0 [p0] + L̄

(2,1)
1,0 [p0] .

Развернув, систему уравнений (6) напишем в виде:

−A+

a∫
0


∞∫
0

[
1−K∗

1,1 (β)
]
J0 (rs) J0 (ξs) ds

ξσ (ξ) dξ+
+

a∫
0


∞∫
0

[
B− −A−K∗

1,1 (β)
]
J0 (rs) J1 (ξs) ds

ξτ (ξ) dξ = F1 (r)− δ;

a∫
0


∞∫
0

[
B− −A− (β)

]
J1 (rs) J0 (ξs) ds

ξσ (ξ) dξ−
−A+

a∫
0


∞∫
0

[
1 +K∗

1,1 (β)
]
J1 (rs) J1 (ξs) ds

ξτ (ξ) dξ = F2 (r) .

(7)

Здесь

K∗
1,1

(β) =
e−β shβ + β

chβ shβ + β
; K∗

1,2 (β) = K∗
2,1 (β) = − β

chβ shβ + β
;

K∗
2,2

(β) =
e−β chβ − β

chβ shβ + β
; A± = a

(1)
1 ± a

(2)
1 ; B− = b

(1)
1 − b

(1)
1 .
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Систему интегральных уравнений (7) следует рассматривать при условиях

2π

a∫
0

rσ (r)dr = P0; (P0 = P1 + P2) , (8)

где P0– равнодействующая нагрузок, приложенных к полупространствам z > 0
илиz < 0. Чтобы построить решение системы интегральных уравнений (7) при
условий (8), следуя работам [4-12], сведём её к системе сингулярных интегральных
уравнений. Для этого, как и в указанных работах, введём функции

σ∗ (t) =
2

π

a∫
t

ξσ (ξ) dξ√
ξ2 − t2

; τ∗ (t) =
2t

π

a∫
t

τ (ξ) dξ√
ξ2 − t2

,

продолжим σ∗ (t) на интервал (−a, 0) чётным образом, а τ∗ (t)– нечётным образом
и применяя к обеим частям первого уравнения (7) оператор I, а ко второму –
оператор I1

I (ϕ (x)) =

x∫
0

ϕ (r) rdr√
x2 − r2

; I1 (ϕ (x)) =
d

dx

x∫
0

ydy√
x2 − y2

y∫
0

ϕ (r) dr,

после некоторых выкладок, для определения функций σ∗ (t) и τ∗ (t) получим
следующую систему сингулярных интегральных уравнений:

σ∗ (x)− B−

πA+

a∫
−a

τ∗(t)dt
t−x − 1

π

a∫
−a

Q1,1 (t, x)σ∗ (t) dt+

+ A−

πA+

a∫
−a

Q1,2 (t, x) τ∗ (t) dt = −F ∗
1 (x) + δ0 (−1 < x < 1) ;

τ∗ (x) +
B−

πA+

a∫
−a

σ∗(t)dt
t−x + A−

πA+

a∫
−a

Q2,1 (t, x)σ∗ (t) dt+

+ 1
π

a∫
−a

Q2,2 (t, x) τ∗ (t) dt = −F ∗
2 (x) (−1 < x < 1) .

(9)

где

Q1,1 (t, x) =

∞∫
0

K∗
11 (β) cos st cos sx ds; Q1,2 (t, x) =

∞∫
0

K∗
12 (β) sin st cos sx ds;

Q2,1 (t, x) =

∞∫
0

K∗
21 (β) cos st sin sx ds; Q2,2 (t, x) =

∞∫
0

K∗
22 (β) sin st sin sx ds;

F ∗
1 (x) =

2

πA+

[
d

dx
I [F1 (r)]

]
; F ∗

2 (x) =
2

πA+

d

dx
I1 [F2 (r)] ; δ0 =

2δ

πA+
.

При этом, функция F ∗
1 (x) продолжена на интервале (−a, 0) чётным образом, а

функция F ∗
2 (x)– нечётным образом. Используя четность функции σ∗ (x), нечётность
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функции τ∗ (x) и условие (8), добавочные условия для решения системы (9)
записываются в виде:

π

a∫
−a

σ∗ (x) dx = P0;

a∫
−a

τ∗ (x) dx = 0 . (10)

Отметим, что при выводе системы (9) были использованы значения известных
интегралов [14]:

r∫
0

J1 (rs) dr = −1

s
[J0 (rs)− 1] ;

x∫
0

J0 (rt) rdr√
x2 − r2

=
sinxt

t
;

d

dx

x∫
0

J0 (rt)− 1√
x2 − r2

rdr = cos tx− 1;

Таким образом, решение поставленной задачи свелось к решению системы
сингулярных интегральных уравнений (9) при условиях (10).

3 Составное пространство с полубесконечной меж-
фазной кольцеобразной трещиной

Прежде чем построить решение задачи в общем случае, рассмотрим два част-
ных случая рассматриваемой задачи, представляющих самостоятельный интерес.
В первой из этих задач рассмотрим случай, когда высота слоёв h стремится к
бесконечности. Несложно проверить, что в этом случае все ядра Qi,j (x, t) в (9)
исчезают и мы приходим к системе определяющих сингулярных интегральных
уравнений для кусочно-однородного пространства с полубесконечной кольцеоб-
разной межфазной трещиной:

σ∗ (x)−
B−

πA+

a∫
−a

τ∗ (t) dt

t− x
= −F ∗

1 (x) + δ0;

τ∗ (x) +
B−

πA+

a∫
−a

σ∗ (t) dt

t− x
= −F ∗

2 (x) ,

(11)

которую нужно решать при условиях (10). С этой целью умножим второе урав-
нение (11) на отрицательную мнимую единицу −i, просуммируем с первым,
перейдем на интервал (−1, 1) и введя известную безразмерную комплексную
комбинацию напряжений χ (x) = a [σ∗ (ax)− iτ∗ (ax)] /P0, сведём решение системы
(11) при условиях (10) к решению следующего сингулярного интегрального урав-
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нения второго рода:

χ (x) +
a∗
iπ

1∫
−1

χ (t)

t− x
dt = −F (x) + a

δ0
P0

(−1 < x < 1) , (12)

при условии

π

1∫
−1

χ (x) dx = 1. (13)

Здесь

a∗ =
B−

A+
; F (x) = a [F ∗

1 (ax)− iF ∗
2 (ax)] /P0 = ϕ1 (x)− iϕ2 (x) .

Для построения замкнутого решения уравнения (12) вводим в рассмотрение комп-
лексную функцию

Φ (z) =
1

2πi

1∫
−1

χ (t) dt

t− z
(14)

и используя формулы Племеля-Сохоцкого [13], сведём его к решению задачи
Римана:

Φ+ (x) = GΦ− (x) + F∗ (x) (−1 < x < 1) . (15)

Здесь
F∗ (x) = C0 [−F (x) + aδ0/P0] = −C0F (x) + δ∗;

δ∗ =
2aC0δ

πP0A+
; G =

1− a∗
1 + a∗

=
µ12 + µ2

µ21 + µ1
> 0; C0 =

A+

A+ +B− .

Так как коэффициент G задачи Римана (14) положительное число, то точки
±1 являются точками автоматической ограниченности [13] и, следовательно, ре-
шение уравнений (14) будет даваться формулой :

Φ (z) =
X (z)

2πi

1∫
−1

F∗ (t) dt

X+ (t) (t− z)
(16)

(
X (z) = (1 + z)

iβ
(1− z)

−iβ
; β =

1

2π
lnG

)
.

Отсюда по формулам Племеля-Сохоцкого найдём:

χ (x) = Φ+ (x)− Φ− (x) =
G+ 1

2G
F∗ (x) +

(G− 1)ω (x)

2πiG

1∫
−1

F∗ (t) dt

ω (t) (t− x)
(17)

(
ω (x) = (1 + x)

iβ
(1− x)

−iβ
, −1 < x < 1

)
.
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Для получения точного решения уравнений (12) осталось определить постоянную
δ∗, входящую в правую часть определяющего сингулярного интегрального урав-
нения (12). С этой целью, используя представления (14) и (16) функции Φ (z),
сравним коэффициенты при z−1 в разложениях этих представлений в ряд вокруг
бесконечно удалённой точки. Получим:

− 1

2πi

1∫
−1

χ (t) dt = − 1

2πi

1∫
−1

F∗ (t) dt

X+ (t)
,

где X+ (t) – значение функции X (z) на интервале (−1, 1) сверху и даётся фор-
мулой:

X+ (x) =
√
Gω (x) (−1 < x < 1) .

Учитывая условие (13) и представление функции F∗ (t) через функции ϕj (t)
(j = 1, 2) и δ∗, можем написать:

1

π
=

1∫
−1

δ∗dt

X+ (t)
−C0

1∫
−1

ϕ1 (t) dt

X+ (t)
−iC0

1∫
−1

ϕ2 (t) dt

X+ (t)
,

откуда, используя значение интеграла [14]

1∫
−1

(
1− x

1 + x

)iβ

dx =
2πβ

shπβ
,

чётность функции ϕ1 (t) и нечётность функции ϕ2 (t), для определения жёсткого
смещения δ получим формулу:

δ =
P0A

+
√
G shπβ

4πaβC0

1 +
2π√
G

1∫
0

[
Re

(
1− x

1 + x

)iβ

ϕ1 (x) −

− Im

(
1− x

1 + x

)iβ

ϕ2 (x)

]
dx

}
.

(18)

В частном случае, когда берега трещин свободны от нагрузок и кусочно-одно-
родное пространство растягивается только усилиями, приложенными на беско-
нечности, из (17) и (18) получим:

χ (x) = − δ∗√
G
ω (x) ; δ =

P2A
+
√
G shπβ

4πaβC0
.

Теперь определим комплексный коэффициент интенсивности в концевых точках
трещин. Для этого заметим, что истинные контактные напряжения определяются
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формулами [8]:

σ (r) = −1

r

d

dr

a∫
r

sσ∗ (s) ds√
s2 − r2

; τ (r) = − d

dr

a∫
r

τ∗ (s) ds√
s2 − r2

,

или
aσ (ax)

P0
= − 1

P0x

d

dx

1∫
x

sσ∗ (as) ds√
s2 − x2

= − d

P0dx

1∫
x

σ∗ (as) ds√
s2 − x2

+Φ1 (x);

aτ (ax)

P0
= − d

P0dx

1∫
x

τ∗ (sa) ds√
s2 − x2

.

где Φ1 (x)– ограниченная функция в точке x = 1. Тогда будем иметь:

χ∗ (x) =
a [σ (ax)− iτ (ax)]

P0
= − d

dx

1∫
x

χ (s) ds√
s2 − x2

+Φ1 (x). (19)

Функцию χ (s) представим в следующем виде:

χ (x) = χ0 (x)ω (x) ; χ0 (x) = −F∗ (x)√
G

+
G− 1

2πiG

1∫
−1

F∗ (t)− F∗ (x)

ω (t) (t− x)
dt.

Тогда (19) можем записать следующим образом:

χ∗ (x) = − d

dx

1∫
x

ω (s)χ0 (s) ds√
s2 − x2

+Φ1 (x) =

=

√
π (1/2− iβ) Γ (1− iβ)

Γ (3/4− iβ) (1− x)
1/2+iβ

ψ (1, x) + Φ (x) ,

(20)

где

Φ (x) = − d

dx

1∫
x

[ψ (s, x)− ψ (1, x)] ds

(1− s)
iβ√

s− x
−

√
πΓ (1− iβ)

Γ (3/4− iβ)
(1− x)

1/2−iβ
ψ′ (1, x) +Φ1 (x) ;

ψ (s, x) =
(1 + s)

iβ

√
s+ x

χ0 (s) ,

а Γ (z)– известная гамма-функция Эйлера. Заметим, что при выводе формулы
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(20) было использовано значение интеграла [15]:

1∫
x

ds

(1− s)
α√

s− x
=

√
πΓ (1− α)

Γ (3/4− α)
(1− x)

1/2−α
.

Тогда комплексный коэффициент безразмерных разрушающих напряжений на
окружности r = a будет определяться формулой:

KI [a]− iKII [a] =
√
2π lim

x→1−0
(1− x)

1/2+iβ
,

χ∗ (η) =

√
2π (1/2− iβ) Γ (1− iβ)

Γ (3/4− iβ)
ψ (1, 1) =

=
2iβπ (1/2− iβ) Γ (1− iβ)

Γ (3/4− iβ)

−F∗ (1)√
G

+
G− 1

2πiG

1∫
−1

F∗ (t)− F∗ (1)

ω (t) (t− 1)
dt

 .

4 Однородное пространство с периодической сис-
темой полубесконечных кольцеобразных трещин

Теперь обратимся к ещё одному частному случаю поставленной задачи, когда
все слои, составляющие пространство, изготовлены из одного и того же материала
с коэффициентами Лямэ µ1 и λ1, т.е. рассмотрим осесимметричное напряжённое
состояние однородного пространства с периодической системой параллельных
полубесконечных кольцеобразных трещин. В этом частном случае коэффициенты
A− и B− обращаются в ноль и определяющая система (9), как и в плоской задаче,
распадается на два независимых уравнения:

σ∗ (x)−
1

π

a∫
−a

Q1,1 (t, x)σ∗ (t) dt = −F ∗
1 (x) + δ0;

τ∗ (x) +
1

π

a∫
−a

Q2,2 (t, x) τ∗ (t) dt = 0.

(21)

Уравнения нужно рассматривать при условиях (10). Из второго уравнения (21)
и второго условия (10) сразу следует, что τ∗ (x) ≡ 0. Первое же уравнение
(21) представляет собой интегральное уравнение Фредгольмского типа и можно
решить разными методами, например методом последовательных приближений
или методом механических квадратур. Для этого перейдём на интервал (-1,1) и
введя обозначения

Λ (η) =
a

P0
σ∗ (aη) ; ϕ1(η)0 =

a

P0
F ∗
1 (aη) ; δ∗ =

a

P0
δ0; Q (ξ, η) = − a

π
Q11 (aξ, aη) ,
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первое уравнение (21) представим в виде:

Λ (η) +

1∫
−1

Q (ξ, η) Λ (ξ) dξ = −ϕ1 (η) + δ∗ (−1 < η < 1) . (22)

При этом,

π

1∫
−1

Λ (ξ) dξ = 1. (23)

Решение уравнения (22) запишем в виде суммы двух решений:

Λ (η) = Λ1 (η) + δ∗Λ2 (η) , (24)

где Λ1 (η)– решение уравнений (22) при правой части −ϕ1 (η), а Λ2 (η)– решение
уравнений (22), когда правая часть равна единице. Подставляя представление
(24) в условие (23), выразим приведённое жёсткое смещение δ∗ через указанные
решения:

δ∗ =
1− πI1
πI2

Ij = 1∫
−1

Λj (η) dη; j = 1, 2

 .

Приведём также формулу для определения коэффициентов интенсивности раз-
рушающих напряжений на окружности r = a. С этой целью заметим, что
истинные контактные напряжения определяются через функцию σ∗ (x) по формуле:

σ (r) =
σ∗ (a)√
a2 − r2

− Φ (r)

Φ (r) =
1

r

d

dr

a∫
r

s [σ∗ (s)− σ∗ (a)] ds√
s2 − r2

 .

Следовательно,

KI (a) =
√
2π lim

x→a−0

√
a− rσ (r) =

√
π

a
σ∗ (a) = P0

√
π

a
Λ (1) ,

а безразмерный коэффициент интенсивности разрушающих напряжений на ок-
ружности r = a будет даваться формулой:

K∗
I (a) =

√
aKI (a)

P0
=

√
πΛ (1) .

Отметим, что в первом уравнении (21), устремляя высоту однородных слоёв
h к бесконечности, придём к замкнутому решению задачи об осесимметричном
напряжённом состоянии упругого пространства с полубесконечной кольцеобраз-
ной трещиной. Действительно, несложно проверить, что в этом случае ядро
Q11 (t, x) исчезает и мы приходим к соотношению:

σ∗ (x) = −F ∗
1 (x) + δ0 (−a < x < a) , (25)
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где, на этот раз

F ∗
1 (x) = − 2

πa1

[
d

dx
I [f1 (r)]

]
= − 2

π

∞∫
a


∞∫
0

cos sx J0 (sξ) ds

 ξq (ξ) dξ.

Отсюда, используя формулу обращения оператора вращения, найдём

σ (r) = −1

r

d

dr

a∫
r

sσ∗ (s) ds√
s2 − r2

= −1

r

d

dr

a∫
r

s [−F ∗
1 (x) + δ0] ds√
s2 − r2

=
δ0 − F ∗

1 (a)√
a2 − r2

+Φ(r) ,

где

Φ (r) =
1

r

d

dr

a∫
r

s [F ∗
1 (x)− F ∗

1 (a)] ds√
s2 − r2

– ограниченная функция на окружности r = a.

Тогда, для коэффициента интенсивности разрушающих напряжений на ок-
ружности r = a получим выражение:

KI (a) =
√
2π lim

x→a−0

√
a− rσ (r) =

√
π

a
[δ0 − F ∗

1 (a)] .

Приведём также формулы для контактных напряжений и коэффициента ин-
тенсивности разрушающих напряжений в случае, когда на берега трещин дейст-
вуют равномерно распределённые по окружности r = r0 > a нагрузки с резуль-

тирующей P0, т.е. когда (r) = P0
δ (r − r0)

2πr0
. При помощи формулы [14]:

∞∫
0

cos sx J0 (ξs) ds =

0 ξ < x,
1√

ξ2 − x2
ξ > x

нетрудно установить, что в этом частном случае

F ∗
1 (x) = − P0

π2
√
r20 − x2

; σ∗ (x) =
P0

π2
√
r20 − x2

+ δ0 (−a < x < a) .

Далее, из условий равновесия (10) для приведённого жёсткого смещения δ0 по-
лучим:

δ0 =
P0

2πa

[
1− 2

π
arcsin

(
a

r0

)]
.

Тогда, используя значение интеграла [14,15]

a∫
r

2sds√
(s2 − r2) (r02 − s2)

=
π

2
− arcsin

r0
2 + r2 − 2a2

r02 − r2
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для истинных напряжений получим выражение:

σ (r) =
P0

2πa
√
a2 − r2

[
1− 2

π
arcsin

(
a

r0

)
+

2a
√
r20 − a2

π (r20 − r2)

]
(0 < r < a) .

Коэффициент интенсивности разрушающих напряжений на окружности r = a
при этом будет даваться формулой:

KI (a) =
√
2π lim

x→a−0

√
a− rσ (r) =

P0

2a
√
πa

[
1− 2

π
arcsin

(
a

r0

)
+

2a

π
√
r20 − a2

]
.

Отсюда видно, что когда r0 → ∞, т.е. когда радиус окружности, где приложена
нагрузка, стремится к бесконечности контактные напряжения и коэффициент
интенсивности разрушающих напряжений принимают соответственно следующие
виды:

σ (r) =
P0

2πa
√
a2 − r2

(0 < r < a) ; KI (a) =
P0

2a
√
πa
,

которые соответствуют значениям контактных напряжений и коэффициента ин-
тенсивности разрушающих напряжений в случае, когда нагрузка с равнодейст-
вующей P0 приложена на бесконечности и точностью совпадают с результатами,
приведёнными в монографии [16] для осесимметричного гладкого контакта двух
тел, когда они изготовлены из одного и того же материала.

5 Решение определяющей системы уравнений в
общем случае

Теперь построим решение системы определяющих уравнений (9) в общем
случае. Для этого, как и выше, умножим второе уравнение (9) на −i, просумми-
руем с первым и при помощи замены переменных {x, t} = {aη, aξ} перейдём на
интервал (−1, 1). В итоге, введя обозначения

χ (η) =
1

P0
[σ∗ (aη)− iτ∗ (aη)] ; δ∗ =

δ0
P0

;

a∗ =
B−

A+
; F (η) =

1

P0
[f∗1 (aη)− if∗2 (aη)] = ϕ1 (η)− iϕ2 (η) .

R1 (η, ξ) =
a

2π

[
Q22 (aη, aξ)−Q11 (aη, aξ) +

iA−

A+
(Q12 (aη, aξ)−Q21 (aη, aξ))

]
;

R2 (η, ξ) = − a

2π

[
Q22 (aη, aξ) +Q11 (aη, aξ) +

iA−

A+
(Q12 (aη, aξ) +Q21 (aη, aξ))

]
;
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придём к следующему сингулярному интегральному уравнению:

χ (η) +
a∗
iπ

1∫
−1

χ (ξ)

ξ − η
dξ +

1∫
−1

R1 (η, ξ)χ (ξ) dξ +

1∫
−1

R2 (η, ξ) χ̄ (ξ) dξ =

= −F (η) + δ∗ (−1 < x < 1) ,

(26)

которое нужно рассматривать при условии (13). Заметим, что аналогичные
уравнения были получены в работе [9], в случае когда кусочно-однородное рав-
номерно слоистое пространство расслаблено периодической системой круговых
дискообразных межфазных трещин или включений. Следуя этой работе, решение
уравнения (23) представим в виде суммы двух функций χ (η) = δ∗χ1 (η) + χ2 (η),
где χj (η) (j = 1, 2) – решения интегрального уравнения (23), когда его правая
часть соответственно равна −F (η) и 1. Тогда из условия (13) для определения
приведённого жёсткого смещения δ∗, которое является одним из важных меха-
нических характеристик задачи, как и в [9], получим следующую формулу:

δ∗ =
1− I2
I1

; Ij = π

1∫
−1

χj (η) dη (j = 1, 2) . (27)

Решение уравнения (23) при условии (13) построим методом механических
квадратур. С этой целью, учитывая особенность решения в концевых точках
трещин, полученное выше, функции χj (η) (j = 1, 2) представим в виде:

χj (η) = χ∗
j (η)ω (η) (j = 1, 2) , (28)

где функция ω (η) та же самая, что и выше, а χ∗
j (η) (j = 1, 2)– непрерывные

функции, ограниченные вплоть до концов отрезка [−1, 1].

Подставляя представления функций χj (η) (j = 1, 2) из (25) в (23) и (13),
используя соотношения, приведённые в [17], по стандартной процедуре, для каж-
дой из правых частей, придём к системе из 2n алгебраическиx уравнений относи-
тельно значений χ∗

j (ξi) и χ̄∗
j (ξi)

(
j = 1, 2; i = 1, n

)
. После определения χ∗ (ξi) при

помощи интерполяционного многочлена Лагранжа восстанавливаются функции
χj (η) и определяются все необходимые величины, характеризующие напряжённо-
деформированное состояние в кусочно-однородном равномерно слоистом прос-
транстве. В частности, для определения безразмерных комплексных коэффи-
циентов интенсивности приведенных разрушающих напряжений в концевых точ-
ках трещин получим формулу:

KI [a]− iKII [a] =
√
2π lim

η→1−0
(1− η)

1/2+iβ
χ∗ (η) =

=
2iβπ (1/2− iβ) Γ (1− iβ) [δ∗χ

∗
1 (1) + χ∗

2 (1)]

Γ (3/4− iβ)
.
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6 Численные результаты
Проведён численный расчёт и изучены закономерности изменения безраз-

мерных комплексных коэффициентов интенсивности приведённых разрушающих
напряжений в концевых точках трещин и приведённого жёсткого смещения δ∗ в
зависимости от параметра l = h/a и отношения упругих харак¬теристик µ1/µ2 =
µ в случае, когда на берега трещин действует равномерно распределённая по
окружности r = r0 > a нагрузка величины P0. При этом, функция F (η),
входящая в правую часть уравнения (23), будет даваться формулой:

F (η) = − 1

π2
√
η20 − η2

+
1

lπ2

∞∫
0

K∗
11 (β) J0

(
η0β

l

)
cos

(
ηβ

l

)
dβ−

− iA−

lπ2A+

∞∫
0

K∗
21 (β) J0

(
η0β

l

)
sin

(
ηβ

l

)
dβ.

При вычислительных работах принято также ν1 = 0.3, ν2 = 0.25 и η0 = 2.
Результаты вычислительных работ приведены в виде таблиц и фигур. В

таблицах 1 и 2 приведены значения модуля комплексного коэффициента интен-
сивности разрушающих напряжений в зависимости от параметров µ и l соответ-
ственно в случаях, когда l = 2 и µ = 2.

µ 0.1 0.5 1 3 5 50 100 120
|K (a)| 0.3141 0.2984 0.2962 0.3160 0.3303 0.3766 0.3807 0.3807

Таблица 1

µ 0.5 1 2 4 7 10
|K (a)| 0.2719 0.2942 0.3051 0.3058 0.3063 0.3065

Таблица 2

Они показывают, что модуль комплексного коэффициента интенсивности раз-
рушающих напряжений при увеличении параметра µ сначала убывает, а затем
возрастает, стремясь к определённому пределу. При увеличении же параметра
l модуль комплексного коэффициента интенсивности разрушающих напряжений
монотонно возрастает, стремясь к определённому пределу.

На Фиг. 2 приведены графики зависимости приведённого жёсткого смещения
соответственно от параметра µ при l = 2 и параметра l при µ = 2. Из них видно,
что при увеличении параметра µ приведённое жёсткое смещение уменьшается,
стремясь к определённому пределу, соответствующему случаю, когда первый
слой жёсткий. В случае же, когда увеличивается высота слоёв, при постоянном
радиусе контактной зоны, приведённое жёсткое смещение сначала возрастает,
а затем уменьшается стремясь к определённому пределу, соответ-ствующему
случаю двухкомпонентного пространства.
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Фиг. 1

Заключение

Таким образом, в работе получено эффективное решение задачи об осесим-
метричном напряжённом состоянии кусочнооднородного, равномерно слоистого
пространства с периодической системой круговых кольцеобразных полубеско-
нечных, параллельных межфазных трещин. Получены простые формулы для
определения важных механических характеристик задачи, каковыми являются
контактные напряжения и модуль их комплексного коэффициента интенсивности.
В случае, когда высота слоёв стремится к бесконечности, при помощи предельного
перехода, получена определяющая система сингулярных интегральных уравнений
задачи для двухкомпонентного пространства с круговой полубесконечной коль-
цеобразной межфазной трещиной и построено её точное решение. При помощи
численного анализа выявлены закономерности изменения модуля комплексного
коэффициента интенсивности разрушающих напряжений и жёсткого смещения
слоёв в зависимости от физикомеханических и геометрических характеристик
задачи.
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Optimal boundary control of string vibrations with given values of the
velocities of the points at the intermediate moments of time

Barseghyan V. R.

Keywords: string vibrations, boundary control, optimal control of vibrations, intermediate conditions,

separation of variables

We consider the problem of optimal boundary control for the equation of string vibrations with

given initial and �nal conditions and given velocities of the points of the string at intermediate

moments of time and with a quality criterion speci�ed over the entire time interval. Using the

method of separation of variables and methods of optimal control theory with multipoint intermediate

conditions, optimal boundary controls are constructed for arbitrary numbers of the �rst harmonics.

As an application of the proposed constructive approach, an optimal boundary control is constructed

with given values of the velocities of the points of the string at some intermediate moments of time.

Ezrayin te�a�oxow�yownnerov lari tatanowmneri �ptimal �ekavarowm�,

erb �amanaki mijankyal paherin trva� en lari keteri aragow�yownner�

Barse�yan V. �.

Himnaba�er. lari tatanowm, ezrayin �ekavarowm, tatanowmneri �ptimal �ekavarowm, mijankyal

paymanner, �o�oxakanneri anjatowm

Ditarkva� � trva� skzbnakan  verjnakan paymannerov, �amanaki mijankyal paherin lari

keteri aragow�yownneri trva� ar�eqnerov ezreri te�a�oxow�yownnerov tatanowmneri �ptimal

�ekavarman xndir�, erb oraki haytani�� trva� � ambo�j �amanakahatva�i vra: �o�oxakanneri

anjatman  mijankyal bazmaketayin paymannerov �ptimal �ekavarman tesow�yownneri kira�mamb

a�ajin kamayakan �vov harmonikneri hamar ka�owcva� � �ptimal ezrayin �ekavarowmner�: Orpes

a�ajarkva� konstrowktiv motecman kira�ow�yown ka�owcva� � �ptimal ezrayin �ekavarowm�, erb

�amanaki mijankyal or � pahi trva� en lari keteri aragow�yownner�:
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿìè

ñòðóíû ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûì, êîíå÷íûì óñëîâèÿìè è çàäàíûìè ñêîðîñòÿìè òî÷åê ñòðóíû

â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà, çàäàííûì íà âñåì ïðîìåæóòêå

âðåìåíè. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñ ìíîãîòî÷å÷íûìè ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâèÿìè, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë ïåðâûõ ãîðìîíèê

ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïðåäëîæåííîãî êîí-

ñòðóêòèâíîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíî ãðàíè÷íîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì

ñêîðîñòåé òî÷åê ñòðóíû â íåêîòîðîì ïðîìåæóòî÷íîì ìîìåíòå âðåìåíè.

Ââåäåíèå

Óïðàâëÿåìûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ðàçëè÷íûõ
òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ íàóêè. Íåîáõîäèìîñòü óïðàâëåíèÿ è îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàòåëüíûìè ïðîöåññàìè êàê ðàñïðåäåëåííûìè, òàê
è ãðàíè÷íûìè âîçäåéñòâèÿìè, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, ðåøåíèþ êîòîðîé
óäåëÿþò âíèìàíèå ìíîãèå èññëåäîâàòåëè [1-14]. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò
çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, êîãäà
íóæíî ñãåíåðèðîâàòü ñ çàðàíåå çàäàííûìè (æåëàåìûìè) ïðîìåæóòî÷íûìè ïàðà-
ìåòðàìè (ôîðìîé ïðîãèáà, ñêîðîñòüþ òî÷åê ñòðóíû è ò.ä.) êîëåáàíèÿ. Ìîäåëè-
ðîâàíèå è óïðàâëåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ êàê îáûêíîâåííûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òàê è óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè, ñ ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàåìûì íàïðàâëåíèåì
â ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ê èññëåäîâàíèÿì òàêèõ çàäà÷ ïîñâÿùåíû, â
÷àñòíîñòè, ðàáîòû [8-16]. Â ðàáîòå [12] ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷-
íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû ñî ñìåùåíèåì îäíîãî êîíöà ïðè çàêðåïëåí-
íîì äðóãîì êîíöå ñ çàäàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè. Â ðàáîòå [13] ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íîãî
óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì óñëîâèÿ-
ìè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè çàäàííûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðîãèáà. Äàííàÿ ðàáîòà ïðèìûêàåò ê ðàáîòàì [12, 13].

Öåëü äàííîé ñòàòüè ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå êîíñòðóêòèâíîãî ïîäõîäà ïîñòðî-
åíèÿ ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû ñìå-
ùåíèåì íà äâóõ êîíöàõ ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòåé òî÷åê ñòðóíû â ïðî-
ìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà, çàäàííûì íà âñåì ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè âîç-
äåéñòâèÿìè ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è, èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè, êîíå÷-
íûìè è ìíîãîòî÷å÷íûìè ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâèÿìè. Ìåòîäîì ïðîáëåì ìîìåí-
òîâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë ïåðâûõ ãîðìîíèê ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ãðàíè÷-
íûå óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà êîíêðåòíîì ïðè-
ìåðå.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü ñîñòîÿíèå ðàñïðåäåëåííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû (ìàëûå ïîïåðå÷íûå
êîëåáàíèÿ íàòÿíóòîé ñòðóíû), ò.å. îòêëîíåíèÿ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïèñûâà-
þòñÿ ôóíêöèåé Q (x, t), 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T , êîòîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðè 0 < x < l
è t > 0 âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
(1.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), 0 ≤ x ≤ l (1.2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Q(0, t) = µ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 ≤ t ≤ T, (1.3)

ãäå ôóíêöèè µ(t) è ν(t) - ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ.

Â óðàâíåíèè (1.1) a2 =
T0
ρ
, ãäå T0 - íàòÿæåíèå ñòðóíû, ρ - ïëîòíîñòü îäíî-

ðîäíîé ñòðóíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Q (x, t) ∈ C2(ΩT ), ãäå ìíîæåñòâî
ΩT = {(x, t) : x ∈ [0, l] , t ∈ [0, T ]}.

Ïóñòü â íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè tk (k = 1, ...,m),

0 = t0 < t1 < ... < tm < tm+1 = T

çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðîãèáà ñòðóíû

∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=ti

= ψi(x), 0 ≤ x ≤ l, i = 1, ...,m. (1.4)

Çàäà÷à ãðàíè÷íîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû ñ çàäàííû-
ìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïðîãèáà (ñêîðîñòåé òî÷åê ñòðóíû) â ïðîìå-
æóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñðåäè âîçìîæíûõ
óïðàâëåíèé µ(t) è ν(t), 0 ≤ t ≤ T , òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ,
ïåðåâîäÿùèå ñèñòåìó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûì óñëîâèÿì (1.4), â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

Q(x, T ) = ϕT (x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x) = ψm+1(x), 0 ≤ x ≤ l (1.5)

è ìèíèìèçèðóþùèå ôóíêöèîíàë

T∫
0

(
µ2(t) + ν2(t)

)
dt. (1.6)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ϕ0(x) è ϕT (x) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó
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C2[0, l], à ôóíêöèè ψi(x) (i = 0, 1, . . . ,m,m+1) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó C1[0, l].
Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî âñå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñî-
âàíèÿ, êîòîðûå ïðèâåäåíû íèæå.

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê â îòäåëüíûå ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè tk (k =
1, . . . ,m) çàäàíû òîëüêî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïðîãèáà (1.4) ñòðóíû,
òî èñïîëüçîâàòü ïîäõîä ïîýòàïíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íå
öåëåñîîáðàçíî. Ïîýòîìó â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ òàêîé ïîäõîä ðåøåíèÿ ðàññìîò-
ðåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîì ó÷èòûâàåòñÿ ñïåöèôèêà ïðî-
ìåæóòî÷íûõ óñëîâèé (1.4).

2 Ñâåäåíèå çàäà÷è ê çàäà÷å ñ íóëåâûìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè

Òàê êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.3) íåîäíîðîäíû, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ñâîäèì ê çàäà÷å ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) èùåì â âèäå ñóììû

Q(x, t) = V (x, t) +W (x, t) (2.1)

ãäå V (x, t) - íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

V (0, t) = V (l, t) = 0 (2.2)

è ïðåäñòîÿùàÿ îïðåäåëåíèþ, à W (x, t) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íåîäíîðîäíû-
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

W (0, t) = µ(t), W (l, t) = ν(t). (2.3)

Ôóíêöèÿ W (x, t) èìååò âèä

W (x, t) = (ν(t)− µ(t))
x

l
+ µ(t). (2.4)

Ïîäñòàâèâ (2.1) â (1.1) è ó÷èòûâàÿ (2.4), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè
V (x, t)

∂2V

∂t2
= a2

∂2V

∂x2
+ F (x, t), (2.5)

ãäå
F (x, t) = (µ̈(t)− ν̈(t))

x

l
− µ̈(t). (2.6)

Â ñèëó íà÷àëüíûõ, ïðîìåæóòî÷íûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâåííî
(1.2), (1.4) è (1.5), ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì

V (x, 0) = ϕ0(x)− (ν(0)− µ(0))
x

l
− µ(0),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x)− (ν̇(0)− µ̇(0))
x

l
− µ̇(0),

(2.7)
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ïðîìåæóòî÷íûì óñëîâèÿì

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=ti

= ψi(x)− (ν̇(ti)− µ̇(ti))
x

l
− µ̇(ti), i = 1, . . . ,m, (2.8)

è êîíå÷íûì óñëîâèÿì

V (x, T ) = ϕT (x)− (ν(T )− µ(T ))
x

l
− µ(T ),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x)− (ν̇(T )− µ̇(T ))
x

l
− µ̇(T ).

(2.9)

Èç óñëîâèé (2.7) - (2.9), ñ ó÷åòîì (2.2), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàñî-
âàíèÿ

µ(0) = ϕ0(0), µ̇(0) = ψ0(0), ν(0) = ϕ0(l), ν̇(0) = ψ0(l), (2.10)

µ̇(ti) = ψi(0), ν̇(ti) = ψi(l), i = 1, . . . ,m, (2.11)

µ(T ) = ϕT (0), µ̇(T ) = ψT (0), ν(T ) = ϕT (l), ν̇(T ) = ψT (l). (2.12)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.10)-(2.12), óñëîâèÿ (2.7)-(2.9) çàïèøóòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâåííî:

V (x, 0) = ϕ0(x)− (ϕ0(l)− ϕ0(0))
x

l
− ϕ0(0),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x)− (ψ0(l)− ψ0(0))
x

l
− ψ0(0),

(2.13)

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=ti

= ψi(x)− (ψi(l)− ψi(0))
x

l
− ψi(0), i = 1, . . . ,m, (2.14)

V (x, T ) = ϕT (x)− (ϕT (l)− ϕT (0))
x

l
− ϕT (0),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x)− (ψT (l)− ψT (0))
x

l
− ψT (0).

(2.15)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëå-
áàíèÿìè ñòðóíû ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïðîãèáà â ïðî-
ìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ñâåäåíà ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ (2.5), (2.6) ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè (2.2) è ìèíèìèçèðóåìûì ôóíêöèîíàëîì (1.6), êîòîðàÿ ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâ-
ëåíèÿ µ0(t) è ν0(t) ïðè 0 ≤ t ≤ T , ïåðåâîäÿùèå êîëåáàíèå, îïèñûâàåìîå óðàâ-
íåíèåì (2.5) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.2) èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
(2.13) ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ (2.14) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (2.15) è ìè-
íèìèçèðóþùèå ôóíêöèîíàë (1.6).
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3 Ñâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ íóëåâûìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â çàäà÷å (2.5), (2.6) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.2) îäíîðîäíû, ïðåä-
ïîëîæåíèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñîãëàñîâàííîñòè (2.10)-(2.12) è ïðèíàäëåæíîñòü
èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé óêàçàííûì ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîñòðàíñòâàì, ñîãëàñíî
òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5) èùåì â âèäå

V (x, t) =

∞∑
k=1

Vk(t) sin
πk

l
x, ãäå Vk(t) =

2

l

l∫
0

V (x, t) sin
πk

l
xdx. (3.1)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèè F (x, t), ψi(x), (i = 0, 1, . . . ,m+ 1), ϕ0(x) è ϕT (x) â âèäå
ðÿäîâ Ôóðüå è, ïîäñòàâèâ èõ âûðàæåíèÿ âìåñòå ñ V (x, t) èç (3.1) â óðàâíåíèÿ
(2.5), (2.6) è â óñëîâèÿ (2.13)-(2.15), ïîëó÷èì

V̈k(t) + λ2kVk(t) = Fk(t), λ2k =

(
aπk

l

)2

, (3.2)

Vk(0) = ϕ
(0)
k − 2a

λkl

[
ϕ0(0)− ϕ0(l)(−1)

k
]
,

V̇k(0) = ψ
(0)
k − 2a

λkl

[
ψ0(0)− ψ0(l)(−1)

k
]
,

(3.3)

V̇k(ti) = ψ
(i)
k − 2a

λkl

[
ψi(0)− ψi(l)(−1)

k
]
, i = 1 . . . ,m, (3.4)

Vk(T ) = ϕ
(T )
k − 2a

λkl

[
ϕT (0)− ϕT (l)(−1)

k
]
,

V̇k(T ) = ψ
(T )
k − 2a

λkl

[
ψT (0)− ψT (l)(−1)

k
]
,

(3.5)

ãäå

Fk(t) =
2a

λkl

[
ν̈(t)(−1)

k − µ̈(t)
]
. (3.6)

Çäåñü ÷åðåç ψ(i)
k (i = 0, 1, . . . ,m,m + 1), ϕ(0)

k è ϕ
(T )
k îáîçíà÷åíû êîýôôèöèåíòû

Ôóðüå, ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿì ψi(x) (i = 0, 1, . . . ,m,m+ 1), ϕ0(x) è ϕT (x).

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.3) èìååò âèä

Vk(t) = Vk(0) cosλkt+
1

λk
V̇k(0) sinλkt+

1

λk

t∫
0

Fk(τ) sinλk(t− τ)dτ. (3.7)

Òåïåðü ó÷èòûâàÿ ïðîìåæóòî÷íûå (3.4) è êîíå÷íûå (3.5) óñëîâèÿ, èç (3.7) ïî-
ëó÷èì, ÷òî ôóíêöèè Fk(τ) äëÿ êàæäîãî k äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé
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ñèñòåìå ðàâåíñòâ:

T∫
0

Fk(τ) sinλk(T − τ)dτ = C̃1k(T ),

T∫
0

Fk(τ) cosλk(T − τ)dτ = C̃2k(T ),

tj∫
0

Fk(τ) cosλk(tj − τ)dτ = C̃2k(tj), j = 1, . . . ,m,

(3.8)

ãäå

C̃1k(T ) = λkVk(T )− λkVk(0) cosλkT − V̇k(0) sinλkT,

C̃2k(T ) = V̇k(T ) + λkVk(0) sinλkT − V̇k(0) cosλkT,

C̃2k(tj) = V̇k(tj) + λkVk(0) sinλktj − V̇k(0) cosλktj .

(3.9)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå ôóíêöèè Fk(t) èç (3.6) â (3.8) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,
ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.10)-(2.12), ïîëó÷èì

T∫
0

µ(τ) sinλk (T − τ) dτ −
T∫

0

ν(τ)(−1) sinλk (T − τ) dτ = C1k(T ),

T∫
0

µ(τ) cosλk (T − τ) dτ −
T∫

0

ν(τ)(−1) cosλk (T − τ) dτ = C2k(T ),

T∫
0

µ(τ)g
(1)
k (τ) dτ −

T∫
0

ν(τ)(−1)g
(1)
k (τ) dτ = C2k(t1),

. . .

T∫
0

µ(τ)g
(m)
k (τ) dτ −

T∫
0

ν(τ)(−1)g
(m)
k (τ) dτ = C2k(tm), k = 1, 2, . . . ,

(3.10)

ãäå

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k − (−1)

k
Y1k

]
,

C2k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k − (−1)

k
Y2k

]
,

C2k(tj) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(tj) +X

(j)
2k − (−1)

k
Y

(j)
2k

]
, j = 1, . . . ,m,

(3.11)
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X1k = λkϕT (0)− ψ0(0) sinλkT − λkϕ0(0) cosλkT,

X2k = ψT (0)− ψ0(0) cosλkT + λkϕ0(0) sinλkT,

Y1k = λkϕT (l)− ψ0(l) sinλkT − λkϕ0(l) cosλkT,

Y2k = ψT (l)− ψ0(l) cosλkT + λkϕ0(l) sinλkT,

X
(j)
2k = ψj(0)− ψ0(0) cosλktj + λkϕ0(0) sinλktj ,

Y
(j)
2k = ψj(l)− ψ0(l) cosλktj + λkϕ0(l) sinλktj ,

g
(j)
k (τ) =

{
cosλk(tj − τ), 0 ≤ τ ≤ tj ,

0, tj < τ ≤ T,
j = 1, . . . ,m.

(3.12)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ãàðìîíèêè äâèæåíèå (ò.å. äëÿ
êàæäîãî k = 1, 2, . . .), îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì (3.2), (3.6) ñ óñëîâèÿìè (3.3)-(3.5)
âïîëíå óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ çíà÷åíèé
ïîñòîÿííûõ C1k(T ), C2k(T ), C2k(t1), . . ., C2k(tm) â (3.11) ìîæíî íàéòè óïðàâëåíèå
µ(t) è ν(t), 0 ≤ t ≤ T , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3.10).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Hk(τ) =


sinλk (T − τ) (−1)

k+1
sinλk (T − τ)

cosλk (T − τ) (−1)
k+1

cosλk (T − τ)

g
(1)
k (τ) (−1)

k+1
g
(1)
k (τ)

. . . . . .

g
(m)
k (τ) (−1)

k+1
g
(m)
k (τ)

 ,

Ck(t1, . . . , tm, T ) =


C1k(T )
C2k(T )
C2k(t1)

...
C2k(tm)

 , U (τ) =

(
µ(τ)
ν(τ)

)
.

(3.13)

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (3.10) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

T∫
0

Hk(τ)U(τ)dτ = Ck(t1, . . . , tm, T ), k = 1, 2, . . . (3.14)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè U (τ), τ ∈ [0, T ], ïîëó÷àþòñÿ áåñêî-
íå÷íûå èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (3.14).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâî-
äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàêèõ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé µ(t) è ν(t), 0 ≤ t ≤ T , êîòîðûå
äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì (3.10) (èëè
(3.14)) è äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (1.6). Çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ ïðè ôóíêöèîíàëå (1.6) ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè (3.10) (èëè (3.14)) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà èç âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
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4 Ðåøåíèå çàäà÷è

Òàê êàê ôóíêöèîíàë (1.6) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íîðìû ëèíåéíîãî íîðìèðîâàí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, à èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (3.10) (èëè (3.14)), ïîðîæäåííûå
ôóíêöèÿìè µ(t) è ν(t), ëèíåéíû, òî çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîáëåìó ìîìåíòîâ [1,
15, 17]. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû ìîìåíòîâ.

Íà ïðàêòèêå îáû÷íî âûáèðàþòñÿ íåñêîëüêî ïåðâûõ n ãàðìîíèê óïðóãèõ êî-
ëåáàíèé è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèé, èñïîëüçóÿ ìåòîäû òåîðèè óï-
ðàâëåíèÿ êîíå÷íîìåðûìè ñèñòåìàìè. Ïîýòîìó ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è (1.6) è
(3.10) ïðè k = 1, 2, . . . , n ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ.
Äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíîé (ïðè k = 1, 2, . . . , n) ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (1.6) è
(3.10), ñëåäóÿ [17], íóæíî íàéòè âåëè÷èíû pk, qk, γik, k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m,
ñâÿçàííûå óñëîâèåì

n∑
k=1

[
pkC1k(T ) + qkC2k(T ) +

m∑
i=1

γikC1k(ti)

]
= 1, (4.1)

äëÿ êîòîðûõ

(ρ0n)
2
= min

(4.1)

T∫
0

[
h21n(τ) + h22n(τ)

]
dτ, (4.2)

ãäå

h1n(τ) =

n∑
k=1

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikg
(i)
k (τ)

]
,

h2n(τ) =

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
pk sinλk (T − τ) + qk cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γikg
(i)
k (τ)

]
.

(4.3)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí p0k, q
0
k, γ

0
ik, k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m, ìèíèìèçè-

ðóþùèõ (4.2), ïðèìåíèì ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ââåäåì
ôóíêöèþ

fn =

T∫
0

[
(h1n(τ))

2
+ (h2n(τ))

2
]
dτ+

+ βn

[
n∑

k=1

(
pkC1k(T ) + qkC2k(T ) +

m∑
i=1

γikC1k(ti)

)
− 1

]
,

ãäå βn - íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà, âû÷èñëÿÿ
ïðîèçâîäíûå ïî pk, qk, γik, k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m ôóíêöèè fn è ïðèðàâíèâàÿ ê
íóëþ, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (4.3), (3.12) è ïðèñîåäèíÿÿ ê ïîëó÷åííûì óðàâíåíèÿì
óñëîâèå (4.1), ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó 2n+mn+1 àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ñòîëüêèõ æå íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí pk, qk, γik, k = 1, . . . , n, i =

43



1, . . . ,m è βn:

n∑
j=1

Ij

[
ajkpj + bjkqj +

m∑
α=1

c
(α)
αk γαj

]
= −βn

2
C1k(T ),

n∑
j=1

Ij

[
djkpj + ejkqj +

m∑
α=1

f
(α)
αk γαj

]
= −βn

2
C2k(T ),

n∑
j=1

Ij

[
a
(i)
jk pj + b

(i)
jk jk

qj +

m∑
α=1

g
(αi)
αk γαj

]
= −βn

2
C2k(ti),

(4.4)

n∑
k=1

[
pkC1k(T ) + qkC2k(T ) +

m∑
i=1

γikC2k(ti)

]
= 1,

k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m,

ãäå

ajk =

T∫
0

sinλj (T − τ) sinλk (T − τ) dτ, bjk =

T∫
0

cosλj (T − τ) sinλk (T − τ) dτ,

c
(α)
jk =

T∫
0

g
(α)
j (τ) sinλk (T − τ) dτ, djk =

T∫
0

sinλj (T − τ) cosλk (T − τ) dτ,

ejk =

T∫
0

cosλj (T − τ) cosλk (T − τ) dτ, (4.5)

a
(i)
jk =

T∫
0

sinλj (T − τ) g
(i)
k (τ) dτ, b

(i)
jk =

T∫
0

cosλj (T − τ) g
(i)
k (τ) dτ,

f
(α)
jk =

T∫
0

g
(α)
j (τ) cosλk (T − τ) dτ, g

(αi)
jk =

T∫
0

g
(α)
j (τ) g

(i)
k (τ) dτ.

Ïóñòü âåëè÷èíû p0k, q
0
k, γ

0
ik, k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m è β0

n, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèeì
çàìêíóòîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4.4). Òîãäà, ñîãëàñíî (4.3), (4.2)
áóäåì èìåòü

h01n(τ) =

n∑
k=1

[
p0k sinλk (T − τ) + q0k cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γ0ikg
(i)
k (τ)

]
,

h02n(τ) =

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
p0k sinλk (T − τ) + q0k cosλk (T − τ) +

m∑
i=1

γ0ikg
(i)
k (τ)

]
, (4.6)
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(ρ0n)
2
=

T∫
0

[(
h01n(τ)

)2
+
(
h02n(τ)

)2]
dτ.

Ñëåäóÿ [17], îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ µ0
n(τ) è ν0n(τ) äëÿ ëþáîãî

n = 1, 2, . . . ïðåäñòàâÿòñÿ â âèäå:

µ0
n(τ) =

1

(ρ0n)
2h

0
1n(τ), ν0n(τ) =

1

(ρ0n)
2h

0
2n(τ).

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ µ0
n(τ) è ν

0
n(τ), τ ∈ [0, T ], ñîãëàñíî

ôîðìóëàì (3.12) è (4.6), çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

µ0
n(τ) =



1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

[
Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m∑
i=1

γ0ik cosλk (ti − τ)

]
, 0 ≤ τ ≤ t1

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

[
Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m∑
i=2

γ0ik cosλk (ti − τ)

]
, t1 < τ ≤ t2

. . .

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

[
Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+ γ0mk cosλk (tm − τ)

]
, tm−1 < τ ≤ tm

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
, tm < τ ≤ tm+1 = T

ν0n(τ) =



1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m∑
i=1

γ0ik cosλk (ti − τ)

]
,

0 ≤ τ ≤ t1

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1

[
Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m∑
i=2

γ0ik cosλk (ti − τ)

]
,

t1 < τ ≤ t2

. . .

1
(ρ0

n)
2

n∑
k=1

(−1)
k+1 [

Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+ γ0mk cosλk (tm − τ)

]
,

tm−1 < τ ≤ tm
1

(ρ0
n)

2

n∑
k=1

(−1)
k+1

Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
, tm < τ ≤ tm+1 = T

ãäå Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
=
[
p0k sinλk (T − τ) + q0k cosλk (T − τ)

]
.

Òåïåðü ïîñòðîèì ôóíêöèþ ïðîãèáà, ñîîòâåòñòâóþùóþ îïòèìàëüíûì óïðàâëå-
íèÿì µ0

n(τ) è ν
0
n(τ). Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâ-

ëåíèé µ0
n(τ) è ν

0
n(τ) â (3.6), à ïîëó÷åííîå äëÿ F

0
k (t) âûðàæåíèå � â (3.7), ïîëó÷èì

ôóíêöèþ V 0
k (t), t ∈ [0, T ], k = 1, . . . , n. Äàëåå, èç ôîðìóëû (3.1) áóäåì èìåòü

V 0
n (x, t) =

n∑
k=1

V 0
k (t) sin

πk

l
x, (4.7)
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à èç (2.4) ôóíêöèÿ W 0
n(x, t) èìååò âèä

W 0
n(x, t) = (ν0n(t)− µ0

n(t))
x

l
+ µ0

n(t). (4.8)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (2.1), äëÿ ïåðâûõ n ãàðìîíèê îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ïðîãèáà ñòðóíû Q0

n(x, t), ñ ó÷åòîì (4.7) è (4.8) çàïèøåòñÿ â âèäå

Q0
n(x, t) = V 0

n (x, t) +W 0
n(x, t). (4.9)

5 Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå m = 1

Äëÿ èëëþñòðàöèè âûøåèçëîæåííîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàíè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ (1.3) Q(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T (ò.å. ν(t) = 0), è â ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíò âðåìåíè
t1 (0 = t0 < t1 < t2 = T ) çàäàíû çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé òî÷åê ñòðóíû â âèäå:

∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=t1

= ψ1(x), 0 ≤ x ≤ l. (5.1)

Â ýòîì ñëó÷àå èç ôîðìóëû (3.6) ñëåäóåò Fk(t) = − 2a
λkl
µ̈(t), à ñîãëàñíî ôîðìó-

ëàì (3.10) áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

T∫
0

µ(τ) sinλk (T − τ) dτ = C1k(T ),

T∫
0

µ(τ) cosλk (T − τ) dτ = C2k(T ), (5.2)

T∫
0

µ(τ)g
(1)
k (τ) dτ = C2k(t1),

ãäå

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k

]
, C2k(T ) =

1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k

]
,

C2k(t1) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(t1) +X

(1)
2k

]
.

Ïîñòîÿííûå C̃1k(T ), C̃2k(T ), C̃2k(t1) îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóëû (3.9), à X1k, X2k,
X

(1)
2k èç (3.12).
Ïðèìåíÿÿ âûøåïðåäëîæåííûé ïîäõîä, ïîñòðîèì îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óï-

ðàâëåíèå µ0
n(τ) ïðè n = 1 (ñëåäîâàòåëüíî k = 1).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ âåëè÷èí p1, q1, γ11, è β1, ñîãëàñíî (4.5) è (4.6),
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áóäåì èìåòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

a11p1 + b11q1 + c
(1)
11 γ11 = −β1

2
C11(T ), d11p1 + e11q1 + f

(1)
11 γ11 = −β1

2
C21(T ),

a
(1)
11 p1 + b

(1)
11 q1 + g

(11)
11 γ11 = −β1

2
C21(t1), C11(T )p1 + C21(T )q1 + C21(t1)γ11 = 1

(5.3)

ãäå

a11 =

T∫
0

sinλ1 (T − τ) sinλ1 (T − τ) dτ =
T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T,

b11 = d11 =

T∫
0

cosλ1 (T − τ) sinλ1 (T − τ) dτ =
1

2λ1
sin2λ1T,

a
(1)
11 = c

(1)
11 =

T∫
0

g
(1)
1 (τ) sinλ1 (T − τ) dτ =

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T +

t1
2
sinλ1 (T − t1) ,

e11 =

T∫
0

cosλ1 (T − τ) cosλ1 (T − τ) dτ =
T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T,

b
(1)
11 = f

(1)
11 =

T∫
0

g
(1)
1 (τ) cosλ1 (T − τ) dτ =

1

2λ1
sinλ1t1 cosλ1T +

t1
2
cosλ1 (T − t1) ,

g
(11)
11 =

T∫
0

g
(1)
1 (τ) g

(1)
1 (τ) dτ =

t1
2
+

1

4λ1
sin 2λ1t1.

Äëÿ ïðîñòîòû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî t1 = 4
l

a
, T = 8

l

a
. Òîãäà, ñ ó÷åòîì λ1 =

aπ

l
ïîëó÷èì t1λ1 = 4π, Tλ1 = 8π, λ1(T − t1) = 4π, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì èìåòü

a11 = e11 =
4l

a
, b11 = d11 = a

(1)
11 = c

(1)
11 = 0, b

(1)
11 = f

(1)
11 = g

(11)
11 =

2l

a
.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.3) äëÿ âåëè÷èí p1, q1, γ11, ïîëó÷èì

p01 =
A

2
C11(T ), q01 = A [C21(T )− C21(t1)] , γ011 = −A [C21(T )− 2C21(t1)] ,

ãäå

A−1 =
1

2
C2

11(T ) + C2
21(t1) + [C21(T )− C21(t1)]

2
,

C11(T ) =
l

2a
(V1(T )− V1(0)) +

ϕT (0)− ϕ0(0)

λ1
,

47



C21(T ) =
l

2aλ1

(
V̇1(T )− V̇1(0)

)
+
ψT (0)− ψ0(0)

λ21
,

C21(t1) =
l

2aλ1

(
V̇1(t1)− V̇1(0)

)
+
ψT (0)− ψ0(0)

λ21
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå µ0
1(τ) çàïèñûâàåòñÿ â âè-

äå:

µ0
1(τ) =


1

(ρ0
1)

2

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ) + γ011 cosλ1 (t1 − τ)

]
, 0 ≤ τ ≤ t1,

1
(ρ0

1)
2

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ)

]
, t1 < τ ≤ T,

ãäå

(ρ01)
2
=

t1∫
0

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ) + γ011 cosλ1 (t1 − τ)

]2
dτ+

+

T∫
t1

[
p01 sinλ1 (T − τ) + q01 cosλ1 (T − τ)

]2
dτ.

Äàëåå, ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì (4.7)-(4.9), áóäåì èìåòü

Q0
1(x, t) = V 0

1 (x, t) +W 0
1 (x, t) = V 0

1 (t) sin
π

l
x+

(
1− x

l

)
µ0
1(t).

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óï-
ðàâëåíèÿ ïðîöåññîì êîëåáàíèé îäíîðîäíîé ñòðóíû ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ òî÷åê
ñòðóíû â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà, çàäàííûì
íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî
óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ôóðüå âìåñòî ìåòîäà
Äàëàìáåðà, äîïóñêàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà äðóãèå íåîäíîìåðíûå êîëåáàòåëüíûå
ñèñòåìû.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա Том 74, № 1, 2021 Механика

УДК 539.376 http://doi.org/10.33018/74.1.4

ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ НА ДИССИПАТИВНЫЕ СВОЙСТВА
ГРУНТОВ

Петросян Т. Л.

Ключевые слова: гистерезис, диссипация, ползучесть, периодическое нагружение

Influence of temperature on the dissipative properties of soils

Petrosjan T. L.

Keywords: hysteresis, dissipation, creep, periodic loading
In order to study the effect of temperature changes on the dissipative properties of soils, a certain

temperature function is introduced under the integral sign in the equation of the theory of heredity
and at the same time takes into account the dependence of the elastic modulus on temperature. As a
result, on the basis of experimental data on the thermal creep of soils, an expression was obtained for
determining the hysteresis energy losses with periodic voltage changes depending on the temperature
change.

Ջերմաստիճանի ազդեցությունը գրունտների դիսիպատիվ հատկությունների վրա

Պետրոսյան Տ .Լ.

Հիմնաբառեր. հիստերեզիս, ցրում, սողք, պարբերական բեռնավորում

Գրունտների դիսիպատիվ հատկությունների ջերմաստիճանից կախվախության ուսումնասիրման նպա֊

տակով սողքի ժառանգականության տեսության հավասարման մեջ ինտեգրալի նշանի տակ մտցված է որոշակի

ջերմաստիճանային ֆունկցիա և միաժամանակ հաշվի է առնված առաձգականության մոդուլի կախվածութ֊

յունը ջերմաստրճանից։ Արդյունքում գրունտների ջերմոսողքի փորձարարական տվյալների հիման վրա ստաց֊

ված է պարբերական բեռնավորման ժամանակ, կախված ջերմաստիճանից, հիստերեզիսային էներգետիկ կո֊

րուստների որոշման համար արտահայտություն։

В работе с целью исследования влияния изменений температуры на диссипативные свойства
грунтов под знак интеграла в уравнении теории наследственности вводится некоторая функция
температуры и одновременно учитывается зависимость модуля упругости от температуры. В
результате чего на основе экспериментальных данных о термоползучести грунтов получено
выражение для определения гистерезисных энергетических потерь при периодических измене-
ниях напряжения в зависимости от изменения температуры.
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Введение

Во многих работах ([1 - 4] и др.) при исследовании рассеяния механической
энергии и затухания собственных колебаний делается попытка найти связь между
рассеянием энергии и параметрами характеристик материала. В работе [5] по-
казано, что рассеяние энергии от цикла к циклу существенно изменяется, а
параметры нагружения сильно влияют на величину коэффициента поглощения.
В работе [6] на основе данных о ползучести грунта при использовании теории
старения и теории наследственности построены петли гистерезиса в сравнении
с экспериментальными данными при малоцикловой ползучести, и на примере
грунтов показано, что теория наследственности, в общем, может быть рекомен-
дована для описания поглощения энергии. В работе [7] дан анализ зависимости
коэффициента поглощения от периода циклических нагружений, степени асим-
метрии цикла и от номера цикла для материала, деформирующегося согласно
линейной теории наследственности. В рассмотренных работах не учитываются
условия (температура, влажность, старение и др.), воздействие которых приводит
к изменению деформационных и диссипативных свойств материалов.

При проектировании и расчёте конструкций, элементы которых представляют
собой материалы с ярко выраженными реологическими свойствами (ползучесть,
релаксация напряжений, диссипация), часто возникает необходимость знания о
влиянии вышеуказанных условий на поведение материалов.

Можно отметить ряд работ [8, 9, 10], посвящённых экспериментальному ис-
следованию влияния температуры на проч¬ност¬ные и диссипативные свойства
металлов, сплавов и полимерных материалов. В них получено, что повышение
температуры металлов и сплавов приводит к увеличению коэффициента погло-
щения, причём, при высоких температурах наблюдаются пики коэффициента
Ψ, которые соответствуют различным темпера¬турам для разных металлов. В
работе [10] исследовались втулки из полиуретана, выполненные из трёх химичес-
ких систем, в диапазоне температур от −400C до +600C. Из диаграмм K = f(T )
видно, что все исследуемые типы нестабильны по коэффициенту потерь во всем
диапазоне температур.

Влияние изменения температуры на поведение материалов обычно исследуют
с помощью температурно-временной аналогии [12, 13, 14, 15]. Принцип темпера-
турно-временной аналогии состоит в том, что в уравнение состояния вводится
приведённое время, которое приводит лишь к изменению масштаба времени,
вследствие чего можно рассматривать термореологические тождественные про-
цессы. Анализ вышеприведённых работ показывает, что при исследовании влия-
ния температуры на деформационные свойства материалов с помощью наслед-
ственной теории вязкоупругой среды, подобный подход часто оказывается не-
удобным, поскольку для неизотермических процессов вычисления весьма затруд-
нительны, а для нелинейных процессов фактор температурного сдвига зависит
как от температуры, так и от напряжения [12, 13]. Это приводит к введению в
определяющие уравнения большого числа неизвестных параметров.

В работе [16] предлагается иной подход к исследованию деформаций наслед-
ственных вязкоупругих сред при разных температурах. В определяющее уравне-
ние, предложенное в [17], вводится некоторая функция f(T ), после чего уравнение
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записывается в виде

φ(ε) = σ(t) +

t∫
0

K(t− τ)σ(τ)f [T (t), T (τ)]dτ

где φ (ε)– уравнение кривой мгновенного деформирования.
Согласно данным, приведённым в [16], поведение материала зависит лишь

от температуры в данный момент времени. Поэтому, далее функция f [T (τ)] в
уравнении не рассматривается.

Постановка задачи
Целью данной работы является исследование влияния изменений темпера-

туры на диссипативные свойства грунтов. Для этого в уравнении теории на-
следственности под знак интеграла введём некоторую функцию температуры
F [θ(t)] (по аналогии с работой [16]), одновременно учитывая зависимость модуля
упругости E от температуры θ [18]. В итоге, основываясь на экспериментальных
данных о термоползучести грунтов, должны получить выражение для опре-
деления гистерезисных энергетических потерь при периодических изменениях
напряжения в зависимости от изменения температуры.

1 Решение
Пусть деформация ползучести при напряжении σ = 1 (мера ползучести)

описывается формулой [19]

C(t) = C0(1− e−αt) + νt, (1.1)

где C0, α и ν – параметры ползучести.
Для описания деформаций при переменных напряжениях σ(t), согласно теории

наследственности с учётом изменения температуры будем иметь [16,18]:

ε(t) =
σ(t)

E(θ)
+

t∫
0

F [θ(t)]σ(τ)[C0αe
−α(t−τ) + ν]dτ, (1.2)

где E(θ) – функция зависимости модуля упругости от температуры, F (θ)–функция
температуры.

Виды функций E(θ) и F (θ), которые использовались в настоящей работе,
представлены в работе [20], в которой они были получены при различных фик-
сированных температурах для глинистых грунтов в рамках исследований мгно-
венной компрессионной деформации и их модулей и компрессионной термопол-
зучести:

E(θ) = E0 − βθ, (1.3)

F (θ) = θm. (1.4)
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Соотношение (1.3) получено путём аппроксимации экспериментальной кривой,
приведённой в работе [20] (рис.4.1б, стр. 108).

Рассмотрим действие циклического нагружения

σ(t) = σ0[sin(ωt+ φ0) + λ], (1.5)

где ω – циклическая частота, φ0 – начальная фаза, λ – постоянная, определяющая
степень асимметрии циклического нагружения.

Для определения площади петли гистерезиса, представляющей собой энергию
∆W (n), рассеянную за один цикл, используется формула [4]

∆W (n, θ) =

T (n+1)∫
Tn

σ(t)
∂ε(t)

∂t
dt, (1.6)

где T =
2π

ω
– период цикла, n – номер цикла.

Для определения полной механической энергии W (n), затраченной за один
цикл деформирования, используем формулу [6,7]

W (n, θ) =

T (n+ 1
2 )∫

Tn

σ(t)
∂ε(t)

∂t
dt. (1.7)

Коэффициент поглощения ψ(n, θ) определяется [3]

ψ(n, θ) =
∆W (n, θ)

W (n, θ)
. (1.8)

Используя (1.2), (1.5) и (1.8), согласно теории наследственности, после ряда
преобразований получим выражение для ψ(n, θ) в изотермических условиях при
разной температуре:

ψ(n, θ) = θm{C0e
−αTn(1− e−αT )[

α2

(α2 + ω2)
2 (α

2sin2ϕ0 − ω2cos2ϕ0)+

+
2λα2 sinϕ0

α2 + ω2
+ λ2] +

C0πωα

α2 + ω2
+
πν(1 + λ2)

ω
}/

/{θmC0e
−αTn(

α2 sinϕ0 − αω cosϕ0

α2 + ω2
+ λ)[

α2 sinϕ0 + αω cosϕ0

α2 + ω2

(1 + e−αT/2) + λ(1− e−αT/2)]− 2θmC0λ

α2 + ω2
(α2 sinϕ0 − αω cosϕ0)+

+
θmC0αωπ

2(α2 + ω2)
+
νθm

ω
(
π

2
+ λ2π + 4λ cosϕ0)−

2λ sinϕ0

E0 − βθ
}

(1.9)

Ниже рассматривается графическое представление зависимости коэффициен-
та поглощения ψ от ряда характеристик согласно формуле (1.9) в условиях, когда
φ0 = −π/2, ν = 0, при следующих данных, полученных для глины [6,7], E0 = 21.5
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МПа, α = 0.8 1
сут C0 = 0.00955 и m = 0.45.

Фиг. 1: Кривые зависимости ψ(n, θ) от n при разных температурах θ (λ = 1)

Фиг. 2: Графики зависимости коэффициента поглощения ψ от температуры θ,
при разных циклах нагружениях

Фиг. 3: Поверхности в координатах ψ − n − θ при разных значениях степени
асимметрии λ
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На Фиг. 1 в качестве примера приведены графики зависимости коэффициента
диссипации ψ от номера цикла n в изотермических условиях при разных темпе-
ратурах, построенные по формуле (1.9) (при λ = 1).

На Фиг. 2 приведены графики зависимости коэффициента диссипации ψ от
температуры θ для разных циклов нагрузки-разгрузки.

На Фиг. 3 приведены поверхности, описывающие зависимость коэффициента
ψ от номера цикла n и температуры θ при разных значениях степени асимметрии
λ.

Заключение

Как можно заключить из данных, приведённых на фиг. 2 и 3, коэффициент
диссипации у глинистого грунта с возрастанием температуры растёт, а чем выше
номер цикла нагружения, тем ниже коэффициент диссипации.
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ЭНЕРГETИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ И ВАРИАЦИОННЫЕ
ПРИНЦИПЫ МОДЕЛИ ОБОЛОЧЕК НА ОСНОВЕ МОМЕНТНОЙ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ С ДЕФОРМАЦИОННОЙ КОНЦЕПЦИЕЙ

«СДВИГ ПЛЮС ПОВОРОТ»

Саркисян С. О.

Ключевые слова: модель оболочки, моментная теория, деформационная концепция «сдвиг
плюс поворот», энергетические теоремы, вариационные принципы

Energy theorems and variation principles of the shell model based on the
momental theory of elasticity with the deformation concept “shear plus

rotation”

Sargsyan S. H.

Keywords: shell model, moment theory, deformation concept “shear plus rotation”, energy theorems,
variation principles
In this paper for the model of a thin shell, which obeys the deformation concept of “shear plus

rotation” and which is built using the moment theory of elasticity, energy theorems are proved and
variation principles of Lagrange and Castiliano type are established.

«Սահք գումարած պտույտ» դեֆորմացիոն կոնցեպցիայով օժտված մոմենտային

առաձգականության տեսությամբ թաղանթների մոդելի էներգետիկ թեորեմները և

վարիացիոն սկզբունքներըրը

Սարգսյան Ս. Հ.

Հիմնաբառեր. թաղանթի մոդել, մոմենտային տեսություն, «սահք գումարած պտույտ» դեֆորմացիոն կոնցեպ֊

ցիա, էներգետիկ թեորեմներ, վարիացիոն սկզբունքներ

Աշխատանքում, բարակ թաղանթի այն մոդելի համար, որն օժտված է «սահք գումարած պտույտ» դե֊

ֆորմացիոն կոնցեպցիայով և որը կառուցված է առաձգականության մոմենտային տեսության հիման վրա, ա֊

պացուցվում են էներգետիկ թեորեմները և հաստատվում են Լագրանժի ու Կաստիլիանոյի տիպի վարիացիոն

սկզբունքները։

В работе для модели тонкой оболочки, которая подчиняется деформационной концепции
«сдвиг плюс поворот» и которая построена на основе моментной теории упругости, доказыва-
ются энергетические теоремы и устанавливаются вариационные принципы типа Лагранжа и
Кастилиано.

58



Введение
Энергeтические теоремы, методы и вариационные принципы статики для ли-

нейно деформируемых систем составляют основу механики деформируемого твёр-
дого тела. Эти теоретические разделы в классической теории упругости и строи-
тельной механике [1-4] получили всеобщие признания, нашли широкие приме-
нения и в теории оболочек и пластин [4-6]. Энергетические теоремы, методы
и вариационные принципы установлены также в моментной теории упругости
с независимыми полями перемещений и вращений [7]. Важность вариационных
принципов стало ясно благодаря развитию метода конечных элементов и, в итоге,
они стали мощным средством при математической формулировке этого метода.

В работах [8,9] на основе метода гипотез, который имеет асимптотическое
обоснование, построена прикладная модель оболочек в рамках моментной теории
упругости с независимыми полями перемещений и вращений, с деформационной
концепцией «сдвиг плюс поворот» (иначе, эту модель можно назвать также мо-
ментно-мембранной моделью оболочек).

В данной работе для указанной моментно-мембранной модели оболочек [8,9]
устанавливаются энергетические теоремы и вариационные принципы типа Лаг-
ранжа и Кастилиано. На основе вариационного принципа Кастилиано для мо-
ментно-мембранной модели оболочек выводятся соотношения неразрывности де-
формации (условия сплошности и гладкости) срединной поверхности оболочки.

1 Постановка задачи
В работе [8], принимая за основу трёхмерные уравнения моментной теории

упругости с независимыми полями перемещений и вращений, формируются ги-
потезы, которые имеют асимптотическую обоснованность, построена модель обо-
лочки с деформационной концепцией «сдвиг плюс поворот» (моментно-мембран-
ная теория оболочек), уравнения которой имеют вид:

Уравнения равновесия

1

AiAj

∂(AjTii)

∂αi
+

1

AiAj

∂(AiSji)

∂αj
+

1

AiAj

∂Ai

∂αj
Sij −

1

AiAj

∂Aj

∂αi
Tjj +

Ni3

Ri
=

= −(p+i − p−i ),

T11

R1
+

T22

R2
− 1

A1A2

∂(A2N13)

∂α1
− 1

A1A2

∂(A1N23)

∂α2
=

(
p+3 − p−3

)
,

1

AiAj

∂(AjLii)

∂αi
+

1

AiAj

∂(AiLji)

∂αj
+

1

AiAj

∂Ai

∂αj
Lij −

1

AiAj

∂Aj

∂αi
Ljj+

+
Li3

Ri
+ (−1)

j
Nj3 = −(m+

i −m−
i ) + (−1)

j
h(p+j + p−j ),

L11

R1
+

L22

R2
− 1

A1A2

∂(A2L13)

∂α1
− 1

A1A2

∂(A1L23)

∂α2
− (S12 − S21) =

= (m+
3 −m−

3 ),

(1.1)

i 6= j = 1, 2;
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Соотношения упругости

Tii =
2h

1− ν2
(Γii + νΓjj), Sij = 2h [(µ+ α)Γij + (µ− α)Γji] ,

Ni3 = 2G∗hΓi3, Lii = 2h
2γ

β + 2γ
[2(β + γ)kii + βkjj ],

Lij = 2h [(γ + ε)kij + (γ − ε)kji] , Li3 = 2Bhki3,

(1.2)

i 6= j = 1, 2;

Геометрические соотношения

Γii =
1
Ai

∂ui

∂αi
+

1
AiAj

∂Ai

∂αj
uj +

w

Ri
,

Γij =
1
Ai

∂uj

∂αi
− 1

AiAj

∂Ai

∂αj
ui + (−1)

i
Ω3,

Γi3 =
1
Ai

∂w

∂αi
− ui

Ri
+ (−1)

j
Ωj ,

kii =
1
Ai

∂Ωi

∂αi
+

1
AiAj

∂Ai

∂αj
Ωj +

Ω3

Ri
, kij =

1
Ai

∂Ωj

∂αi
− 1

AiAj

∂Ai

∂αj
Ωi,

ki3 =
1
Ai

∂Ω3

∂αi
− Ωi

Ri
,

(1.3)

i 6= j = 1, 2.

Здесь Tii, Sij , Ni3- усилия; Lii, Lij , Li3− моменты от моментных напряжений;
Γii, Γij , Γi3− деформации; kii, kij , ki3−изгибы-кручения срединной поверхно-
сти оболочки; ui, w−перемещения, Ωi, Ω3−свободные повороты точек срединной
поверхности оболочки; p±i , p±3 , m±

i , m±
3 −усилия и моменты, приложенные на

лицевых поверхностях (z = ±h) оболочки; Ai, Ri−коэффициенты первой квад-
ратичной формы и главные радиусы кривизны срединной поверхности оболочки;
α1, α2−представляют собой линии главных кривизн срединной поверхности обо-
лочки. Все величины в уравнениях (1.1)-(1.3) являются функциями от (α1, α2).

Следует сказать, что когда известны усилия и моменты (Tii, Sij , Ni3, Lii,
Lij , Li3), напряжения (σii, σij , σi3) и моментные напряжения (µii, µij , µi3) будут
определяться по формулам [8]:

σii =
Tii

2h
, σij =

Sij

2h
, σi3 =

Ni3

2h
,

µii =
Lii

2h
, µij =

Lij

2h
, µi3 =

Li3

2h
,

т.е. они распределены по толщине оболочки равномерным образом (имея в виду
эти свойства распределения напряжений и моментных напряжений), приклад-
ная модель моментных оболочек с деформационной концепцией «сдвиг плюс по-
ворот» была названа также иначе: «прикладная модель моментно-мембранных
оболочек».

К системе уравнений (1.1)-(1.3) прикладной модели моментно-мембранных
оболочек следует присоединить граничные условия.
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На части границы Γ′ области срединной поверхности оболочки (S), где заданы
усилия и моменты, граничные условия имеют вид (например, для края, совпа-
дающего с координатной линией α2):

T11 = T ∗
11, S12 = S∗

12, N13 = N∗
13,

L11 = L∗
11, L12 = L∗

12, L13 = L∗
13.

(1.4)

На части границы Γ′′ области срединной поверхности оболочки (S), где зада-
ны перемещения и свободные повороты, граничные условия будут выражаться
следующим образом:

u1 = u∗
1, u2 = u∗

2 w = w∗,

Ω1 = Ω∗
1, Ω2 = Ω∗

2, Ω3 = Ω∗
3.

(1.5)

Могут иметь место также граничные условия смешанного вида. Таким обра-
зом, уравнения (1.1)-(1.3) и граничные условия (1.4), (1.5) представляют собой
моментно-мембранной прикладной моделью оболочек. Отметим, что в работе [9]
выведены соотношения неразрывности деформаций (соотношения сплошности
и гладкости) срединной поверхности моментно-мембранной прикладной модели
оболочек.

Теперь, наша цель для моментно-мембранной прикладной модели оболочек
(1.1)-(1.5) установить энергетические теоремы и вариационные принципы.

2 Энергетические теоремы

Рассмотрим напряжённое состояние (Tii, Sij , Ni3, Lii, Lij , Li3, i 6= j = 1, 2)
и соответствующее ему деформированное состояние (Γii, Γij , Γi3, kii, kij , ki3,
i 6= j = 1, 2) моментно-мембраной прокладной модели оболочек, которые удовле-
творяют основным уравнениям (1.1)-(1.3). Система уравнений равновесия (1.1)
состоит из 6-ти уравнений, эти уравнения, умножая, соответственно, на u1, u2,
w, Ω1, Ω2, Ω3, суммируем полученные выражения и результат интегрируем по
области (S) срединной поверхности оболочки, после некоторых преобразований
приходим к уравнению закона сохранения энергии (т.е. к теореме типа Клапей-
рона): ∫∫

(S)

W0A1A2dα1dα2 =
1

2
A0, (2.1)

где W0– поверхностная плотность потенциальной энергии деформации оболочки,
а 1

2A0– работа приложенных к оболочке внешних усилий и моментов:

W0 =
1

2
(T11Γ11 + T22Γ22 + S12Γ12 + S21Γ21 +N13Γ13 +N23Γ23+

+ L11k11 + L22k22 + L12k12 + L21k21 + L13k13 + L23k23),
(2.2)
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A0 =

∫∫
(S)

[(
p+1 − p−1

)
u1 +

(
p+2 − p−2

)
u2 +

(
p+3 − p−3

)
w+

+
((
m+

1 −m−
1

)
− h

(
p+2 + p−2

))
Ω1 +

((
m+

2 −m−
2

)
+ h

(
p+1 + p−1

))
Ω2+

+
(
m+

3 −m−
3

)
Ω3

]
A1A2dα1dα2 +

∫
Γ

[(T11u1 + S12u2 +N13w + L11Ω1 +

+L12Ω2 + L13Ω3)A2dα2 − (S21u1 + T22u2 +N23w + L21Ω1 +

+L12Ω2 + L23Ω3)A1dα1] ,

(2.3)

где (Γ)– контур области срединой поверхности оболочки (S).

Учитывая соотношения упругости (1.2), плотность потенциальной энергии де-
формации оболочки W0 можем представить в виде:

W0 =
1

2
2h

[
E

1− ν2
(Γ2

11 + Γ2
22 + 2νΓ11Γ22) + (µ+ α) (Γ2

12 + Γ2
21)+

+ 2(µ− α)Γ12Γ21 +G∗(Γ2
13 + Γ2

23) +
4γ(β + γ)

β + 2γ
(k211 + k222)+

+
4γβ

β + 2γ
k11k22 + (γ + ε)(k212 + k221) + 2(γ − ε)k12k21 +B(k213 + k223)],

(2.4)

которая из себя представляет положительно определённую квадратичную форму.

На основании закона сохранения энергии (2.1), для модели моментно-мемб-
ранных оболочек известным способом можем доказать, что краевая задача (1.1)-
(1.5) имеет только единственное решение (т.е. для рассматриваемой модели обо-
лочек имеет местo теорема типа Кирхгофа).

Рассмотрим для моментно-мембранной модели (областью S и контуром Γ)
два состояния равновесия, называемые соответственно I и II, характеризуемые
величинами uI

1, uI
2, wI , ΩI

1, ΩI
2, ΩI

3, T I
11, . . ., LI

23, ΓI
11, . . ., kI23, вызванными усилиями

и моментами (pI+1 + pI−1 ), . . ., (mI+
3 +mI−

3 ), а также, uII
1 , uII

2 , wII , ΩII
1 , ΩII

2 , ΩII
3 ,

T II
11 , . . ., LII

23, ΓII
11, . . ., kII23 , вызванными усилиями и моментами (pII+1 + pII−1 ), . . .,

(mII+
3 +mII−

3 ).

Прежде всего справедливо тождество

T I
11Γ

II
11 + T I

22Γ
II
22 + ...+ LI

23k
II
23 = T II

11 Γ
I
11 + T II

22 Γ
I
22 + ...+ LII

23k
I
23 (2.5)

которое легко можно проверить с помощью применения соотношений упругости
(1.2). Формула (2.5) является одной из форм теоремы типа Бетти для рассмат-
риваемой модели оболочек.

Интегрируя равенство (2.5) по области срединной поверхности оболочки (S),
после некоторых преобразований, приходим к теореме о взаимности работ (к
теореме типа Бетти) для моментно-мембранной модели оболочек:

A12 = A21. (2.6)

Если физические соотношения упругости (1.2) будем решать относительно де-
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формаций и изгиб-кручений

Γii =
1

2Eh
(Tii − νTji) , Γij =

1

2h

[
µ+ α

4µα
Sij −

µ− α

4µα
Sji

]
,

Γi3 =
1

2G∗h
Ni3, kii =

1

2h
· 1

2γ (3β + 2γ)
[2 (β + γ)Lii − βLjj ] ,

kij =
1

2h

[
γ + ε

4γε
Lij −

γ − ε

4γε
Lji

]
, ki3 =

1

2Bh
Li3, i 6= j = 1, 2,

(2.7)

плотность потенциальной энергии деформации (2.2) можем выражать через уси-
лия и моменты:

∗
W 0 = W0 =

1

2
· 1

2h

{
1

E

(
T 2
11 + T 2

22

)
− 2ν

E
T11T22 +

µ+ α

4µα

(
S2
12 + S2

21

)
−

− 2
µ− α

4µα
S12S21 +

1

G∗

(
N2

13 +N2
23

)
+

2 (β + γ)

2γ (3β + 2γ)

(
L2
11 + L2

22

)
−

− 2β

2γ (3β + 2γ)
L11L22 +

γ + ε

4γε

(
L2
11 + L2

22

)
−

−2 (γ − ε)

4γε
L11L22 +

1

B

(
L2
13 + L2

23

)}
.

(2.8)

Используя выражение плотности потенциальной энергии деформации (2.4),
легко получить формулы типа Грина:

T11 =
∂W0

∂Γ11
, T22 =

∂W0

∂Γ22
, . . . , L23 =

∂W0

∂k23
, (2.9)

и, наоборот, используя формулу (2.8), легко получить формулы типа Кастилиано:

Γ11 =
∂

∗
W0

∂T11
, Γ22 =

∂
∗
W0

∂T22
, . . . , k23 =

∂
∗
W0

∂L23
. (2.10)

3 Вариационный принцип возможных перемеще-
ний типа Лагранжа

Возможные перемещения δui, δw и повороты δΩi, δΩ3 являются произволь-
ными непрерывными функциями точки срединной поверхности оболочки, след-
ствием которых являются возможные деформации δΓii, . . ., δΓi3 и изгибы-кру-
чения δkii, . . ., δki3 (тем самым, они удовлетворяют геометрическим соотноше-
ниям (1.3) и условиям неразрывности срединной поверхности [9], кроме того, они
находятся в согласии с кинематическими связами, наложенными на оболочку.

Для деформированной оболочки (область срединной поверхности (S) с гра-
ничным контуром Γ = Γ′ +Γ′′), находящейся в равновесии, справедливы уравне-
ния равновесия (1.1) и граничные условия на Γ. Уравнения равновесия соответ-
ственно умножим на δu1, δu2, δw, δΩ1, δΩ2, δΩ3, полученные уравнения сложим,
результат проинтегрируем по (S), после некоторых преобразований приходим к
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уравнению:

δ

∫∫
(S)

W0A1A2dα1dα2 =

∫∫
(S)

[(
p+1 − p−1

)
δu1 + . . .+

+
(
m+

3 −m−
3

)
δΩ3

]
A1A2dα1dα2+

+

∫
Γ′

[(T11δu1 + . . .+ L13δΩ3)A2dα2 − (S21δu1 + . . .+ L23δΩ3)A1dα1]

(3.1)

на Γ′′, где заданы перемещения и независимые повороты, возможные перемеще-
ния и повороты равны нулю. Здесь,

δ

∫∫
(S)

W0A1A2dα1dα2 =

∫∫
(S)

(T11δΓ11 + T22δΓ22 + S12δΓ12 + S21δΓ21 +

+N13δΓ13 +N23δΓ23 + L11δk11 + L22δk22 + L12δk12+

+L21δk21 + L13δk13 + L23δk23)A1A2dα1dα2.

(3.2)

Уравнение (3.1) выражает принцип возможных перемещений Лагранжа для мо-
ментно-мембранной модели оболочек. По этому принципу, для деформируемой
оболочки, находящейся в состоянии равновесия, полная возможная работа внеш-
них сил и моментов, равна возможной работе внутренних усилий и моментов на
любых кинематически допустимых перемещениях и свободных поворотах. От-
метим, что из вариационного уравнения будут следовать уравнения движения
оболочки (1.1) и граничные условия (1.4) на контуре Γ′, где заданы внешние уси-
лия и моменты. Так как усилия и моменты, которые действуют в точках области
(S) и на контуре Γ′-этой области, нам заданы и, следовательно, не варьируются,
тогда уравнение (3.1) можно переписать в форме

δΠ0 = 0, (3.3)

где Π0 есть потенциальная энергия всей системы:

Π0 =

∫∫
(S)

W0A1A2dα1dα2−

−
∫∫
(S)

[(
p+1 − p−1

)
u1 + . . .+

(
m+

3 −m−
3

)
Ω3

]
A1A2dα1dα2−

−
∫
Γ′

[(T11u1 + . . .+ L13Ω3)A2dα2 − (S21u1 + . . .+ L23Ω3 )A1dα1] .

(3.4)

Вариационное уравнение (3.3) будет выражать принцип стационарности пол-
ной потенциальной энергии, который гласит: из всех допустимых перемещений
и свободных поворотов, удовлетворяющих заданными граничными условиями на
Γ′′, истинные перемещения и свободные повороты, которые соответствуют состо-
янию равновесия оболочки, доставляют полной потенциальной энергии стацио-
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нарное значение или короче: если деформируемая оболочка находится в равнове-
сии, то полная потенциальная энергия имеет стационарное значение. Взяв вторую
вариацию Π0, можем показать, что в рассматриваемом нами случае потенциаль-
ная энергия имеет минимальное значение (Π′

0 > Π0). Т.е. в случае устойчивого
равновесия оболочки стационарное значение полной потенциальной энергии соот-
ветствует минимуму. Это составляет принцип минимума полной потенциальной
энергии для моментно-мембранной модели оболочек.

Указанный минимальный принцип имеет большое значение прежде всего по-
тому, что он лежит в основе важных приближённых и численных методов ре-
шения соответствующих граничных задач, в частности, при развитии метода ко-
нечных элементов.

4 Вариационный принцип типа Кастилиано

Геометрические соотношения (1.3) моментно-мембранной модели оболочек пе-
репишем так:

Γii −
(

1
Ai

∂ui

∂αi
+

1
AiAj

∂Ai

∂αj
uj +

w

Ri

)
= 0,

Γij −
(

1
Ai

∂uj

∂αi
− 1

AiAj

∂Ai

∂αj
ui + (−1)

i
Ω3

)
= 0,

Γi3 −
(

1
Ai

∂w

∂αi
− ui

Ri
+ (−1)

j
Ωj

)
= 0,

kii −
(

1
Ai

∂Ωi

∂αi
+

1
AiAj

∂Ai

∂αj
Ωj +

Ω3

Ri

)
= 0,

kij −
(

1
Ai

∂Ωj

∂αi
− 1

AiAj

∂Ai

∂αj
Ωi

)
= 0,

ki3 −
(

1
Ai

∂Ω3

∂αi
− Ωi

Ri

)
= 0, i 6= j = 1, 2.

(4.1)

Предположим, что усилия и моменты в оболочке испытывают малые вариации от
положения равновесия (δTii, δSij , δNi3, δLii, δLij , δLi3). Тогда можем написать
равенство:∫∫

(S)

{[
Γ11 −

(
1

A1

∂u1

∂α1
+

1

A1A2

∂A1

∂α2
u2 +

w

R1

)]
δT11 + . . .+

+

[
k23 −

(
1

A2

∂Ω3

∂α2
− Ω2

R2

)]
δL23

}
A1A2dα1dα2+

+

∫
Γ′′

[(
u1 −

0
u 1

)
δT11 +

(
u2 −

0
u 2

)
δS12 +

(
w − 0

w
)
δN13+

+

(
Ω1 −

0

Ω 1

)
δL11 +

(
Ω2 −

0

Ω 2

)
δL12 +

(
Ω3 −

0

Ω 3

)
δL13

]
A2dα2−

(4.2)
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−
∫
Γ′′

[(
u1 −

0
u 1

)
δS21 +

(
u2 −

0
u2

)
δT22 +

(
w − 0

w
)
δN23+

+

(
Ω1 −

0

Ω1

)
δL21 +

(
Ω2 −

0

Ω2

)
δL22 +

(
Ω3 −

0

Ω3

)
δL23

]
A1dα1 = 0,

которое после интегрирования по частям переходит в соотношение∫∫
(S)

{
(Γ11δT11 + Γ22δT22 + ...+ k23 δL23) +

[
1

A1A2

∂ (A2δT11)

∂α1
+ +

+
1

A1A2

∂(A1δSji)

∂α2
+

1

A1A2

∂A1

∂α2
δS12 −

1

A1A2

∂A2

∂α1
δT22 +

δN13

R1

]
u1+

+ . . .+

[
−δL11

R1
− δL22

R2
+

1

A1A2

∂ (A2δL13)

∂α1
+

+
1

A1A2

∂(A1δL23)

∂α2
− (δS12 − δS21)

]
Ω3

}
A1A2dα1dα2−

−
∫
Γ′

[ (u1δT11 + u2δS12 + wδN13 +Ω1δL11 +Ω2δL12 +Ω3δL13)A2dα2−

− (u1δS21 + u2δT22 + wδN23 +Ω1δL21 +Ω2δL22 +Ω3δL23)A1dα1 ]−

−
∫
Γ′′

[(
0
u1δT11 +

0
u2δS12 +

0
wδN13 +

0

Ω 1δL11 +
0

Ω 2δL12 +
0

Ω 3δL13)A2dα2−

− (
0
u 1δS21 +

0
u 2δT22 +

0
w δN23 +

0

Ω 1δL21 +
0

Ω 2δL22 +
0

Ω 3δL23)A1 dα1] = 0.

(4.3)

Выберём теперь виртуальные усилия и моменты так, чтобы уравнения рав-
новесия и граничные условия в усилиях и моментах не нарушались, а именно:
чтобы виртуальные усилия и моменты удовлетворяли однородным уравнениям
равновесия (1.1) в (S) и однородным граничным условиям (1.4) на Γ′. Тогда (4.3)
сводится к равенству

δ

∫∫
(S)

∗
W 0A1A2dα1dα2 =

=

∫
Γ′′

[(
0
u1δT11 +

0
u2δS12 +

0
wδN13 +

0

Ω1δL11 +
0

Ω2δL12 +
0

Ω3δL13)A2dα2−

− (
0
u 1δS21 +

0
u 2δT22 +

0
w δN23 +

0

Ω 1δL21 +
0

Ω 2δL22 +
0

Ω 3δL23 )A1dα1] ,

(4.4)

где

δ

∫∫
(S)

∗
W 0A1A2dα1dα2 =

∫∫
(S)

(Γ11δT11 + Γ22δ22 + Γ12δS12 + Γ21δS21+

+ Γ13δN13 + Γ23δN23 + k11δL11 + k22δL22 + k12δL12 + k21δL21+

+k13δL13 + k23δL23)A1A2dα1dα2.

(4.5)
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Уравнение (4.4) перепишем в следующем виде:

δ
∗
Π0 = 0, (4.6)

где

∗
Π0 =

∫∫
(S)

∗
W 0A1A2dα1dα2−

−
∫
Γ′′

[(
0
u1T11 +

0
u2S12 +

0
wN13 +

0

Ω 1L11 +
0

Ω 2L12 +
0

Ω 3L13

)
A2dα2−

−
(

0
u1S21 +

0
u2T22 +

0
wN23 +

0

Ω1L21 +
0

Ω2L22 +
0

Ω3L23

)
A1dα1

]
.

(4.7)

Выражение (4.7) представляет собой полную дополнительную потенциальную
энергию системы.

Теперь, вариационное уравнение (4.6) можем представить как принцип ста-
ционарности полной дополнительной потенциальной энергии: из всех усилий и
моментов, которые удовлетворяют уравнениям равновесия, т.е. которые соответ-
ствуют истинному деформированному состоянию оболочки, сообщают полной до-
полнительной потенциальной энергии стационарное значение.

На основании этого принципа можно известным образом заключить, что в

случае устойчивого равновесия, стационарное значение
∗
Π0 соответствует мини-

муму. Это и есть принцип типа Кастилиано для моментно-мембранной модели
оболочек.
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HYBRID CONTROL OF LINEAR MODEL OF AN UNMANNED
AERIAL VEHICLE CARRYING A PENDULUM

Shahinyan A. S.

Keywords: dynamical Systems, Control, Optimal Stabilization, Quadcopter UAV

Гибридное управление линейной модели беспилотнлвго летательнвго
аппарата, несущего маятника

Шагинян А. С.

Ключевые слова: Динамические системы, управление, оптимальная стабилизация, квадро-
коптер БЛА

Проблемы управления беспилотниками имеют важное теоретическое и прикладное назна-
чение. В этой статье рассматривается задача управления беспилотного ЛА, когда под ним
находится маятник. Представлена динамика как БПЛА, так и маятника. После линеаризации
модели в системе применяется новый гибридный метод управления для решения задачы уп-
равления. Полученные результаты, то есть управляющие воздействия и фазовые траектории,
показаны в виде графиков, которые были сгенерированы из виртуального моделирования.

Ճոճանակ կրող անօդաչու թռչող սարքի գծային մոդելի հիբրիդային ղեկավարում

Շահինյան Ա. Ս.

Հիմնաբառեր.դինամիկ համակարգեր, ղեկավարում, օպտիմալ ստաբիլացում, քառաթև ԱԹՍ

Անօդաչու թռչող սարքերի ղեկավարման խնդիրներն ունեն կարևոր տեսական և կիրառական նշանակութ֊

յուն։ Աշխատանքում դիտարկվում է քառաթև անօդաչու թռչող սարքի ղեկավարման խնդիրը, երբ այն կրում է

իրենից կախված ճոճանակ։ Ներկայացված է և՛ ԱԹՍ-ի, և՛ ճոճանակի դինամիկան։ Բերված հավասարումների

գծային մոտավորության համար կիրառված է նոր՝ հիբրիդային ղեկավարման եղանակ և լուծված է համակարգի

ղեկավարման խնդիրը։ Ստացված են ղեկավարող ազդեցությունները և ֆազային հետագծերը։ Կառուցված

են դրանց գրաֆիկները։

Control problems of UAVs have important applications in both science and life. In this paper
a control problem of UAV is considered when it has a pendulum hanging from it. The dynamics
of both UAV and the pendulum is presented. After linearizing the model, a novel hybrid method
of control is applied to the system to solve the control problem. The results we gained i.e. the
control inputs and state trajectories are shown in form of graphs which were generated from virtual
simulations.
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1 Introduction

Control problems of UAVs have important applications in both science and life.
The history of UAVs, the examination and the research about the UAVs is thoroughly
discussed in [1]. In this paper dynamics of a UAV is considered alongside with a
pendulum hanging below from the UAV. The dynamics of the pendulum is presented
with respect to the UAV and then both models are combined into one. After lineariz-
ing the model, a novel hybrid method of control is applied to the system to solve the
control problem.

The hybrid model we applied is as follows. We first stabilize optimally the pen-
dulum using the motion of the UAV as control inputs and then we use the optimal
stabilizing control inputs to drive the UAV-Pendulum system to a desired position.

The results we gained i.e., the control inputs and state trajectories are shown
in form of graphs which were generated from virtual simulations. The results are
compared with the case when an inverted pendulum is sticked to the top of the
UAV. Used energy is calculated for same values for both cases (UAV with inverted
pendulum and UAV with hanging pendulum) and it is shown that in the case when
the pendulum is inverted the energy cost is almost two times as high as in the case
when the pendulum is hanging down from the UAV.

2 Modelling of the System

To derive the pure theoretical dynamics of a UAV let us fix a coordinate system
. Let be the origin. We will also need another coordinate system fixed in the center
of mass of the UAV (Figure 1). The torques and forces generated by each of the
propellers are shown in the Figure 1. The propellers are numbered 1 to 4 [2].

Figure 1

Let ξ =
(
x y z

)T be the coordinates of the center of mass of the UAV with
respect to the system Oxyz. As mentioned above, the center of the mass of the UAV
coincides with the origin of the coordinate system OBxByBzB . Let us describe the
inclined position of the UAV about the point OB using yaw, pitch and roll angles.
Let Φ be the pitch angle, Θ be the roll angle and, finally, let Ψ be the yaw angle.
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Then we will have two vectors describing the position of the UAV. Those are the
following:

ξ =
(
x y z

)T
, η =

(
Φ Θ Ψ

)T (1)

In the coordinate system the linear velocities V̄B and the angular velocities v̄ are the
following

V̄B =
(
VBx VBy VBz

)T
, v̄ =

(
p q r

)T (2)

In this setup we will have the dynamics of the system as given below [2; 3].

ẍ = T
M cΨsΘcΦ + T

M sΨsΦ, ÿ = T
M sΨsΘcΦ − T

M cΨsΦ, z̈ = −g + T
M cΘcΦ,

Φ̇ = p+ sΦsΘ
cΘ

q + cΦsΘ
cΘ

r, Θ̇ = cΦq − sΦr, Ψ̇ = sΦ
cΘ

q + cΦ
cΘ

r,

ṗ =
(Iyy−Izz)qr

Ixx
− Ir

q
Ixx

ωΓ + τΦ
Ixx

, q̇ = (Izz−Ixx)pr
Iyy

− Ir
p

Iyy
ωΓ + τΘ

Iyy

ṙ =
(Ixx−Iyy)pq

Izz
− Ir

q
Izz

ωΓ + τΨ
Izz

(3)

where the following notations are used:

Cα := cosα, Sα := sinα,M = mUAV +mP

τB =

 τΦ
τΘ
τΨ

 =

 lk
(
−ω2

2 + ω2
4

)
lk

(
−ω2

1 + ω2
3

)∑
i τi

 (4)

T =
∑
i

Fi =
∑
i

kω2
i , ~T =

(
0 0 T

)T
As for the mathematical model of the pendulum we will consider its dynamics in the
coordinate system OBxByBzB . So, the dynamics of the pendulum will be as shown
below. [4]

ẍp = 1

(L2−y2
p)ζ2

(
−x4

pẍ−
(
L2 − y2p

)
ẍ− 2x2

p

(
ypẋpẏp −

(
L2 − y2p

)
ẍ
)
+

+x3
p

(
ẏ2p + ypÿp + ζ (g + z̈)

)
+ xp

(
−L2ypÿp + y3pÿp + y2p

(
ẋ2
p + ζ (g + z̈)

)
+

+ L2
(
−ẋ2

p − ẏ2p − ζ (g + z̈)
)))

ÿp = 1

(L2−x2
p)ζ2

(
−y4pÿ −

(
L2 − x2

p

)
ÿ − 2y2p

(
xpẋpẏp −

(
L2 − x2

p

)
ÿ
)
+

+y3p
(
ẋ2
p + xpẍp + ζ (g + z̈)

)
+

+yp
(
−L2xpẍp + x3

pẍp + x2
p

(
ẏ2p + ζ (g + z̈)

)
+ L2

(
−ẋ2

p − ẏ2p − ζ (g + z̈)
)))

(5)

Using the formula of center of mass of a system

X̄C =
m1r̄1 +m2r̄2
m1 +m2

where r̄1 = ξ̄ =
(
x y z

)T and r̄2 = r̄p =
(
x+ xp y + yp z − ξ

)T , we can
find the coordinates of center of mass of our UAV-Pendulum system in the coordinate
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system Oxyz. Let m1 = m2 = 1, then we will have
xc = x+ 1

2xp

yc = y + 1
2yp

zc = z − 1
2

√
l2p − x2

p − y2p

To get the state space model of the UAV-Pendulum system we introduce the notations
as shown below

x1 = xc, x2 = ẋc, x3 = yc, x4 = ẏc, x5 = zc, x6 = żc, x7 = Φ, x8 = Θ,
x9 = Ψ, x10 = p, x11 = q, x12 = r, x13 = xp, x14 = ẋp, x15 = yp, x16 = ẏp

(6)

We linearize the dynamics around the origin of the fixed coordinate system. So, we
finally get.

ẋ1 = x2, ẋ2 = g
2lp

x13, ẋ3 = x4, ẋ4 = g
2lp

x15, ẋ5 = x6, ẋ6 = u1, ẋ7 = x10,

ẋ8 = x11, ẋ9 = x12, ẋ10 = u2

Ixx
− g

Ixx
x15, ẋ11 = u3

Iyy
− g

Iyy
x13, ẋ12 = u4

Izz
,

ẋ13 = x14, ẋ14 = −gx8 − g
lp
x13, ẋ15 = x16, ẋ16 = gx7 − g

lp
x15

(7)

where u1 = T
M − g, u2 = τΦ, u3 = τΘ, u4 = τΨ.

Using Kalman’s rule one can check that the system (7) is fully controllable. So, now
we are in a point where we can define the problem and we can go ahead to show the
way we solved it.

3 Problem Definition

Given the system (7), the initial position of the system x1 (0) = x1,0, x3 (0) =
x3,0, x5 (0) = x5,0 and the final position x1 (t1) = x1,1, x3 (t1) = x3,1, x5 (t1) = x5,1,
find control inputs u1, u2, u3 such that it drives the system from the given initial
position to the given final.

As one can notice this control problem is not an optimal control problem.

Solution: Our approach to the problem solution was the following. First, we ensure
that the pendulum remains at its lower equilibrium position. We do this by applying
optimal control input stabilizers inside the coordinate system OBxByBzB . And after
we know that the pendulum will remain stable (will not oscillate with respect to the
UAV) we proceed to the control problem. Let us now define a subproblem of optimal
stabilization for the subsystem

ẋ13 = x14

ẋ14 = −gu5 − g
lp
x13

ẋ15 = x16

ẋ16 = gu6 − g
lp
x15

(8)

Note that here we use the notation {
x8 = u5

x7 = u6
(9)
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Now the subproblem will be the defined as follows.

4 Problem Definition

Given the system (8), the initial position of the system xi (0) = xi,0, i = 13, 16,
find control inputs u0 =

(
u0
5 u0

6

)T such that it drives the system from the given
initial position to asymptotically stable position while minimizing the linear quadratic
regulator

J [•] =
∞∫
0

(
x2
14 + x2

16 + u2
5 + u2

6

)
dτ

Solution: Notice that the system (8) can be divided into two subsystems which are{
ẋ13 = x14

ẋ14 = − g
lp
x13 − gu5

(8.1)

{
ẋ15 = x16

ẋ16 = − g
lp
x15 + gu6

(8.2)

With optimality constraints

J [•] =
∞∫
0

(
x2
14 + u2

5

)
dτ and J [•] =

∞∫
0

(
x2
16 + u2

6

)
dτ

respectively. We will show the solution steps for one of the systems (say (8.1) ) as
both of them are solved absolutely identically.

We choose to solve the optimal stabilization problem by using Lyapunov-Bellman
method. In general, the method says that the optimal control input has to satisfy the
optimization equation as given below

min
u

(
∇V (x) (Ax+Bu) +

(
xTQx+ uTRu

))
= 0 (10)

Where
B[•] = ∇V (x) (Ax+Bu) +

(
xTQx+ uTRu

)
(11)

(11) is Bellman’s expression for the linear time-invariant control systems. So, in
our case for the system (8.1) we will have

B [•] = ∂V

∂x13
x14 +

∂V

∂x14

(
− g

lp
x13 − gu5

)
+ x2

14 + u2
5 (12)

It is obvious that the value of u0
5 which optimizes (10) is the extremum of (12).

Thus, we will have

u0
5 =

g

2

∂V

∂x14
(13)

By substituting (13) back into (12) we get the following.
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∂V

∂x13
x14 −

g

lp
x13

∂V

∂x14
− g2

4

(
∂V

∂x14

)2

+ x2
14 = 0 (14)

Here V = V (x13, x14) is the Lyapunov function for the system (8.1) and we search
for it in the form

V =
1

2

(
c11x

2
13 + 2c12x13x14 + c22x

2
14

)
(15)

Putting (15) into (14) we get an equation which have the form

(c11x13 + c12x14)x14 −
g

lp
(c12x13 + c22x14)x13−

− g2

4
(c12x13 + c22x14)

2
+ x2

14 = 0

(16)

From (16) the following system of algebraic equations will follow
− g

lp
c12 − g2

4 c212 = 0

c12 − g2

4 c222 + 1 = 0

c11 − g
lp
c22 − g2

2 c12c22 = 0

⇒


c11 = 2

lp

c12 = 0

c22 = 2
g

(17)

Where the shown solutions are the ones which make V = V (x13, x14) positive definite.
Finally, to get u0

5 = u0
5 (x13, x14) we put (17) into (15) and put what we get into (13).

That gives us
u0
5 = x14 (18)

To obtain u0
5 = u0

5 (t) we simply need to substitute (18) into (8.1) and integrate
the system. Under the initial conditions

x13 (0) = 0.5, x14 (0) = 0

we will get

u0
5 =

0.5

(
e
(−glp−

√
glp

√
−4+glp)t

2lp − e
(−glp+

√
glp

√
−4+glp)t

2lp

)
√
g√

lp
√

−4 + glp
(19)

Taking the exact same steps for the system (8.2) we will get u0
6 = −x16, and finally

u0
6 = u0

6 (t) which will be.

u0
6 = −

0.5

(
e
(−glp−

√
glp

√
−4+glp)t

2lp − e
(−glp+

√
glp

√
−4+glp)t

2lp

)
√
g√

lp
√

−4 + glp
(20)

Under the initial conditions x15 (0) = 0.5, x16 (0) = 0.
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5 Back to Core Problem

Now, that we have the solution for the subproblem, we can proceed to our main
problem. Recall that the control inputs in the sub problem which are u0

5 = u0
5 (t) and

u0
6 = u0

6 (t) are actually x7 andx8 in the system (7). In that case one can notice that
two subsystems of (7) can be simply integrated. Those subsystems are the following.

ẋ1 = x2

ẋ2 = g
2lp

x13

ẋ8 = x11

ẋ11 = u3

Iyy
− g

Iyy
x13

(7.1)


ẋ3 = x4

ẋ4 = g
2lp

x15

ẋ7 = x10

ẋ10 = u2

Ixx
− g

Ixx
x15

(7.2)

As we already have x7 = x7 (t) and x8 = x8 (t) we can simply derive x11 = x11 (t)
from system (7.1) and x10 = x10 (t) from system (7.2). As for xi = xi (t) , i = 1, 4
we will obtain by integrating ẋ2 = g

2lp
x13 and ẋ4 = g

2lp
x15 under the consideration of

desired edge conditions. As a result, we will have the desired state trajectories of the
UAV and the control inputs u2 = u2 (t) and u3 = u3 (t) which will drive the system
through the desired trajectories. Of course, those control inputs are not optimal
because of the absence of constraint.

Only the first of the remaining two subsystems of (7) which are{
ẋ5 = x6

ẋ6 = u1

(7.3)

{
ẋ9 = x12

ẋ12 = u4

Izz

(7.4)

are discussed in this paper. The reason is that the second subsystem will have trivial
solution for in the scope of this problem and, hence will not affect the energy spent
for the control process. What refers to the subsystem (7.3) is that it describes the
movement of the system along Z-axis. We will assume the system goes up the Z-axis
with a constant speed for simplicity.

6 Simulating the Results

We have chosen to check the theoretical result of this paper by simulating the
motion of the UAV and recording state trajectories in form of graphs with time being
the independent variable. For the simulation purposes the following values have been
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chosen for the parameters.

g = 9.81 m s−2, lp = 1 m, Ixx = Iyy = 0.4856 Kgm2 (21)

As for the initial and final positions of the system we have chosen the following values.

x1 (0) = 0, x3 (0) = 0, x5 (0) = 0, x6 (0) = 1 x1 (15) = 30, x3 (15) = 30, x5 (15) = 15

Finally, we are ready to present the graphs describing the motion of the quadcopter
(shown below).

(a) The trajectory of x1 (t) (b) The trajectory of x2 (t)

(a) The trajectory of x3 (t) (b) The trajectory of x4 (t)

(a) The graph of u2 (t) (b) The graph of u3 (t)
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(a) The graph of u0
5 (t) (b) The graph of u0

6 (t)

(a) Trajectory of pendulum along x-axis
on the coordinate system Oxyz

(b) Trajectory of pendulum along y-axis
on the coordinate system Oxyz

The real Trajectory of the UAV in 3D Space.

Now, that we have seen a numerical example, we can proceed to compare the
results with another case scenario that is when the UAV carries an inverted pendulum.
Namely we are interested in comparing the energy usage in both cases. For the case
of current paper, we can calculate energy usage using the energy integral as shown
below
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t1∫
t0

 16∑
i=1

x2
i +

4∑
j=1

u2
j

dt = 9699.85 units. (22)

As for the other case scenario we can use the result of [1] to calculate the amount
of energy used. Using again the energy integral we will have

t1∫
t0

 16∑
i=1

x2
i +

4∑
j=1

u2
j

dt = 18427.4 units. (23)

So, we see that the energy consumed for controlling the UAV with a pendulum
hanging underneath is almost twice as easy as in the case when the UAV carries the
pendulum inverted on its top. Of course, this result was expected and it is quite
natural, that we have this huge difference.

Conclusion
The dynamics of the pendulum is presented with respect to the UAV and then

both models are combined into one. The model is then linearized and the control
problem is solved using proposed hybrid method, which means, we first stabilized
optimally the pendulum using the motion of the UAV as control inputs and then we
used the optimal stabilizing control inputs to drive the UAV-Pendulum system to
a desired position. The results we gained are shown in form of graphs which were
generated from virtual simulations. Then, we calculated the energy spent during the
control process for the same values of parameters for both cases: when the UAV
carries an inverted pendulum on top of it and when the UAV carries a pendulum
hanging down from it. It is shown that the amount of energy used to control the
UAV with an inverted pendulum is almost twice the energy used to control the UAV
with a hanging pendulum.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա Том 74, №1, 2021 Механика

ЛАВРЕНТИЙ АЛЕКСАНДРОВИЧ МОВСИСЯН

12 октября 2020 года скончался известный учёный-механик, доктор техниче-
ских наук, профессор, главный научный сотрудник Института механики НАН
Армении Мовсисян Лаврентий Александрович.

Мовсисян Л.А. родился 24 октября 1933г. в с. Арачадзор НКР в семье учи-
телей. Духовные ценности и высокие моральные принципы, присущие жизне-
деятельности сельской интеллигенции, оказали определяющее влияние на фор-
мирование мировоззрения юбиляра. После окончания школы в 1951г. поступил
на физико-математический факультет Ереванского Государственного Универси-
тета. По завершению учёбы в 1956г. направлен на работу в Институт матема-
тики и механики АН Арм.ССР, где началась его научная деятельность в обла-
сти механики деформируемых сред. В 1959г. продолжил учёбу в аспирантуре
Института машиноведения АН Украинской ССР (г.Харьков), которую закончил
представлением к защите кандидатской диссертации в 1962г. С 1963г. – канди-
дат технических наук, с 1975г. – доктор технических наук. В 1985г. присуждено
звание профессора. Под его научным руководством подготовлены и защищены
5 кандидатских диссертаций. Долгие годы занимался преподавательской рабо-
той по подготовке молодых специалистов-механиков на факультете математики
и механики ЕГУ. Является автором более 150 научных публикаций в различных
академических журналах и научных сборниках как в Армении, так и за рубежом.

Круг научных интересов Л.А.Мовсисяна был широк и разнообразен. Его ис-
следования посвящены, в основном, развитию теории пластин и оболочек. Им
был поставлен и решён вопрос рационального использования возможностей ма-
териала (анизотропии) цилиндрической оболочки, а именно, определение тех
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ориентаций главных направлений упругости, при которых получается наимень-
ший прогиб или наибольшая критическая сила, а также наибольшие собствен-
ные частоты. Предложенный подход в дальнейшем был применён к практиче-
ским задачам проектирования оболочек из композитов. Исследованы нестацио-
нарные вынужденные колебания ортотропной цилиндрической оболочки, когда
демпфирование происходит согласно законам Фохта и Сорокина, а также задачи
устойчивости стержней и цилиндрических изотропных и ортотропных оболочек
при ударных нагружениях с различными граничными условиями.

Совместно с А.Г.Багдоевым рассматривались задачи устойчивости распро-
странения ударных волн и волн модуляций в нелинейно-упругих и геометрически
нелинейных пластинах и оболочках. При этом нелинейная упругость была взята
степенной по Каудереру, а геометрическая нелинейность – по теории Кармана. В
геометрически нелинейной пластине пренебрежение продольным инерционным
членом приводит к устойчивости волнового пакета, в то время как при его учёте
волновой пакет всегда неустойчив. В различных постановках исследовалась пло-
ская задача о распространении полубесконечной трещины в изотропной вязкоуп-
ругой среде, когда на её берегах заданы постоянные нормальные напряжения.

Последние публикации посвящены, в частности, исследованию задач опти-
мального управления колебаниями упругих, термоупругих и вязкоупругих си-
стем. В этих задачах управление осуществляется через внешние распределённые
воздействия или через граничные условия при условии минимума квадратичного
функционала, заданного для произвольного интервала времени.

Научная общественность Армении и редакция журнала "Известия НАН Ар-
мении. Механика"глубоко скорбят по поводу тяжёлой утраты профессора Лав-
рентия Александровича Мовсисяна. Светлая память о Л.А.Мовсисяне навсегда
сохранится в наших сердцах.
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