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Н А Ц И О Н А Л Ь Н А Я  А К А Д Е М И Я  Н А У К  А Р М Е Н И И  
N A T I O N A L  A C A D E M Y  O F  S C I E N C E S  O F  A R M E N I A  

Д О К Л А Д Ы           Զ Ե Կ Ո Ի Յ Ց Ն Ե Ր               R E P O R T S  

 
МАТЕМАТИКА 

УДК 621.391.15 
 

В. К. Леонтьев1,  Г. Л. Мовсисян2,  Ж. Г. Маргарян3 

 
Алгебраические  групповые  каналы  связи 

 
(Представлено академиком Г. Г. Хачатряном 24/I 2020) 

   
Ключевые слова: алгебраические групповые каналы связи, макси-

мальная мощность, коды, исправление ошибок. 

Введение. Семейство каналов связи довольно разнообразно, и под-
робное теоретическое изучение многих из них встречает серьезные мате-
матические трудности. В то же время целый ряд каналов связи в содер-
жательном смысле похожи друг на друга и поэтому могут быть иссле-
дованы одинаковыми методами. Таковыми являются групповые каналы, 
для которых построение максимального кода имеет простое и прозрачное 
решение, формулируемое в классических теоретико-групповых терминах. 

§1. Каналы связи и словарные функции. Пусть 𝐵 ൌ ൛𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௣ൟ 
– конечный алфавит и 𝐵∗ – множество всех слов конечной длины над ал-
фавитом 𝐵. Словарная функция является произвольным частичным отоб-
ражением 𝜓 следующего вида: 

 𝐵∗ ట
→ 𝐵∗. 

Мы будем рассматривать канал как преобразователь информации, и 
если принять тезис о том, что в любом канале связи происходит преоб-
разование одних слов в другие, то достаточно общий канал можно описать 
следующим образом. 

Задано некоторое множество 
 

Ψ ൌ ሼ𝜓଴, 𝜓ଵ, … , 𝜓௠ሽ 
частичных словарных функций 
 

 𝐵∗ ట೔
→ 𝐵∗,         𝑖 ൌ 0, 𝑚 

и многозначное отображение 
 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝜓଴ሺ𝑥ሻ, 𝜓ଵሺ𝑥ሻ, … , 𝜓௠ሺ𝑥ሻሻ, 

Հատոր 
Том 

Volume 
120 2020           № 2 
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где 𝑥 ∈ 𝑊 ⊆  𝐵∗. Содержательно это означает, что если 𝑥 ∈ 𝑊, то после 
передачи по каналу 𝐾ሺΨሻ это слово переходит в одно из слов ሼ𝜓଴ሺ𝑥ሻ, 
𝜓ଵሺ𝑥ሻ, … , 𝜓௠ሺ𝑥ሻሽ ⊆ 𝑊. 

Множество всех обратимых отображений ሼ𝜓௜ሽ,  𝜓௜ሺ𝑊ሻ ⊆ 𝑊 обозна-
чим через T. При этом все суперпозиции 𝜓௜భ

 𝜓௜మ
… 𝜓௜ೖ

 функции 𝜓௜ೕ
 из 

множества Ψ  определены на 𝑊.  
Определение ሾ1ሿ. Алгебраическим каналом связи KሺΨሻ называется  

многозначное отображение      
                                                                                   

          𝑓ሺ𝑥ሻ=(𝜓଴ሺ𝑥ሻ,𝜓ଵሺ𝑥ሻ, … , 𝜓௠ሺ𝑥ሻ),                            (1)                                            
где Ψ ⊆ T, и если 

  𝜓௜ ∈ Ψ → 𝜓௜
ିଵ ∈ Ψ.                                                 (2)                  

 
Формулу (1) следует понимать следующим образом. На вход канала 

подается слово 𝑣. На выходе получается ровно одно из значений 
𝜓଴ሺ𝑣ሻ,  𝜓ଵሺ𝑣ሻ, … , 𝜓௠ሺ𝑣ሻ. Фраза «одно из значений» интерпретируется в 
вероятностном смысле как равномерное распределение на всех словарных 
функциях 𝜓଴ሺ𝑥ሻ,𝜓ଵሺ𝑥ሻ, … , 𝜓௠ሺ𝑥ሻ. Точнее: если на вход канала подается 
слово 𝑣, то с вероятностью ଵ

௠ାଵ
 оно переходит в слово 𝜓௜ሺ𝑣ሻ. 

Условие (2) требует, чтобы любое «преобразованное» слово могло 
быть возвращено к исходному виду путем тех же самых трансформаций. 
Отметим, что любой аддитивный канал удовлетворяет условию (2) и яв-
ляется алгебраическим ሾ2ሿ. Однако не все матричные каналы являются ал-
гебраическими, например, матричный канал с выпадением символов ሾ3, 4ሿ. 
Следовательно, на множестве  𝐵௡ действует группа преобразования Т, ко-
торая переводит слово из  𝐵௡ в слово из этого же множества. В дальней-
шем мы всегда будем считать, что 𝜓଴ሺ𝑥ሻ= 𝑥, что можно интерпретировать 
как возможность безошибочной передачи слова по этому каналу,  

 
𝑊 ൌ  𝐵௡ ⊆  𝐵∗, где 𝐵 ൌ  0,1 . 

 
 Подобные допущения упрощают многие технические детали и не 

влияют, как мы увидим далее, на ситуацию в целом. При этом изложен-
ный материал становится более доступным для понимания. 

Определение. Множество 𝑉 ⊆ 𝐵௡ называется кодом, исправляющим 
ошибки канала 𝐾ሺΨሻ, если выполнено следующее условие: 

 
   𝜓௜ሺ𝑢ሻ ് 𝜓௝ሺ𝑣ሻ                                               (3)            

для всех 𝒊 и 𝒋 и для всех слов  𝒖, 𝒗 ∈  𝑉. 
Условие (3) означает, что последствия действий канала 𝐾ሺΨሻ на кодо-

вые слова различны, и поэтому искажения могут быть обнаружены и ис-
правлены.  
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В дальнейшем обозначим через 𝑉ሺΨሻ код, исправляющий ошибки ка-
нала 𝐾ሺΨሻ. В терминах, введенных выше, основная задача при заданном 
канале состоит в построении кода 𝑉ሺΨሻ максимальной мощности – V ሺΨሻ.                                             

Ясно, что мощность кода 𝑉ሺΨሻ зависит от «структуры» и мощности 
множества Ψ, «порождающего» канал  𝐾ሺΨሻ, и т.д. 

Определение. Код 𝑉ሺΨሻ называется совершенным для канала 𝐾ሺΨሻ,  
если 

𝐵௡ ൌ ራ  Ψሺ𝑣ሻ.
௩∈௏ሺஏሻ

 

 
В содержательном смысле код V должен быть устроен так, чтобы по 

любому искаженному сигналу исходное сообщение восстанавливалось од-
нозначно, т.е. предполагается существование однозначного декодирова-
ния. 

§2. Групповые каналы и коды. Существует один важный и полез-
ный класс алгебраических групповых каналов, K (),  = (0, 1, …, m), 
на примере которого можно в определенном смысле до конца разобраться 
во всех отмеченных выше проблемах. 

Определение. Если множества словарных функций Ψ ൌ ሼ𝜓௜ሽ обра-
зуют группу относительно операции суперпозиции, то такой канал 𝐾ሺΨሻ 
называется групповым. 

Примеры. 1) Канал 𝐾ሺΨሻ, где   𝜓௜ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 𝑦௜, а множество 
 ሼ𝑦଴,  𝑦ଵ, … ,  𝑦௠ሽ – подгруппа в 𝐵௡, является групповым, где + – операция 
сложения по 𝑚𝑜𝑑2. В частности, если | 𝑦௜| ≡ 0ሺ𝑚𝑜𝑑2ሻ для 𝑖 ൌ 0, 2௡ିଵ െ 1, 
то канал 𝐾ሺΨሻ, где происходит любое четное число ошибок, является 
групповым. 

2) Возьмем в качестве примера канал, порожденный «обобщенным 
кубом» 𝐴 ൌ 𝐵௡భሺ 𝜆ଵሻ ൈ 𝐵௡మሺ 𝜆ଶሻ ൈ … ൈ 𝐵௡ೖሺ 𝜆௞ሻ, где 𝑛ଵ ൅ 𝑛ଶ ൅ ⋯ ൅ 𝑛௞ ൌ 𝑛  
и 𝐵௡೔ሺ 𝜆௜ሻ ൌ ሼ𝜆௜

௡೔ , 𝜆௜ ∈ ሼ0,1ሽሽ, т.е. 𝜓௜ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 𝑦௜,  𝑦௜ ∈ 𝐴. Ясно, что |𝐴| ൌ
2௞ и канал 𝐾ሺΨሻ является групповым. В содержательном смысле этот ка-
нал работает в так называемом «пакетном режиме»: меняются или не ме-
няются одновременно все буквы в одном «пакете» кодового слова. 

3) Если 𝑀 ൌ ሼ𝑀଴, 𝑀ଵ, … , 𝑀௠ሽ – подгруппа группы 𝐺𝐿ଶሺ𝑛ሻ невырож-
денных матриц порядка 𝑛 над полем 𝐹ଶ ൌ ሼ0,1ሽ, то канал 𝐾ሺΨሻ, где  
Ψሺ𝑥ሻ ൌ ሼ𝑥𝑀ଵ, 𝑥𝑀ଶ, … , 𝑥𝑀௠ሽ, является групповым. 

4) Рассмотрим 𝑆௡ ൌ ሼ𝑔ሽ, где 𝑔 переставляет координаты  
𝑥 ൌ ቀ 1 2 , … n ቁ, 

не меняя «состава» слова 𝑥. Пусть в этом примере 𝐵 ൌ ቄ 1a , 2a … pa ቅ – 
произвольный алфавит, 𝐵௡ ൌ ሺ𝐵ሻ௡. Тогда 𝑆௡ – группа перестановок, 
действующих на 𝐵௡ следующим образом: 

𝑔ሺ𝛼ଵ𝛼ଶ … 𝛼௡ሻ ൌ ሺ𝛼௚ሺభሻ𝛼௚ሺమሻ … 𝛼௚ሺ೙ሻ), 
где 𝑔 ∈ 𝑆௡. 
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Таким образом, на множество слов 𝐵௡ действует группа Ψ ൌ
ሼ𝜓଴, 𝜓ଵ, … , 𝜓௠ሽ.  

Как обычно, транзитивные множества определяются как Ψሺ𝑥ሻ ൌ
ሼ  𝜓௜ሺ𝑥ሻ,   𝜓௜ ∈  Ψሽ для 𝑥 ∈ 𝐵௡, и имеет место разбиение 

    
𝐵௡ ൌ ራ  Ψሺ𝑥ሻ.

௫∈஻೙

 

При этом  |Ψሺ𝑥ሻ| ൌ 𝑖𝑛𝑑Ψ௫ ൌ
|ஏ|

|ஏೣ|
 – индекс группы Ψ по подгруппе Ψ௫, 

где Ψ௫ ൌ ሼ  𝜓௜ ∈  Ψ:   𝜓௜ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ሽ – стабилизатор слова 𝑥 ∈ 𝐵௡.                        
Все коды, исправляющие ошибки канала 𝐾ሺΨሻ, описываются в сле-

дующем утверждении. 
Утверждение 1. Код 𝑉 ൌ ሼ𝑣଴, 𝑣ଵ, … , 𝑣ேሽ исправляет ошибки группово-

го канала 𝐾ሺΨሻ тогда и только тогда, когда никакая пара ሺ𝑣௜, 𝑣௝ሻ не при-
надлежит одному транзитивному множеству Ψሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ 𝐵௡. 

Утверждение 2. Для группового канала 𝐾ሺΨሻ любой код 𝑉ሺΨሻ, содер-
жащий по одному из представителей всех транзитивных множеств, яв-
ляется совершенным кодом, исправляющим ошибки канала 𝐾ሺΨሻ. 

Действительно, поскольку любые два транзитивных множества не пе-
ресекаются и для любых слов из 𝐵௡ транзитивное множество и окрест-
ность первого порядка совпадают, то, выбрав по одному представителю из 
каждого транзитивного множества, получим совершенный код (Ψ)V  для 
канала 𝐾ሺΨሻ. 

Из этого утверждения следует, что число элементов максимального 
по мощности кода, исправляющего ошибки группового канала 𝐾ሺΨሻ, рав-
но числу транзитивных множеств. Следовательно, справедливо следую-
щее утверждение , являющееся следствием классической леммы Бернсай-
да ሾ5ሿ. 

Следствие. Совершенный код 𝑉ሺΨሻ алгебраического группового кана-
ла 𝐾ሺΨሻ является максимальным по мощности кодом, исправляющим 
ошибки любого алгебраического канала, эквивалентного 𝐾ሺΨሻ ሾ6ሿ. 

Пусть 𝑥 ∈ 𝐵௡ и 𝑁ሺ𝜓௜ሻ – множество неподвижных слов преобразова-
ния 𝜓௜, т. е. множество решений уравнения  

𝜓௜ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥, 𝜓௜ ∈ Ψ. 
Утверждение 3. Для мощности максимального кода 𝑉ሺΨሻ справед-

лива формула 

         ห𝑉ሺΨሻห ൌ
1

𝑚 ൅ 1
෍ |𝑁ሺ𝜓௜ሻ|.

ట೔∈ஏ

                                            ሺ4ሻ 

Воспользуемся теоремой и вычислим мощность кода 𝑉ሺΨሻ в следую-
щих примерах. 

Примеры. 5) Рассмотрим пример 2. Имеем 
𝑁ሺ𝜓௜ሻ ൌ ൜𝐵௡, если 𝑖 ൌ 0

∅, 𝑖 ് 0
. 
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Следовательно, ห𝑉ሺΨሻห ൌ 2௡ି௞. 
6) Вернемся к примеру 4. Каждому слову 𝑥 ∈ 𝐵௡ можно поставить в 

соответствие его состав или слово 𝜆 ൌ ሺ𝜆ଵ 𝜆ଶ … 𝜆௣ሻ, где λ௜ – число вхожде-
ний буквы i  в слово 𝑥. Ясно, что преобразование  𝑔ሺ𝑥ሻ не меняет состава 
слова 𝑥. При этом число слов состава 𝜆 равно 

൬
𝑛
𝜆ଵ

൰ ൬
𝑛 െ 𝜆ଵ

𝜆ଶ
൰ … ቆ

𝑛 െ ሺ𝜆ଵ ൅ 𝜆ଶ ൅ ⋯ ൅ 𝜆௣ିଵ

𝜆௣
ቇ ൌ

𝑛!
𝑡ଵ! 𝑡ଶ! … 𝑡௣!

ൌ ቆ
𝑛

𝑡ଵ 𝑡ଶ … 𝑡௣
ቇ 

полиномиальному коэффициенту, где  

𝑛 ൌ ෍ 𝑡௜.

௣

௜ୀଵ

 

При этом число различных «составов» слов равно числу решений дио-
фантова уравнения 

෍ 𝑡௜ ൌ 𝑛,    𝑡௜ ൒ 0,   𝑖 ൌ 1, 𝑝  

௣

௜ୀଵ

 

и, значит, равно 

൬
𝑝 ൅ 𝑛 െ 1

𝑝 െ 1
൰. 

Любой код 𝑉, исправляющий ошибки канала 𝐾ሺ𝑆௡ሻ, содержит не бо-
лее чем одно слово из семейства всех слов, имеющих одинаковый состав. 
Поэтому максимальная мощность такого кода 𝑉ሺ𝑆௡ሻ задается формулой  

 

ห𝑉ሺ𝑆௡ሻห ൌ ൬
𝑝 ൅ 𝑛 െ 1

𝑝 െ 1
൰, 

в частности, при 𝑝 ൌ 2: ห𝑉ሺ𝑆௡ሻห ൌ 𝑛 ൅ 1. Любой максимальный по мощ-
ности код, исправляющий ошибки канала 𝐾ሺ𝑆௡ሻ, содержит только одно 
слово из каждого слоя 𝐵଴

௡, 𝐵ଵ
௡, … 𝐵௡

௡. Число таких кодов равно 
 

ෑ ቀ
𝑛
𝑘

ቁ

௡

௞ୀ଴

.  

Рассмотрим канал, определяемый следующим образом:  
если  𝑥 ൌ ሺ 1 2 … n ሻ, то при передаче по каналу позиции с номерами  
ሼ𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … 𝑖௡ି௞ሽ  не меняются, а в остальных -позициях могут происходить 
любые перестановки букв. Формально ситуация описывается следующим 
образом. На всех словах ሺ 1 2 … n ሻ ∈ 𝐵௡ действует подгруппа 
𝑆ሺ𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … 𝑖௡ି௞ሻ группы 𝑆௡, сохраняющая позиции с номерами  
ሼ𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … 𝑖௡ି௞ሽ. 

Орбита слова 𝑥 – это множество всех слов, совпадающих с 𝑥 в пози-
циях ሼ𝑖ଵ, 𝑖ଶ , … 𝑖௡ି௞ሽ и получающихся перестановками во всех остальных  -
позициях. 

Примеры. 7) Если 𝑖ଵ ൌ 1, 𝑖ଶ ൌ 2, … 𝑖௡ି௞ ൌ 𝑛 െ 𝑘, то орбита слова 
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𝑥 ൌ ሺ 1 2 … n ሻ – это множество слов, получающихся из 𝑥 

перестановкой последних в k-позиции. Если ቚ 1n k   2n k   … n ቚ  ൌ 𝑟, то 
число таких слов равно ൫௞

௥൯ – мощности проекции 𝑘 слоя в 𝐵௥
௞. Мощность 

оптимального кода 𝑉 равна 2௡ି௞ሺ𝑘 ൅ 1ሻ, и любой такой код устроен 
следующим образом: произвольно выбираются первые ሺ𝑛 െ 𝑘ሻ-позиции, а 
остальные 𝑘 – это произвольный набор с фиксированным числом единиц 
0,1 … 𝑘. 

 
8) Если 𝑛 ൌ 4, 𝑘 ൌ 2, то код 𝑉 имеет вид 

0000 0100 1000 1100 
0010 0110 1010 1110 
0011 0111 1011 1111

. 
В общем виде, если перестановка 𝑔 разбивается в произведение k-не-

зависимых циклов, т.е. 𝑔 ൌ 𝑧 
ଵ𝑧 

ଶ … 𝑧 
௞, то число слов из 𝐵௞, инвариантных 

относительно 𝑔, равно 2௞. Теперь для мощности кода 𝑉 из леммы Берн-
сайда получаем выражение 

|𝑉| ൌ
2  

௡ି௞

𝑘
෍ 𝑁ሺ𝑔ሻ

௚∈ௌ

ൌ
2௡ି௞

𝑘
෍ 𝐶ሺ𝑛, 𝑘ሻ2௞

௡

௞ୀଵ

, 

где 𝐶ሺ𝑛, 𝑘ሻ – число Стирлинга первого рода или число перестановок из 𝑆௡,  
имеющих ровно 𝑘 независимых циклов. Так как в нашем случае 𝑛 ൌ 𝑘 и 
𝐶ሺ𝑛, 𝑘ሻ= 𝐶ሺ𝑛, 𝑟ሻ, то 

|𝑉| ൌ
2    

௡ି௞

𝑘
෍ 𝐶ሺ𝑘, 𝑟ሻ2௥

௞

௥ୀଵ

ൌ
2௡ି௞

𝑘
ሺ𝑘 ൅ 1ሻ! ൌ 2௡ି௞ሺ𝑘 ൅ 1ሻ, 

так как имеет место классическая формула ሼ𝜓௞ሽ –  множество циклических 
сдвигов порядка 𝑛, действующее на 𝐵௡ следующим образом: для слова 
𝑥 ൌ ቀ 1 2 … n ቁ ∈ 𝐵௡  𝜓଴ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 , 𝜓ଵ ቀ 1 2 … n ቁ ൌ 2 3 … n 1 ,

𝜓௞ሺ𝑥ሻ ൌ 𝜓𝜓௞ିଵሺ𝑥ሻ, 𝑘 ൌ 0,1, … 𝑛 െ 1. ∑ 𝐶ሺ𝑛, 𝑘ሻ௡
௞ୀଵ 𝑥௞ ൌ 𝑥ሺ𝑥 ൅ 1ሻ … ሺ𝑥 ൅

𝑛 െ 1ሻ. Интересным примером группового канала является канал цикли-
ческих сдвигов. 

§3. Групповой канал циклических сдвигов. Пусть 𝐵௡ ൌ ሼ0,1ሽ௡ и 

Ψ ൌ ሼ𝜓௞ሽ – множество циклических сдвигов порядка 𝑛, действующее на  

𝐵௡ следующим образом: для слова 𝑥 ൌ ቀ 1 2 … n ቁ ∈ 𝐵௡ 

 𝜓଴ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 , 𝜓ଵ ቀ 1 2 … n ቁ ൌ ሺ 2 3 … n 1 ሻ, 𝜓௞ሺ𝑥ሻ ൌ 𝜓𝜓௞ିଵሺ𝑥ሻ,                                                 

           𝑘 ൌ 0,1, … 𝑛 െ 1. 

Ясно, что |Ψ| ൌ  𝑛  и Ψ – циклическая группа порядка 𝑛, где окрест-
ности слова 𝑥 ∈ 𝐵௡ могут быть найдены с помощью стабилизаторов 
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Ψ௫ ൌ ሼ𝜓௞ ∶   𝜓௞𝑥 ൌ 𝑥ሽ. 
Ниже приведены соответствующие численные результаты некото-

рых 𝑛. 
Примеры. 9) Для n=4 имеем: 

                      𝑥 ൌ 0000    Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ , 𝜓ଵ, 𝜓ଶ, 𝜓ଷሽ, Ψሺ𝑥ሻ   ൌ ሼ𝑥ሽ  
                      𝑥 ൌ 0001    Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ሽ , Ψሺ𝑥ሻ ൌ 𝐵ଵ

ସ ൌ ሼ0001,0010,0100,1000ሽ 
                      𝑥 ൌ 1010    Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴, 𝜓ଶሽ , Ψሺ𝑥ሻ  ൌ ሼ1010,0101ሽ 
                      𝑥 ൌ 1100    Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ሽ , Ψሺ𝑥ሻ ൌ ሼ1100,0110,0011,1001ሽ 
                      𝑥 ൌ 1110    Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ሽ , Ψሺ𝑥ሻ ൌ ሼ1110,0111,1011,1101ሽ ൌ 𝐵ଷ

ସ 
                      𝑥 ൌ 1111    Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ , 𝜓ଵ, 𝜓ଶ, 𝜓ଷሽ, Ψሺ𝑥ሻ   ൌ ሼ𝑥ሽ.  

Таким образом, куб 𝐵ସ разбивается на два транзитивных множества 
мощности 1; 1 – транзитивное множество мощности 2; 3 – транзитивное 
множество мощности 4. Естественным следствием проделанных вычис-
лений является возможность нахождения функции 𝑁 ሺ𝜓ሻ для всех преоб-
разований 𝜓. В случае 𝑛 ൌ 4 имеем                                                                                                  

                             𝑁ሺ𝜓଴ሻ ൌ 2ସ, 𝑁ሺ𝜓ଵሻ ൌ 2, 𝑁ሺ𝜓ଶሻ ൌ 4,  𝑁ሺ𝜓ଷሻ ൌ 2. 
Отсюда число транзитивных множеств согласно утверждению 3 равно 

16 ൅ 4 ൅ 2 ൅ 2
4

ൌ 6, 
что совпадает с результатом непосредственного вычисления. 

Далее, код 𝑉ሺΨሻ ൌ ሼሺ0000ሻ, ሺ1111ሻ, ሺ1010ሻ, ሺ1100ሻ, ሺ1110ሻ, ሺ0001ሻሽ, 
собранный из представителей транзитивных множеств, является одним из 
максимальных кодов. Декодирование слов на выходе канала производится 
с помощью стандартной таблицы декодирования, которая в нашем случае 
имеет вид 

0000 1111 1010 1100 1110 0001 
  0101 0110 0111 1000 
   0011 1011 0100 
   1001 1101 0010 
      

10) Для 𝑛 ൌ 6 картина следующая: 
𝑥 ൌ 000000     Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ , 𝜓ଵ, 𝜓ଶ, 𝜓ଷ, 𝜓ସ, 𝜓ହሽ,   Ψሺ𝑥ሻ  ൌ ሼ𝑥ሽ 
𝑥 ൌ 111111    Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ , 𝜓ଵ, 𝜓ଶ, 𝜓ଷ, 𝜓ସ, 𝜓ହሽ,   Ψሺ𝑥ሻ  ൌ ሼ𝑥ሽ 

𝑥 ൌ 100000     Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ሽ , Ψሺ𝑥ሻ ൌ 𝐵ଵ
଺ 

𝑥 ൌ 100100,    Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴, 𝜓ଷሽ и |Ψሺ𝑥ሻ| ൌ 3. 
Если |𝑥| ൌ 2, но 𝑥Ψ(100100), то Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ሽ и |Ψሺ𝑥ሻ| ൌ 6.  
Таким образом, имеем одно транзитивное множество с тремя словами 

и два транзитивных множества по 6 слов в каждом. В целом ห𝐵଺
ଶห ൌ 2 ⋅ 6 ൅

1 ⋅ 3 
                    𝑥 ൌ 101010     Ψ௫  ൌ ሼ  𝜓଴, 𝜓ଶ, 𝜓ସሽ,   Ψሺ𝑥ሻ  ൌ ሼ𝑥, 𝑥ሽ. 
В этом случае имеем одно транзитивное множество с двумя словами. 
Для остальных 𝑥Ψሺ101010ሻ c |𝑥| ൌ 3  Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ሽ и |Ψሺ𝑥ሻ| ൌ 6.  
Количество таких транзитивных множеств 3, следовательно, полу-

чаем 
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                  ൫଺
ଷ൯ ൌ

଺⋅ହ⋅ସ

଺
ൌ 20 ൌ 3 ⋅ 6 ൅ 2, 

𝑥 ൌ 110110, то   Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴, 𝜓ଷሽ и  |Ψሺ𝑥ሻ| ൌ 3. 
Для остальных 𝑥Ψሺ110110ሻ и |𝑥| ൌ 4  Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ሽ,   |Ψሺ𝑥ሻ|  ൌ 6.           
Таких транзитивных множеств два.  Следовательно,                                                                             

                          ൫6
4൯ ൌ 15 ൌ 3 ൅ 2 ⋅ 6 ൏ 

|𝑥| ൌ 5 ,  Ψ௫ ൌ ሼ𝜓଴ሽ и |Ψሺ𝑥ሻ| ൌ 6> 
В этом случае имеем одно транзитивное множество. 
Таким образом, получаем разбиение 𝐵଺ на транзитивные множества и   

возможность нахождения функции 𝑁 ሺ𝜓ሻ для всех преобразований 𝜓:             
𝑁ሺ𝜓଴ሻ ൌ 2଺, 𝑁ሺ𝜓ଵሻ ൌ 2,  𝑁ሺ𝜓ଶሻ ൌ 4, 𝑁ሺ𝜓ଷሻ ൌ 8, 𝑁ሺ𝜓ସሻ ൌ 4, 𝑁ሺ𝜓ହሻ ൌ 2. 

Отсюда число транзитивных множеств согласно утверждению равно 
64 ൅ 2 ൅ 4 ൅ 8 ൅ 4 ൅ 2

6
ൌ 14, 

что совпадает с результатом непосредственного вычисления. Далее, код 
𝑉ሺΨሻ ൌ ሼ(000000), (111111), (100000), (100100), (101000), (110000), 
(101010), (111000), (110010), (110100), (110110), (111100), (101110), 
(111110)ሽ, собранный из представителей транзитивных множеств, является 
одним из максимальных кодов. Декодирование слов на выходе канала 
производится с помощью стандартной таблицы декодирования, которая в 
нашем случае 𝑛 ൌ 6 имеет вид 

 
111000 101010 110010 110110 110100 100000 111100 

011100 010101 011001 101101 011010 010000 011110 

001110  101100 011011 001101 001000 001111 

000111  010110 101101 100110 000100 100111 

100011  001011  010011 000010 110011 

110001  100101  101001 000001 111001 

 
101110 111110 101000 100100 010000 111111 000000 

010111 011111 010100 010010 011000   

101011 101111 001010 001001 001100   

110101 110111 000101  000110   

111010 111011 100010  000011   

011101 111101   100001   



103 

В общем виде мощность кода для циклического канала может быть 
найдена с помощью хорошо известных комбинаторных результатов. 

Определение. Периодом слова 𝑎 ∈ 𝐵௡ называется минимальное число 
𝑘 такое, что 𝜓௞ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑎. 

Если период слова 𝑎 равен 𝑘, то транзитивное множество Ψሺ𝑎ሻ имеет 
вид: ሼ𝑎, 𝜓ሺ𝑎ሻ … 𝜓௞ିଵሺ𝑎ሻሽ. Поэтому мощность транзитивного множества 
Ψሺ𝑎ሻ равна периоду слова 𝑎. 

Обозначим число транзитивных множеств мощности 𝑑 через 𝜆௡ሺ𝑑ሻ. 
Так как транзитивные множества производят разбиение 𝐵௡, то справедли-
во соотношение 

෍ 𝑑𝜆௡

ௗ ௡⁄

ሺ𝑑ሻ ൌ 2௡.                                                     ሺ5ሻ 

При этом код максимальной мощности V (Ψ) – это любое множество 
всех представителей транзитивных множеств, и его мощность задается 
формулой (4), которая в данном случае имеет вид: 

หVሺΨሻ| ൌ ෍ 𝜆௡ሺ𝑑ሻ.
ௗ/௡

                                                   ሺ6ሻ 

Из формул (5) и (6) с использованием стандартной теоретико-число-
вой техники получается следующее хорошо известное выражение: 

หVሺΨሻ| ൌ
1
𝑛

෍ 2𝑑𝜑ሺ𝑛/𝑑ሻ ൌ
1
𝑛

ௗ/௡

෍ 2௡/ௗ𝜑ሺ𝑑ሻ
ௗ/௡

 

 
или 

 ห 𝑉ሺΨሻห   ൌ ෍ 2௞𝜑 ቀ
𝑛
𝑘

ቁ
௞ ௡⁄

,                                     ሺ7ሻ 

где 𝜑(q) − функция Эйлера − количество чисел меньших q и взаимно-
простых с ним, вычисляемая по формуле 

𝜑ሺ𝑛ሻ ൌ 𝑛 ෑ ൬1 െ
1
𝑝

൰ .
௣ ௡⁄

 

Формула (7) представляет собой мощность максимального кода, ис-
правляющего ошибки циклического канала 𝐾ሺΨሻ. Если 𝑛 ൌ 𝑝𝑞, где 𝑝, 𝑞 – 
простые числа, то  

ห 𝑉ሺΨሻห ൌ
ଶ೛೜ାଶ೛ሺ௤ିଵሻାଶ೛ሺ௣ିଵሻାଶሺ௣ିଵሻሺ௤ିଵሻ

௣୯
. 

Для 𝑛 ൌ 𝑝 все значительно проще: 

  ห 𝑉ሺΨሻห ൌ
2௣ െ 2

𝑝
൅ 2. 

Приведенные выше примеры показывают, что в случаях, когда канал  
𝐾ሺΨሻ является групповым, задача о построении максимального по мощно-
сти кода 𝑉ሺΨሻ, исправляющего ошибки канала 𝐾ሺΨሻ, может быть решена 
до конца. Соответствующая формула для мощности максимального кода 
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(4) – это классическая лемма Бернсайда для числа транзитивных множеств 
в условиях действия группы Ψ на некотором множестве слов. 

 
1 ФИЦ ИУ РАН, Москва 
2 Группа Бит, Москва 
3 Ереванский государственный университет 
  e.mails: vkleontiev@yandex.ru, garib@hkzap.ru, 
                j.margaryan@ysu.am 
    

В. К. Леонтьев, Г. Л. Мовсисян, Ж. Г. Маргарян 

Алгебраические групповые каналы связи 

Исследуются групповые алгебраические каналы связи. Основной результат 
работы позволяет построить коды максимальной мощности, исправляющие ошиб-
ки групповых каналов. 
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Հանրահաշվական խմբային կապի ուղիներ 

Ուսումնասիրվում են հանրահաշվական խմբային կապի ուղիներ: Աշխատանքի 
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ուղղում են սխալները խմբային կապի ուղիներում: 
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A Group Communication Channels 

The present paper explores group algebraic communication channels. The main 
result allows to build maximum power codes that corrects errors of the group channels. 
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Ключевые слова: система Франклина, кратные ряды, теорема 

единственности. 
 
В работе рассматриваются кратные ряды Франклина. Доказываются 

теоремы единственности для таких рядов, частичные суммы которых либо 
сходятся по Прингсхейму, либо имеют последовательные пределы. 

Напомним определение системы Франклина. Пусть 𝑛 ൌ 2ఓ ൅ 𝜐, где 
𝜇 ൌ 0,1, …, 1 ൑ 𝜐 ൑ 2ఓ. Обозначим 

𝑠௡,௜ ൌ ൞

𝑖
2ఓାଵ ,   когда 0 ൑ 𝑖 ൑ 2𝜐,

𝑖 െ 𝜐
2ఓ ,   когда 2𝜐 ൑ 𝑖 ൑ 𝑛.

 

Обозначим через 𝑺௡ пространство непрерывных и кусочно-линейных 
функций с узлами ൛𝑠௡,௜ൟ

௜ୀ଴

௡ , т.е. 𝑓 ∈ 𝑺௡, если 𝑓 ∈ 𝐶ሾ0,1ሿ и линейная на каж-
дом отрезке ൣ𝑠௡,௜ିଵ, 𝑠௡,௜൧, 𝑖 ൌ 1, 2, … , 𝑛. Нетрудно заметить, что dim𝑺௡ ൌ

𝑛 ൅ 1 и множество ൛𝑠௡,௜ൟ
௜ୀ଴

௡  получается добавлением точки 𝑠௡,ଶజିଵ к мно-

жеству ൛𝑠௡ିଵ,௜ൟ
௜ୀ଴

௡ିଵ. Следовательно, 𝑺௡ିଵ ⊂ 𝑺௡ и его коразмерность равна 
1. Поэтому существует единственная функция 𝑓௡ ∈ 𝑺௡ такая, что 𝑓௡ орто-
гональна к 𝑺௡ିଵ в 𝐿ଶሾ0,1ሿ, ‖𝑓௡‖ ൌ 1  и 𝑓௡൫𝑠௡,ଶజିଵ൯ ൐ 0. Полагая 𝑓଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1, 
𝑓ଵሺ𝑥ሻ ൌ √3ሺ2𝑥 െ 1ሻ, 𝑥 ∈ ሾ0,1ሿ, получим ортонормированную систему 
ሼ𝑓௡ሺ𝑥ሻሽ௡ୀ଴

ஶ , эквивалентным образом определенную Ф. Франклином [1]. 
Напомним, что множество 𝐸 называется множеством единственности 

или -множеством (см. [2], с. 193) для системы ሼ𝜑௡ሺ𝑥ሻሽ௡ୀ଴
ஶ , если из 

∑ 𝑎௡𝜑௡ሺ𝑥ሻ ൌ 0ஶ
௡ୀ଴ ,   если  𝑥 ∉ 𝐸, 

следует, что 𝑎௡ ൌ 0, 𝑛 ൌ 0, 1, 2, ….  

Հատոր 
Том 

Volume 
120 2020           № 2 
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Кантор [3] доказал, что пустое множество является -множеством для 
тригонометрической системы. С этой работы Кантора начались исследова-
ния вопросов единственности ортогональных рядов. 

Скажем, что множество 𝐸 является 𝑉-множеством для системы 
ሼ𝜑௡ሺ𝑥ሻሽ௡ୀ଴

ஶ , если из 
∑ 𝑎௡𝜑௡ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻஶ

௡ୀ଴ ,   если  𝑥 ∉ 𝐸, 
где 𝑓 всюду конечная интегрируемая функция, следует, что ∑ 𝑎௡𝜑௡ሺ𝑥ሻஶ

௡ୀ଴  
является рядом Фурье функции 𝑓. Очевидно, что любое 𝑉-множество яв-
ляется  𝑈-множеством. 

Одним из важных обобщений теоремы Кантора является теорема Вал-
ле-Пуссена [4]: любое счетное множество является 𝑉-множеством для 
тригонометрической системы. Отметим, что исследования вопросов един-
ственности тригонометрических рядов продолжаются до сих пор. Иссле-
дования вопросов единственности рядов по системам Хаара, Уолша и их 
обобщений начались с работ [5-7] и продолжаются до сих пор. Исследо-
вания -множеств для системы Франклина ሼ𝑓௡ሺ𝑥ሻሽ௡ୀ଴

ஶ  начаты недавно [8, 9]. 
В [10] доказаны теоремы о 𝑉𝑃-множествах системы Франклина. 

Теорема 1. Пустое множество является 𝑉-множеством для сис-
темы Франклина. 

Теорема 1 следует из теоремы 2, доказанной в [10]. Пусть 
∑ 𝑎௡𝑓௡ሺ𝑥ሻஶ

௡ୀ଴      (1) 
есть ряд Франклина. 

Теорема 2. Если ряд (1) сходится по мере к интегрируемой функции 𝑓 
и всюду выполняется 

sup|∑ 𝑎௞𝑓௞ሺ𝑥ሻ௡
௞ୀ଴ | ൏ ∞ , 

то ряд (1) является рядом Фурье – Франклина функции 𝑓.  
Из теоремы 2 с применением одной теоремы Л. Гоголадзе [11] можно 

получить, что если кратный ряд Франклина всюду сходится по 
Прингсхейму к всюду конечной интегрируемой функции 𝑓, которая 
интегрируема по любому набору переменных при фиксированных ос-
тальных переменных, то этот ряд является рядом Фурье – Франклина 
функции 𝑓. 

Ниже сформулируем теоремы единственности кратных рядов Франк-
лина, не только освободившись от требования интегрируемости функции 
𝑓 по любому набору переменных при фиксированных остальных перемен-
ных, но и потребовав сходимость ряда не всюду, а вне некоторого множе-
ства из определенного класса множеств. 

Известно, что ряд  ∑ 𝑎௡𝑓௡ሺ𝑥ሻஶ
௡ୀ଴ , где 𝑎௡ ൌ 𝑓௡ሺ𝑥଴ሻ для некоторого 

𝑥଴ ∈ ሾ0,1ሿ, всюду кроме точки 𝑥଴ сходится к нулю. Следовательно, любое 
одноточечное множество не является -множеством. 

Как увидим ниже, для кратных рядов картина принципиально иная. 
Не только одноточечные множества, но и любое счетное множество явля-
ется 𝑉-множеством (тем более 𝑈-множеством) для кратной системы 
Франклина. Более того, доказывается, что декартово произведение мно-
жеств меры нуль является 𝑉-множеством для кратной системы Франклина. 
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Через ℕ଴ обозначим множество неотрицательных целых чисел. Для 
натурального 𝑘 ൒ 2 обозначим через 𝒙 векторы из ሾ0,1ሿ௞, а через 𝒏 век-
торы с координатами из ℕ଴, т.е. 𝒙 ൌ ሺ𝑥ଵ, … , 𝑥௞ሻ, 𝑥௜ ∈ ሾ0,1ሿ, 𝑖 ൌ 1, … , 𝑘, и 
𝒏 ൌ ሺ𝑛ଵ, … , 𝑛௞ሻ, 𝑛ଵ ∈ ℕ଴ 𝑖 ൌ 1, … , 𝑘. 

Пусть ሼ𝑓௡ሺ𝑥ሻሽ௡ୀ଴
ஶ  ортонормированная система Франклина на ሾ0,1ሿ. 

Обозначим через ሼ𝒇𝒏ሺ𝒙ሻሽ𝒏∈ℕ𝟎
𝒌 𝑘-кратную систему Франклина, т.е. 

𝒇𝒏ሺ𝒙ሻ ൌ 𝑓௡భ
ሺ𝑥ଵሻ ⋯ 𝑓௡ೖ

ሺ𝑥௞ሻ,   𝒏 ∈ ℕ଴
௞,  𝒙 ∈ ሾ0,1ሿ௞. 

В данной работе рассматриваются кратные ряды Франклина 
∑ 𝑎𝒏𝑓𝒏ሺ𝒙ሻ𝒏∈ℕ𝟎

𝒌 ,  𝒙 ∈ ሾ0,1ሿ௞,    (2) 
с прямоугольными частичными суммами 

∑ 𝑎𝒏𝑓𝒏ሺ𝒙ሻ𝒏ஸ𝑵 ,     (3) 
где запись 𝒏 ൑ 𝑵 означает, что 𝑛௜ ൑ 𝑁௜, 𝑖 ൌ 1, … , 𝑘. 

Говорят, что кратная числовая последовательность 𝑆𝑵,  𝑵 ∈ ℕ଴
௞, схо-

дится по Прингсхейму (или по прямоугольникам) к числу 𝐴, если суще-
ствует предел lim𝑵→ஶ 𝑆𝑵 ൌ 𝐴, т.е. 

∀𝜀 ൐ 0, ∃𝑀଴ ∈ ℕ଴,  такое, что  |𝑆𝑵 െ 𝐴| ൏ 𝜀,  если  minଵஸ௜ஸ௞ 𝑁௜ ൒ 𝑀଴.  
В [10] доказано, что любое конечное множество является 𝑉-множе-

ством для двойных рядов Франклина, сходящихся по Прингсхейму.  
Определение. Скажем, что множество 𝐸 ⊂ ሾ0,1ሿ௞ является разре-

женным в ሾ0,1ሿ௞, если 
𝐸 ⊂ 𝐸଴, где  𝐸଴ ൌ 𝐸ଵ ൈ 𝐸ଶ ൈ ⋯ ൈ 𝐸௞,  с  𝜇ሺ𝐸௜ሻ ൌ 0,  𝑖 ൌ 1, … , 𝑘. 

Основными результатами настоящей работы являются теоремы 3 и 4. 
Теорема 3. Пусть Е – разреженное множество, ряд (2) с частич-

ными суммами (3) удовлетворяет условиям 
limsup𝑵|∑ 𝑎𝒏𝑓𝒏ሺ𝒙ሻ𝒏ஸ𝑵 | ൏ ∞,  𝒙 ∉ 𝐸 

и существует последовательный предел 
limேభ→ஶ ⋯ limேೖ

∑ 𝑓௡భ
ሺ𝑥ଵሻேభ

௡భୀ଴ ⋯ ∑ 𝑓௡ೖ
ሺ𝑥௞ሻ ൌ 𝑓ሺ𝒙ሻேೖ

௡ೖୀ଴ ,  𝒙 ∈ ሾ0,1ሿ௞, 
где 𝑓– всюду конечная интегрируемая функция. Тогда ряд (2) является ря-
дом Фурье – Франклина функции 𝑓. 

Теорема 4. Пусть Е – разреженное множество в ሾ0,1ሿ௞ и для ряда (2) 
с частичными суммами (3) выполняется  

lim𝑵→ஶ ∑ 𝑎𝒏𝑓𝒏ሺ𝒙ሻ ൌ 𝑓ሺ𝒙ሻ𝒏ஸ𝑵 ,  𝑥 ∉ 𝐸, 
где 𝑓 – всюду конечная интегрируемая функция. Тогда ряд (2) является ря-
дом Фурье – Франклина функции 𝑓. 

Очевидно, что любое счетное множество является разреженным в 
ሾ0,1ሿ௞. Поэтому из теоремы 4 получается следующая теорема. 

Теорема 5. Любое счетное множество является 𝑉-множеством для 
кратных рядов Франклина, сходящихся по Прингсхейму. 

При доказательстве теорем 4 и 5, наряду с некоторыми вспомогатель-
ными леммами, важную роль играют теорема 2 и следующая теорема, до-
казанная в работе [12]. 

Теорема 6. Ряд (1) сходится почти всюду на множестве 𝐸 тогда и 
только тогда, когда supேห∑ 𝑎௡𝑓௡ሺ𝑥ሻே

௡ୀ଴ ห ൏ ∞ почти всюду на 𝐸. 
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Теоремы единственности кратных рядов Франклина 
 

Доказано, что если кратный ряд по системе Франклина всюду кроме, быть 
может, некоторого множества, являющегося декартовым произведением мно-
жеств меры нуль, сходится к всюду конечной интегрируемой функции, то он яв-
ляется рядом Фурье – Франклина этой функции. Доказана также теорема един-
ственности для кратных рядов Франклина, прямоугольные частичные суммы ко-
торых в каждой точке имеют последовательный предел. 
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Ֆրանկլինի բազմապատիկ շարքերի միակության թեորեմներ 

 
Ապացուցված է, որ եթե Ֆրանկլինի համակարգով բազմապատիկ շարքն ամենու-

րեք, բացի գուցե ինչ-որ բազմությունից, որը զրո չափի բազմությունների դեկարտյան 
արտադրյալ է, զուգամիտում է ամենուրեք վերջավոր ինտեգրելի ֆունկցիայի, ապա 
այդ ֆունկցիայի Ֆուրիե-Ֆրանկլինի շարքն է։ Ապացուցված է նաև միակության թեո-
րեմ Ֆրանկլինի բազմապատիկ շարքերի համար, որոնց ուղղանկյուն մասնակի գու-
մարներն ունեն հաջորդական սահման։ 
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Uniqueness Theorems оn Multiple Franklin Series 
 

In this paper it is proved that if a multiple Franklin series converges everywhere 
except possibly on a set which a Cartesian product of measure zero sets, to a finite and 
integrable function, then it is the Fourier – Franklin series of that function. A uni-
queness theorem for multiple Franklin series is also proved for series whose rectangular 
partial sums have a finite iterated limit at every point. 
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сходимость к  -и. 
 
Приведем определение общей системы Франклина. Последователь-

ность разных точек  : 0nT t n   назовем допустимой, если 

 0 10, 1, 0,1nt t t    для любого 2n   и T  всюду плотно в  0,1 . Пусть 

 : 0nT t n   – допустимая последовательность. Для 1n   обозначим 

 : 0 1n iT t i n    . Пусть n  получается из nT  неубывающей переста-
новкой:  , , , 1: , 0 , .n n i n i n i n ns s s i n T       Тогда через nS  обозначим про-
странство функций, определенных на  0,1 , которые непрерывны,  линей-

ны на . , 1,n i n is s     для любого 0,1, ,i n  -1. Ясно, что dim 1nS n   и 

1n nS S  . Следовательно, существует (с точностью до знака) единственная 
функция n nf S , которая ортогональна 1nS   и 2|| || 1nf  . Эту функцию 
назовем n -й функцией Франклина, соответствующей разбиению T , а 
  0n n

f 


 – общей системой Франклина, соответствующей разбиению T . 

Известно, что общая система Франклина является базисом в  0,1C  и 

 0,1pL  при 1 p    (см. [1]) и безусловным базисом при 1 p    (см. 
[2]). 

Допустимая последовательность T  называется квазидвоичным раз-
биенем отрезка  0,1 , если 1,2 ,j k j ks s   для всех , ,0 2 jj k k  , т.е. 12 j   
получается из 

2 j прибавлением по одной точке в каждом интервале 

, , 1( , )j k j ks s 
 для всех 0≤k<2 j․ 
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Допустимая последовательность T  называется сильно регулярной с 

параметром  , если , 11

,

n i

n i


 


    для всех 2, 1, ,n i n   , здесь и 

далее , , , 1n i n i n is s   . 

Пусть   0n n
f 


 – общая система Франклина, соответствующая квази-

двоичному и сильно регулярному с параметром   разбиению T . Обоз-

начим      
0

, 0,1 .
n

n k k
k

x a f x x


   

Сформулируем основной результат настоящей статьи: 
Теорема 1. Если  inf ,nn

x x E    , то  sup n
n

x   почти 

всюду на E . 
Теорему 1 можно сформулировать в следующей равносильной форме. 
Теорема 2. Справедливо равенство  
 

       0,1 : lim inf limsup 0,n nn n
x x x          

 
 

где   – мера Лебега. 
Заметим, что теорема 2 является аналогом теоремы Геворкяна для 

классической системы Франклина (см. [3]). Такую же теорему, которая да-
ет ответ известной задаче Лузина о сходимости тригонометрических рядов 
к  -и, доказал Конягин для тригонометрических рядов (см. [4], теорема 
2). В [5] доказана  

Теорема 3. Следующие утверждения эквивалентны: 

 2 2

0
1.    ;n n

n
почти всюду нa f Ex а





    

 2. sup n
n

x    почти всюду на E ; 

 
0

  3.   ;n n
n

сходится почти всa f x юду на E



   

 
0

  4.    .n n
n

сходится по мере безусловно нf Ea x а



   

 
Подобная теорема для рядов Хаара доказана Ф. Арутюняном [6], а для 

мартингалов – Р. Ганди [7]. Последовательность частичных сумм ряда 
Хаара является регулярным мартингалом. В то же время последователь-
ность частичных сумм ряда по общей системе Франклина не является мар-
тингалом. Но как показывает теорема 3, ряды по общей системе Фран-
клина имеют свойства, схожие со свойствами мартингалов. 
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Из теорем 1 и 3 вытекают следующие теоремы. 
 
Теорема 4. Если  inf ,nn

x x E    , то ряд  сходит-

ся почти всюду на E . 
Теорема 5. Если  на E , то  liminf nn

x    и

 limsup n
n

x    почти всюду на E . 

Подобные теоремы доказаны Ф. Арутюняном [6] для рядов Хаара и 
Чоу для мартингалов [8]. 

При доказательстве теоремы 1 важную роль играют следующие поня-
тия и леммы. 

Пусть ij  – символ Кронекера: 1ij   при i j  и 0ij   при i j . 
Для 2n   введем определение: 

 
,

,
, 1 ,

, ,

, , 1, , .
ij n j

n i
n j n j

при x s
N x

линейна на s s j n





 
     

 

Заметим, что функции  , , 0, ,n iN t i n   нормализованы в пространстве 

 0,1C , а из соотношений  , ,n i n j ijN s   следует, что система   , 0

n
n i i

N t


 

составляет базис в nS . Обозначив    , ,
, 1 , 1

2
n i n i

n i n i

M t N t
s s 




, где 

, 1 ,0 , 1 ,0, 1n n n n n ns s s s     , мы получаем другой базис в nS , который нор-
мализован в  1 0,1L . 

Поскольку система   , 0

n
n i i

N t


 является базисом в nS , то условие 

1n nf S   равносильно соотношениям  

     
1

1,
0

0, 0,1, , 1.n n if t N t dt при i n       

По определению общей системы Франклина мы имеем 1m mf S   и  

1n mS S   при m n . Следовательно,  

   
1

0

0, .m nf t t dt при S и m n     

Далее, для каждого ряда  
0

n n
n

S a f x




  и функции nS  определяем 

скалярное произведение следующим образом: 
 

           
1 1

0 00 0

, : , .
n

m m m m n
m m

S a f t t dt a f t t dt    


 

      

 2 2

0
n n

n
a f x





 

 
0

n n
n

a f x







113 

 
Понятие скалярного произведения для рядов S  и функции nS  

введено в [9] и было успешно применено в вопросах единственности ря-
дов Франклина (см. [2, 10, 11). 

Обозначим , , 1 , 1,n i n i n is s      .  

Лемма 1. Для любого n  и i , 0 i n   имеем , 1, ,n i j n j
j

M M   где 

1, 0j j
j
    и 0j  , если 1, ,n j n i   .  

Лемма 2. Если   линейна в промежутках , 1 ,,n i n is s    и , , 1,n i n is s    , 
то  

           , , 1
, , 1 , , 1

, , 1 , , 1

2, .
33 3

n i n i
n i n i n i n i

n i n i n i n i

M s s s
 

   
   


 

 

  
 

 
Лемма 3. Если  ,, : 0n iS M A  , то 

   
 

,
, : .

2 3 1
n i

n i n
Ax x


 


         
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В. Г. Микаелян 
 

Об одном «мартингальном свойстве» ряда по общей  
системе Франклина 

 
Доказан критерий почти всюду сходимости рядов по общей системе Фран-

клина на множестве. Критерий аналогичен критерию, полученному Чоу для мар-
тингалов, Ф. Арутюняном для рядов Хаара и Г. Геворкяном для рядов Франклина. 

  
Վ. Գ. Միքայելյան 

 
Ըստ Ֆրանկլինի ընդհանուր համակարգի շարքերի՝ մեկ  

«մարտինգալային հատկության» մասին 
 

Ապացուցված է, ըստ Ֆրանկլինի ընդհանուր համակարգի շարքերի, համարյա 
ամենուրեք զուգամիտության հայտանիշ բազմության վրա։ Համանման հայտանիշ 
ապացուցել է Չոուն մարտինգալների համար, Ֆ․ Հարությունյանը՝ Հաարի շարքերի 
համար, և Գ․ Գևորգյանը՝ Ֆրանկլինի շարքերի համար։ 
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On a «Martingale Property» of Series with Respect  
to General Franklin System 

 
 A criterion for almost everywhere convergence of general Franklin series 
on a set is proved. The criterion is similar to the ones obtained by Y.S. Chow for 
martingales, F. Arutyunyan for Haar series and G. Gevorkyan for Franklin series. 
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Введение. Устойчивости пластин и оболочек в сверхзвуковом потоке 

газа посвящены многочисленные исследования. В частности вопросы 
сверхзвукового флаттера изотропных, слоистых и анизотропных (не ком-
позиционных) тонких пластин и оболочек изучены достаточно, и эффекты 
взаимодействия здесь оказались весьма существенными. Аналогичные во-
просы для тонких тел из композиционного материала почти не исследо-
ваны. 

Предлагаемая работа посвящена вопросам устойчивости слоистой ци-
линдрической оболочки из монослоев ортотропного композиционного ма-
териала (КМ), обтекаемой сверхзвуковым потоком газа. Исследование 
проведено в линейной постановке в случае замкнутой удлиненной обо-
лочки. Получена формула определения критической скорости флаттера. 
Найдено минимальное значение критической скорости по волновым чис-
лам в зависимости от углов армирования слоев материала оболочки. Ис-
следован вопрос оптимального регулирования величины минимальной 
критической скорости при помощи выбора угла армирования и физико-ме-
ханических параметров рассматриваемой задачи. 

1. Основные уравнения. Рассмотрим тонкую цилиндрическую обо-
лочку постоянной толщины h , составленную из конечного числа  2 1k   
слоев, симметрично расположенных относительно срединной поверхности 
оболочки. За координатную поверхность принимается срединная поверх-
ность оболочки (срединная поверхность среднего слоя), которая пред-
ставляется координатами 1 2,   ( 1  – вдоль образующей, 2  – по дуге по-
перечного сечения) и радиусом кривизны constR  . Третья координатная 
линия 3  прямолинейная и представляет расстояние по нормали средин-
ной поверхности от точки  1 2, ,0   до точки  1 2 3, ,    оболочки. Слои, 
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симметрично расположенные относительно координатной поверхности 
3 0  , имеют одинаковую толщину, одинаковые физико-механические 

свойства и состоят из 2 sn  элементарных слоев ортотропного композицион-
ного материала, уложенных поочередно под углами  1,2,..., 2 1s s k    к 
оси цилиндра. Таким образом, рассматривается слоистая цилиндрическая 
оболочка, составленная из нечетного числа однородных ортотропных сло-
ев, симметрично расположенных относительно срединной поверхности [1, 
2]. Предполагается, что слои оболочки после деформирования остаются 
упругими и работают совместно, без скольжения. 

Согласно вышеизложенному упругие характеристики ( )s
ijB  материала 

s -го слоя в главных геометрических направлениях оболочки определя-
ются через упругие характеристики соответствующих элементарных слоев 
в главных физических направлениях по известным формулам поворота [3]. 

Пусть оболочка обтекается с внешней стороны сверхзвуковым пото-
ком газа с невозмущенной скоростью  constu u U 

  , направленной по 
образующим цилиндра. Будем исследовать устойчивость оболочки под 
действием избыточного давления газа, появляющегося вследствие малых 
возмущений обтекаемой поверхности (вследствие возмущенного колеба-
ния оболочки). 

Для получения основных уравнений и соотношений, описывающих 
возмущенное движение рассматриваемой аэроупругой системы, принима-
ются следующие предположения: 

а) гипотеза о недеформируемых нормалях для всего пакета оболочки 
в целом [3]; 

б) избыточное давление p  вычисляется с помощью приближенной 
формулы “поршневой теории” при малых возмущениях [4]; 

в) влияниями тангенциальных составляющих сил инерции можно пре-
небречь. 

В силу принятых предположений получаются следующие уравнения и 
соотношения, описывающие поведение малых возмущений в рассматри-
ваемой оболочке [3]: 

уравнения возмущенного состояния 
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  (1.1) 

Здесь m  – приведенная масса, отнесенная к единице площади сре-
динной поверхности 
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где i  – удельный вес материала i-го слоя, i  – расстояние верхней по-
верхности i-го слоя от срединной поверхности, Z  – нормальная составля-
ющая внешней нагрузки, ,ij ijT M  – возмущения внутренних сил и момен-
тов невозмущенного состояния,      1 2 1 2 1 2, , , , , , , ,u t v t w t       – воз-
мущения перемещений точек срединной поверхности оболочки; 
 

соотношения упругости 
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  (1.2) 

 
Здесь для жесткостей растяжения ijc  и изгиба ijD  имеем 
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где упругие постоянные ( )s

ijB  материала s -го слоя в главных геометри-
ческих направлениях оболочки согласно формулам поворота имеют сле-
дующие представления [3]: 
 

 

   

   

   

   

0 4 ( ) 2 2 0( ) 4
11 11 0 22

0 4 ( ) 2 2 0( ) 4
22 11 0 22

0 0( ) 0( ) ( ) 2 2
12 12 11 22 0

0 0( ) 0( ) ( ) 2 2
66 66 11 22 0

cos 2 sin cos 2 sin ,

sin 2 sin cos 2 cos ,

2 sin cos ,

2 sin cos

s s s s
s s s s

s s s s
s s s s

s s s s s
s s

s s s s s
s

B B B B

B B B B

B B B B B

B B B B B

      

      

       
       

     0 0
0 12 66

,

2 .

s

s s sB B B 

  (1.4) 

В (1.4) ( )s
ijB  – упругие постоянные материала s -го слоя в главных фи-

зических направлениях (упругие постоянные элементарных слоев, образу-
ющих данный слой оболочки), s – угол армирования материала s -го 
слоя. 

Подставляя значения внутренных сил и моментов из (1.2) в уравнение 
(1.1), получим систему линейных дифференциальных уравнений возму-
щенного движения оболочки: 
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   (1.5) 

Поперечная нагрузка  1 2, ,Z t   возмущенного состояния складыва-
ется из сил демпфирования и избыточного аэродинамического давления 

p  

 ,wZ m p
t

    


     (1.6) 

где   – коэффициент затухания. 
В случае внешнего обтекания оболочки, используя “поршневую тео-

рию” для p , получаем [5] 
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   (1.7) 

В (1.7) M  – число Маха, 0p  – давление, 0a  – величина скорости зву-
ка для невозмущенного газа, æ  – показатель политропы. 

Введением функции  1 2, , t   , связанной с , ,u v w  соотношениями 
[3] 
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   (1.8) 

с учетом (1.6) и (1.7), приведем систему (1.5) к одному разрешающему 
уравнению [6] 
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 (1.9) 

где линейный дифференциальный оператор P  имеет вид 
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Коэффициенты ika  линейных дифференциальных операторов 
 1,2,3iL i   определяются формулами [3] 

  662
11 22 12 66

1, 1,2, 1,2 .ik
ik

ca a i k
c c c c

   


  (1.10) 

Таким образом, задача устойчивости рассматриваемой цилиндричес-
кой оболочки в сверхзвуковом потоке газа сведена к решению уравнения 
(1.9) при обычных условиях закрепления краев оболочки. 

2. Определение критической скорости флаттера. Влияние угла ар-
мирования. С целью выявления качественного влияния угла армирования 
материала оболочки на процесс устойчивости аэроупругой системы ниже 
рассматривается случай однослойной бесконечной оболочки. Тогда реше-
ние уравнения (1.9) ищется в виде 
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   (2.1) 

Здесь 0  – некоторая комплексная постоянная,   – частота колеба-
ний, k     – волновое число,   – длина полуволны в направлении об-
разующих, n  – целое число волн по окружности оболочки. 

Подстановка (2.1) в (1.9) приводит к характеристическому уравнению, 
которое запишем следующим образом: 

    2 2 , 0,i k n ik U            (2.2) 
где 
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квадрат частоты собственных поперечных колебаний оболочки в вакууме, 
ika  определяются согласно (1.10), жесткости ikD  и ikc  согласно (1.3) пред-

ставляются в виде 
3 12, ,ik ik ik ikD B h c B h   

  – плотность материала оболочки. 
Для любых заданных значений k  и n  из уравнения (2.2) можно най-

ти частоту. Если ее мнимая часть положительна, то невозмущенное движе-
ние устойчиво по отношению к малым возмущениям. Наличие частот с от-
рицательной мнимой частью означает неустойчивость. Условия, чтобы 
уравнение (2.2) с комплексными коэффициентами не имело корней с 
отрицательными мнимыми частями, могут быть представлены в форме, 
аналогичной известным условиям Рауса – Гурвица [7]. Поступая анало-
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гичным образом, как в работе [5], из этих условий для критической скоро-
сти получим формулу 
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    (2.4) 

Здесь 0 – плотность невозмущенного газа, V  – фазовая скорость рас-
пространения упругих волн в оболочке 
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где m kR , а второй член в скобках формулы (2.4) учитывает влияние 
конструкционного демпфирования. 

Из (1.3), (1.4) и (1.10) следует, что ikD  и ika  зависят от угла армирова-
ния   материала оболочки. Более того, как критическая скорость, так и 
величины ikD  и ika  являются периодическими функциями угла   с пери-
одом  . 

Наибольший интерес представляют те значения аргументов m  и n , 
вблизи которых критическая скорость принимает минимальное значение. 

Если имеет место осесимметричная форма потери устойчивости, то 
0n   и критическая скорость принимает минимальное значение min

crU  при 
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Для самой скорости получим формулу 
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Если устойчивость теряется по несимметричной форме, то, учитывая, 
что [8] при 1h R   и R    (тогда ~ 1kR ) частота колебаний   
получает минимальное значение, когда число окружных волн порядка де-
сяти, принимается 2 2m n . В этом случае минимум функции  ,crU m n  
достигается при 
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и составляет 
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Рассматривая формулы (2.6)-(2.9), легко заметить, что минимальные 
значения критической скорости существенно зависят от угла армирования 
материала оболочки. Для иллюстрации указанной зависимости на основе 
(2.9) приведены числовые расчеты при 0.01h R . Рассматриваются обо-
лочки, изготовленные из композиционных материалов со следующими 
безразмерными упругими характеристиками 0 0 0

11ik ikB B B  в главных на-
правлениях упругости [9, 10]: 

1) стеклопластик СВАМ 5:1 
0 0 0 0

11 22 12 661, 0.62, 0.12, 0.16;B B B B     
2) стеклопластик СВАМ 1:1 

0 0 0 0
11 22 12 661, 0.08, 0.1;B B B B     

3) стеклопластик КАСТ – В 
0 0 0 0

11 22 12 661, 0.572, 0.11, 0.0956.B B B B     
При этих исходных данных результаты вычислений приведены на 

рис.1. Кривые на этом рисунке представляют собой зависимости мини-
мальной безразмерной критической скорости 1 min

t crU c U , где  1 20
11 0tc B  , 

от угла армирования  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. График минимальной критической скорости флаттера ( )U   для различ-
ных КМ. 

 
Рис.1 показывает, что: 
а) максимальные значения минимальной критической скорости полу-

чаются при 0   или 2   , т.е. когда одно из главных направлений 
упругости материала монослоев, образующих оболочку, совпадает с нап-
равлением потока газа (указанное максимальное значение получается так-
же при 2   , если 0 0

11 22B B );  
б) минимальные значения минимальной (по волновым числам) крити-

ческой скорости достигаются в точках внутри интервала (0, π), располо-
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жение которых существенно зависит от отношений типа 0 0
11ikB B . Таким 

образом, варьируя физико-механические параметры композиционной аэ-
роупругой системы, особенно угол армирования материала оболочки, 
можно оптимально регулировать величину критической скорости флатте-
ра. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке ГКН МОН РА в 
рамках научного проекта № SCS 18T-2C149. 
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Устойчивость композиционной слоистой цилиндрической  
оболочки в сверхзвуковом потоке газа 

 
Рассматривается задача устойчивости слоистой цилиндрической оболочки, 

изготовленной из монослоев ортотропного композиционного материала и обте-
каемой сверхзвуковым потоком газа. Исследование проведено в линейной поста-
новке в случае замкнутой удлиненной оболочки. Получена формула определения 
критической скорости флаттера. Найдено минимальное значение критической 
скорости по волновым числам в зависимости от углов армирования слоев мате-
риала оболочки. На этой основе показано, что: а) минимальное значение (по вол-
новым числам) критической скорости является функцией угла армирования, а 
максимальные значения получаются, когда одно из главных направлений упру-
гости материала монослоев, образующих оболочку, совпадает с направлением по-
тока газа; б) минимальные значения минимальной (по волновым числам) критиче-
ской скорости достигаются в точках внутри интервала

 
(0, π). Следовательно, ва-

рьируя физико-механические параметры композиционной аэроупругой системы, 
особенно угол армирования материала оболочки, можно оптимально регулиро-
вать величину критической скорости флаттера. 
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Գազի գերձայնային հոսանքով շրջհոսվող կոմպոզիցիոն շերտավոր  

գլանային թաղանթի կայունությունը  
 
Դիտարկված է գազի գերձայնային հոսանքով շրջհոսվող օրթոտրոպ կոմպոզի-

ցիոն նյութից պատրաստված շերտավոր գլանային թաղանթի կայունության խնդիրը: 
Հետազոտությունը կատարված է գծային դրվածքով փակ երկար թաղանթի դեպքում: 
Ստացված է ֆլատերի կրիտիկական արագության որոշման բանաձև: Որոշված է կրի-
տիկական արագության, ըստ ալիքային թվերի, մինիմալ արժեքը՝ կախված թաղանթի 
նյութի շերտերի արմիրավորման անկյունից: Դրա հիման վրա ցույց է տրված, որ ա) 
կրիտիկական արժեքի (ըստ ալիքային թվերի) մինիմալ արժեքը ըստ արմիրավորման 
անկյան ֆունկցիա է և ընդունում է մակսիմալ արժեք, երբ թաղանթի նյութի մոնոշեր-
տերի առաձգականության գլխավոր ուղղություններից մեկը և գազի ուղղությունը 
համընկնում են, բ) կրիտիկական արժեքի (ըստ ալիքային թվերի) մինիմալ արժեքը 
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հասանելի է (0, π) միջակայքի ներքին կետերում: Հետևաբար, կոմպոզիցիոն աերո-
առաձգական համակարգի ֆիզիկական պարամետրերի և հատկապես թաղանթի նյու-
թի արմիրավորման անկյան համապատասխան ընտրության միջոցով կարելի է 
օպտիմալ ղեկավարել ֆլատերի կրիտիկական արագության մեծությունը: 

 
Academician G. E. Bagdasarian 

 
Stability of a Composite Layered Cylindrical Shell  

in a Supersonic Gas Flow 
 
The stability problem of a layered cylindrical shell made of monolayers of an 

orthotropic composite material in a supersonic gas flow is considered. The study was 
conducted in a linear formulation in the case of a closed elongated shell. The formula 
for determining the critical speed of flutter is obtained. The minimum value of the 
critical velocity by wave numbers was found depending on the angles of reinforcement 
of the layers of the shell material. Based on this, it was shown that a) the minimum 
value (by wave numbers) of the critical velocity is a function of the angle of reinfor-
cement and takes maximum values when one of the main directions of elasticity of the 
material of the monolayers forming the shell coincides with the direction of gas flow, b) 
the minimum values of the minimum (by wave numbers) critical velocity are reached at 
points within the interval. Therefore, by varying the physical-mechanical parameters of 
the composite (0, π) aeroelastic system, especially the angle of reinforcement of the 
shell material, it is possible to optimally control the critical velocity of flutter. 
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УДК 539.3 
  
 

Член-корреспондент НАН РА С. О. Саркисян 
 

Дискретно-континуальная и континуально-моментная 
модели графена для общего случая его деформирования 

 
(Представлено 19/III 2020) 

 
Ключевые слова: наноматериал; графен; дискретно-континуальная, 

континуально-моментная модели. 
 

Введение. Бурное развитие в последние десятилетия нанотехнологий 
привело к необходимости математического моделирования наноматериа-
лов для изучения их упругих и прочностных свойств [1-3]. Наличие нано-
материалов типа графена и углеродной нанотрубки привело при построе-
нии дискретной модели к необходимости учета силового нецентрального 
и моментного независимого взаимодействия между их атомами [4, 5]. 

Исходя из этого в [6] построены дискретно-моментная и континуаль-
но-моментная (стержневая) модели для линейной цепочки атомов. В [7-10] 
к структурам нанометрового масштаба применен подход построения стер-
жневой системы (дискретно-континуальной модели), эквивалентной атом-
ной модели, а в качестве стержневой модели выбрана классическая модель 
упругих тонких стержней без учета или с учетом изгибной деформации. В 
[11] для деформаций графена в своей плоскости (при построении дискрет-
но-континуальной модели) в качестве стержневой модели для стержневой 
системы, заменяющей атомную, выбрана континуальная-микрополярная 
стержневая модель, построенная в [6].  

В данной статье рассмотрен общий случай деформаций графена. Для 
построения дискретно-континуальной и континуальной моделей графена в 
этом общем случае необходимо: 

1) построить дискретную модель атомной линейной цепочки в общем 
случае ее деформации (сжатие – растяжениe вдоль оси цепочки, изгиб в 
двух перпендикулярных плоскостях и кручение вокруг оси цепочки); 

2) построить общую континуально-стержневую модель предельным 
переходом из дискретной модели цепочки атомов; 

Հատոր 
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Volume 
120 2020           № 2 
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3) построить стержневую систему, заменяющую атомную (дискретно-
континуальную) модель графена при общей его деформации, используя 
конинуально-стержневую модель линейной цепочки атомов; 

4) построить континуальную модель графена при общей его деформа-
ции предельным переходом из дискретно-континуальной модели (модели 
стержневой системы, заменяющей атомную); 

5) определить упругие постоянные моментной (микрополярной) тео-
рии упругости для графена через параметры его атомной структуры. 

1. Дискретная модель атомной линейной цепочки в общем случае 
ее деформирования. Рассмотрим простейшую одномерную модель – ли-
нейную цепочку одинаковых атомов, расположенных на одинаковом рас-
стоянии друг от друга  a . Будем считать, что каждый атом представляет 
собой тело [12], в данном случае шар, массой ,m  с собственным осевым 
моментом инерции .I  Предположим, что силы и моменты, действующие 
на атомы цепочки и обусловленные влиянием других атомов, являются уп-
ругими, т.е. пропорциональными линейным или угловым отклонениям 
расстояний между взаимодействующими атомами от равновесных. При-
мем, что сказываются взаимодействия только между ближайшими соседя-
ми. Ось цепочки обозначим через ,  а декартовы оси  и z расположим в 
перпендикулярной к   плоскости. Предположим, что цепочка подвер-
гается растяжению – сжатию вдоль оси  , изгибаниям в плоскостях   и 

,z а также кручению вокруг оси .  
Рассмотрим атом под номером .k  Действующие на него усилия не-

центральные (поэтому их будем разлагать по оси координат), и кроме уси-
лий на этот атом действуют независимые моменты. Действующие на него 
продольные силы (слева и справа) обозначим через  kN и  1 ,kN    
действующие при изгибе в плоскости  перерезывающие силы – через 

 kQ2 и   ,1
2
kQ  а моменты – через  kL2 и  .1

2
kL  Перерезывающие силы при 

изгибе в плоскости z  обозначим через  kQ3 и   ,1
3

kQ а моменты – через 
 kL3 и  .1

3
kL  Крутящие моменты вокруг оси  обозначим через  kL1 и  .1

1
kL   

Потенциал межатомного взаимодействия V примем в виде: 
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  3,2,1ici упругие параметры цепочки для соответствующих деформа-
ций.  

На основе (1.1) имеет место следующий закон упругости для указан-
ной атомной структуры: 
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которые определяют деформации, сдвиги и кривизны-кручения между 
атомами. 

Кинетическая энергия движения линейной цепочки атомов  
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Имея в виду формулу (1.1) для потенциальной энергии деформации и 
(1.5) для кинетической энергии движения, представим лагранжиан для ли-
нейной цепочки атомов: 

.VKL      (1.6) 
Тогда принцип Гамильтона можно сформулировать обычным обра-

зом: 

  .0
2

1

2

1
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t

t

t

t

dtVKLdt         (1.7) 

Из принципа Гамильтона (1.7) следуют уравнения движения дискрет-
ной модели линейной атомной цепочки. 



127 

2. Одномерно-стержневая континуальная модель линейной це-
почки атомов в случае ее общего деформирования. Для построения 
континуальной модели линейной цепочки атомов при общем случае ее де-
формирования лагранжиан (1.7) дискретной модели представим в специ-
альной форме и осуществим предельный переход, когда 0a . 

В результате предельного перехода приходим к лагранжиану конти-
нуальной модели: 
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~ – линейная плотность массы цепочки; I~  – линейная плотность ее осе-
вого момента инерции,   – относительная продольная деформация; 
– сдвиговая деформация в плоскости ; z – сдвиговая деформация в 

плоскости ;z  – кривизна оси цепочки в плоскости ; z – кривизна 

оси цепочки в плоскости ;z  относительный угол закручивания. 
На основе принципа Гамильтона (1.7), когда лагранжиан имеет вид 

(2.1), можем получить уравнения движения континуальной модели линей-
ной атомной цепочки: 
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Уравнение (2.4) представляет собой уравнение продольного колеба-
ния; уравнения (2.5) – уравнения изгибных колебаний в плоскости ;
уравнения (2.6) – уравнения изгибных колебаний в плоскости ;z уравне-
ние (2.7) – уравнение крутильных колебаний вокруг оси .  

Предельным переходом от уравнений закона упругости (1.3) дискрет-
ной модели получим соотношения упругости для континуальной модели: 
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последние получаются предельным переходом от уравнений (1.4) 

Система уравнений движения (2.4)-(2.7), соотношения упругости (2.8) 
и геометрические соотношения (2.9) представляют собой основные урав-
нения континуальной модели линейной атомной цепочки при общем слу-
чае ее деформирования. Все функции в этих уравнениях представляют со-
бой функции двух переменных  .,t  

К указанной системе уравнений следует присоединить начальные и 
краевые условия. При начальных условиях следует задавать значения 

 3,2,1,,, 
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tt
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  при .0t  

Граничные условия вытекают из принципа Гамильтона. 
Если край континуально-стержневой модели защемлен, то будут 

иметь место следующие граничные условия: 
 ;3,2,10,0  i        u ii     (2.10) 

если же край свободен, то    .3,2,10,3,20,0  i   L     i    Q    N ii     (2.11) 
Могут иметь место граничные условия смешанного типа.  
Следует отметить, что уравнения (2.4)-(2.9) представляют контину-

альные уравнения моментной теории упругости с независимыми полями 
перемещений и вращений в одномерном случае (т.е. для стержня). Част-
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ный вид этих уравнений (при изгибаниях в одной плоскости) приведен в 
[13]. 

3. Построение дискретно-континуальной модели (стержневой сис-
темы, заменяющей атомную) и континуальной модели для общего 
случая деформирования графена. Рассмотрим графен (двумерный мате-
риал, рис. 1), считая, что каждый атом взаимодействует лишь с ближайши-
ми соседними атомами. 

Предлагаемая конкретная механическая модель упругой связи между 
атомами графена – модель упругого стержня, работающая на сжатие – рас-
тяжение, сдвиг и изгиб в двух перпендикулярных плоскостях и кручение, 
которая построена в разделе 2 данной работы (уравнения (2.4)-(2.9)). 

Потенциальная энергия деформации и кинетическая энергия движе-
ния указанной модели упругого стержня имеют вид (см. формулу (2.1)): 
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где zze   ,,,, и  выражаются формулами (2.3). Отметим, 

что ось  это ось стержня (вдоль которой имеем растяжение-сжатие), в 
плоскостях  и z  происходят сдвиговые и изгибные деформации, а 
вокруг оси   происходит кручение. В этом случае для коэффициентов 
 4,3,2,1ici  в формуле (3.1) будем считать, что они представляют собой 

упругие параметры именно для атомной структуры графена. 
Для дальнейшего изучения общей деформации графена можно раз-

вить два подхода: 
а) дискретно-континуальный. В этом случае в ячейке периодичности 

представим выходящие из рассматриваемой точки к наиболее близким 
атомам три стержня, которые обладают потенциальной энергией дефор-
мации вида (3.1) и кинетической энергией движения вида (3.2). Далее  
представим, что рассматриваемая область графена покрыта такой стерж-
невой системой, которая и будет дискретно-континуальной моделью гра-
фена. Для изучения деформаций графена необходимо разработать соответ-
ствующий подход к применению метода конечных элементов для одного 
стержня, потом для ячейки периодичности и, далее, для рассматриваемой 
области графена в целом с учётом соответствующих граничных условий; 

б) континуальный. В этом случае необходимо исходя из построенной 
задачи построить на ячейке предельным переходом континуальную мо-
дель для деформаций графена, и, далее, конкретные деформационные за-
дачи для графена изучать на основе решения соответствующих граничных 
задач этой континуальной модели. 

Отметим, что основной целью данной работы являются, во-первых, 
построение континуальной модели для изучения общих деформационных 
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задач графена и, во-вторых, сравнение построенной континуальной моде-
ли деформаций графена с прикладной моделью тонких пластин по момен-
тной (микрополярной) теории упругости и определение всех упругих по-
стоянных моментной теории упругости. Подходу а) будет посвящена от-
дельная работа. 

Потенциальная энергия деформаций и кинетическая энергия движе-
ния для ячейки периодичности (рис. 2) выражаются формулами 

3 3

1 1
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k k
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      (3.3) 

где kU и kK  потенциальная и кинематическая энергии k-го стержня
 ,3,2,1k которые определяются формулами (3.1), (3.2): 
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Рис. 1. Графен.                         Рис. 2. Ячейка периодичности графена.  

                                                                         М – рассматриваемая точка. 
 
 

Здесь следует иметь в виду (рис.2), что система координат 
 kк  , , связанная с k -м стержнем, расположена в плоскости гра-
фена  ., yx  

Подход при осуществлении предельного перехода к континуальной 
модели деформирований графена состоит в следующем. 

Сначала определим приближенные выражения для общей потенци-
альной и кинетической энергии ячейки периодичности суммированием по 
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индексу k средних значений интегралов (3.4), (3.5). Приближенное  значе-
ние поверхностной интенсивности каждой из указанных энергий получим 
делением среднего значения соответствующей суммарной энергии на пло-

щадь ячейки периодичности .
4
33 2
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ass   После предельного перехода 

)0( a  для континуальной теории получим выражения поверхностных 
интенсивностей потенциальной и кинетической энергии в данной точке 
плоскости графена M (x, y).  

В результате указанных преобразований для поверхностных плотно-
стей потенциальной энергии деформации и кинематической энергии дви-
жения континуальной модели графена (при общем случае его деформиро-
вания) получим: 
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(3.7)

 

 
где 0 поверхностная плотность массы, I0 – поверхностная плотность 
осевого момента инерции графена. 

Отметим, что все функции, участвующие в выражениях (3.6) и (3.7), 
являются функциями от (x, y, t).  

Таким образом, выражения (3.6) и (3.7) представляют собой поверх-
ностные плотности потенциальной энергии деформации и кинетической 
энергии движения графена в рамках континуальной модели (в общем слу-
чае его деформирования). Вариационное уравнение Гамильтона для графе-
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на в рамках построенной континуальной модели можем представить так: 
 

 
,000  dxdyUK

S

  где  S  область, занятая графеном. 

Отметим, что из указанного вариационного уравнения Гамильтона 
следуют отдельные уравнения движения и граничные условия для двух 
моделей: 

а) плоское напряжённое состояние графена в своей области деформи-
рования;  

б) изгиб графена от своей плоскости.  
4. Модели плоского напряженного состояния и изгибной деформа-

ции моментной теории упругости с независимыми полями перемеще-
ний и вращений для тонкой пластинки. Определение упругих посто-
янных моментной теории упругости через параметры атомной струк-
туры графена. Рассмотрим случаи а) и б) по отдельности. Отметим, что в 
[14] построены прикладные теории обобщенного плоского напряженного 
состояния и изгибной деформации пластин на основе моментной теории 
упругости. 

Расмотрим случай а). Сравнивая формулы (3.6), (3.7) с аналогичными 
формулами из [14] для обобщенного плоского напряженного состояния, 
получим следующие равенства: 
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Разрешив систему уравнений (4.1) относительно  ,,,Е и ,B имеем: 
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Равенства (4.2) определяют упругие постоянные плоского напряжен-

ного состояния моментной теории упругости через постоянные атомной 
структуры графена. Отметим, что соответствующие равенства из (4.2) 

обеспечивают известное равенство .
)1(2 





E  Случай деформации гра-

фена в своей плоскости отдельно рассмотрен в [11]. 
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Рассмотрим случай б). Сравнивая формулы (3.6) (в случае изгиба) и 
(3.7) с аналогичными формулами из [14], для изгибной деформации полу-
чим следующие равенства: 
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Из системы уравнений (4.3) определяются значения упругих постоян-

ных  ,,  и :C  
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Отметим, что при изучении моментной теории упругости с независи-
мыми полями перемещений и вращений всегда подразумевалось, что 
между  ,  и   должна быть определенная связь, как между 
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 EE  но в литературе определения такой связи мы не встре-

чали. В данной работе приводится выражение этой связи для структуры 
графена: 
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Дискретно-континуальная и континуально-моментная модели 
графена для общего случая его деформирования 

 
Построены дискретная и континуальная (стержневая) модели линейной 

атомной цепочки, при этом считается, что силовое взаимодействие между атома-
ми нецентральное и, кроме того, существует также независимое моментное взаи-
модействие. С помощью континуально-стержневой (микрополярной) модели ли-
нейной атомной цепочки взаимодействие между атомами в графене заменено вза-
имодействием со стержневой системой. Таким образом, получена дискретно-кон-
тинуальная модель графена. На основе такой модели предельным переходом по-
строена континуально-моментная модель графена, которая представляет собой 
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модель плоского напряжённого состояния пластинки и модель изгиба пластинки 
по микрополярной теории упругости с независимыми полями перемещений и вра-
щений. Определены упругие постоянные для этих континуально-моментных мо-
делей. 

 
 

ՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամ Ս. Հ. Սարգսյան 
 

Գրաֆենի ընդհանուր դեֆորմացիայի դեպքում նրա դիսկրետ-կոնտինուալ  
և կոնտինուալ-մոմենտային մոդելները 

 
Կառուցված է ատոմների գծային շղթայի և´ դիսկրետ, և´ կոնտինուալ (ձողային) 

մոդելները՝ համարելով, որ ատոմների միջև փոխազդեցությունը ուժային տեսակետից 
ոչ կենտրոնական է, և բացի այդ առկա է նաև անկախ մոմենտային փոխազդեցություն: 
Օգտագործելով ատոմային գծային շղթայի կոնտինուալ ձողային մոդելը (միկրոպո-
լյար)՝ գրաֆենի ատոմների միջև փոխազդեցությունները փոխարինվում են նման ձո-
ղերից բաղկացած ձողային համակարգով, որը գրաֆենի դիսկրետ-կոնտինուալ մոդելն 
է: Սահմանային անցման միջոցով այս բնույթի մոդելի հիման վրա կառուցվում է 
գրաֆենի կոնտինուալ մոդելը, որը սալի ազատ պտույտներով միկրոպոլյար առաձ-
գականության հարթ լարվածային վիճակի և ծռման դեֆորմացիայի մոդել է: Որոշվում 
են կոնտինուալ-մոմենտային այս մոդելների առաձգական հաստատունները: 
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Discrete-Continual and Continual-Moment Models of Graphene  
for the General Case of Its Deformation 

 
In this paper, at first, discrete and continual (beam) models of linear atomic chain 

are constructed, assuming that the force interaction between the atoms is non central 
and, in addition, there is also an independent moment interaction. Using the continual-
beam (micropolar) model of the linear atomic chain, the interaction between the atoms 
in graphene is replaced by the interaction of the beam system. Thus, discrete-continual 
graphene model is obtained. Based on this model, the continual – moment model of 
graphene is constructed by the limit transition, which is a model of a plane stress state 
of a plate and a model of plate bending according to the micropolar theory of elasticity 
with independent fields of displacements and rotations. The elastic constants for these 
continual-moment models are determined. 
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Академик Л. А. Агаловян 
 

О свойствах гравитационного поля, обусловленного 
обобщенно-ньютоновой силой всемирного тяготения 

 
(Представлено 13/V 2020) 

 
Ключевые слова: тяготение, центральное взаимодействие, потен-

циальное поле, скорость убегания, Черная дыра. 
 
Введение. Для построения приемлемой теории движения планет сол-

нечной системы человечество прошло долгий многовековой путь. В III в. 
до н.э. представитель пифагорейской школы Греции Аристарх Самосский 
(Aristarchus of Samos, 310-230 гг. до н.э.) выдвинул гипотезу о гелиоцен-
трической системе движения планет, однако она была отвергнута древни-
ми астрономами как лишенная, на их взгляд, основания. В дальнейшем на-
ибольшей известностью пользовалась геоцентрическая система Птолемея 
(Claudius Ptolemy, 90-168 гг. н.э.), жившего в Александрии во II в. н.э. Из 
наблюдений звездного неба древние заключили, что оно обращается во-
круг нашей  Земли, которая считалась неподвижной и находящейся в цен-
тре Вселенной. В системе Птолемея все объясняется с помощью окружно-
стей и круговых движений. Однако эта система, которая просуществовала 
более тысячи лет, оказалась весьма сложной и регулярно входила в проти-
воречие с данными астрономических наблюдений, ставших интенсивными 
после изобретения Галилео Галилеем (Galileo Galilei, 1564-1642) теле-
скопа. 

В XVI в. Коперник (Nicolaus Copernicus, 1473-1543) возродил гелио-
центрическую модель и в отличие от Аристарха, который лишь высказал 
общую идею, разработал детали гелиоцентрической модели и основы вы-
числения положений планет. Однако Коперник продолжал опираться на 
метод круговых орбит Птолемея, используя 48 окружностей вместо 40 у 
Птолемея. Теория Коперника позволила толковать астрономические на-
блюдения более точно в одних случаях, менее – в других. Гелиоцентри-
ческая модель Коперника была столь же громоздкой и сложной, как и кон-
курирующая с ней геоцентрическая модель, и не отличалась большой 
точностью. Коренной перелом в победу гелиоцентрической системы внес 
Иоганн Кеплер (Johann Kepler, 1571-1630)  в начале  XVII столетия. Ос-

Հատոր 
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новываясь на составленном Тихо Браге (Tycho Brahe, 1546-1601) вели-
колепном каталоге данных исключительно точных наблюдений по движе-
нию планет, в особенности по Марсу, Кеплер сформулировал сначала 
первые два из трех своих знаменитых законов, а через несколько лет и 
третий Согласно первому закону Кеплера любая планета солнечной 
системы движется вокруг Солнца по эллиптической орбите с Солнцем в 
одном из фокусов эллипса. Тем самым была опровергнута птолемеевская 
геоцентрическая модель движения. Согласно второму закону любая пла-
нета движется по орбите с постоянной секториальной скоростью, т.е. от-
резок прямой, соединяющий планету с Солнцем, очерчивает равные пло-
щади за равные промежутки времени. Третий закон устанавливает связь 
между большой полуосью ( )a   эллипса и периодом ( )T , за который пла-

нета совершает полный оборот: 
 

2 2

3
4T

a G M m





,G  – гравитационная по-

стоянная. Законы Кеплера воспринимаются как эмпирические. Спустя не-
сколько десятилетий Ньютон (Isaac Newton, 1642-1717) математически вы-
вел законы Кеплера и сформулировал знаменитый закон всемирного тя-
готения. Согласно этому закону сила всемирного тяготения центральная и 
каждая масса m притягивается другой массой M  во Вселенной с силой, 
обратно пропорциональной квадрату расстояния между массами, и на-
правлена по линии, соединяющей центры масс. Важнейшим достижением 
Ньютона является и доказательство того, что орбитой тел, движущихся во-
круг Солнца, может являться любая из кривых семейства конических се-
чений (окружность, эллипс, парабола, гипербола). В последующие деся-
тилетия и столетия закон всемирного тяготения Ньютона получил множе-
ство убедительных и ярких подтверждений. Отметим некоторые из них. 
Эдмонд Галлей (Edmond Halley, 1656-1742) на основе закона всемирного 
тяготения Ньютона предсказал очередное появление в небе Земли (де-
кабрь, 1758) наблюдаемой с древнейших времен (240 г. до н.э.) кометы 
Галлея (названа в его честь в 1759 г.; появляется в небе Земли с периодом 
75-76 лет). Галлей поддерживал дружеские контакты с Ньютоном и на 
свои средства в 1687 г. опубликовал его знаменитый труд “Математичес-
кие начала натуральной философии”, где впервые изложена теория все-
мирного тяготения Ньютона. Любопытно, что Галлей не дожил до даты 
своего предсказания. Однако его предсказание стало первым успешным 
подтверждением Небесной механики Ньютона и ясной демонстрацией ее 
предсказательной силы. Опираясь на закон Ньютона, Уильям Гершель 
(William Herschel, 1738-1822) открыл планету Уран (1781) и два спутника 
Сатурна (1789), измерил период вращения Сатурна и его колец (1790). 
Английский математик и астроном Адамс (John Adams, 1819-1892) и 
французский астроном и математик Леверье (Jean Le Verrier, 1811-1877), 
изучив неправильности в движении планеты Уран, пришли к выводу, что 
это есть результат влияния неизвестной еще планеты. Они независимо 
друг от друга вычислили ее положение и в 1846 г. открыли планету 
Нептун. Немецкий астроном Галле (Johann Galle, 1812-1910) обнаружил 
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планету на небе в месте, указанном Леверье. В XVIII в. было открыто 
множество малых планет – астероидов и спутников известных планет.  

Несмотря на огромное множество успехов, некоторые явления по за-
кону Ньютона были трудно объяснимы. В 1859 г. Леверье обнаружил не-
которое расхождение орбиты ближайшей к Солнцу планеты Меркурий в 
перигее с результатами наблюдений. Известный американский астроном 
Саймон Ньюкомб (Simon Newcomb, 1835-1909), не найдя убедительных 
объяснений этого факта, в 1895 г. высказал мнение, что, возможно, закон 
обратных квадратов Ньютона не выполняется точно на малых рассто-
яниях. После построения Эйнштейном (Albert Einstein, 1879-1955) общей 
теории относительности (ОТО) в 1917 г. было дано некое объяснение про-
блемы с Меркурием, и казалось проблема решена. Однако в 1965 г. Р. 
Дикке и М. Голденберг доказали, что Солнце не является шарообразным и 
его полярный диаметр на 35 км меньше экваториального. Это позволило 
объяснить часть остаточного смещения перигелия Меркурия, ставившего 
под сомнение согласие ОТО с результатами наблюдений. 

Есть и вторая особенность создавшегося положения, которая связана 
с вопросом существования Черной дыры (“Темного тела”). Английский 
астроном-любитель, один из основателей сейсмологии Джон Митчелл 
(John Mitchell, 1724-1793) в 1783 г. и известный французский математик и 
механик Лаплас (Pierre Laplass, 1749-1827) в 1795 г. на основе теории тя-
готения Ньютона независимо друг от друга высказали мнение, что в при-
роде должны существовать тела, необходимая скорость для преодоления 
притяжения которых должна превышать скорость света  c . Поэтому та-
кие тела должны быть “темными”, т.е. невидимыми. Их можно обнару-
жить косвенным путем – гравитационным воздействием на другие тела. 
Митчелл и Лаплас вывели радиус “темного тела” 22gr GM c (гравита-
ционный радиус) при заданной его массе, используя понятие второй кос-
мической скорости (скорости убегания). Сторонники ОТО подвергли кри-
тике рассуждения Митчелла и Лапласа в том плане, что при скоростях, 
близких к скорости света, формулы классической механики не приме-
нимы, хотя по обеим теориям получается одно и то же значение гравита-
ционного радиуса gr . Оппоненты же ОТО утверждают, что эта теория не 
применима, поскольку решение ее уравнений содержит сингулярность, 
недопустимую при описаниях естественных явлений. К сожалению, до по-
следнего времени не было внесено приемлемой ясности в эти проблемы 
[1-4]. 

В [5, 6] установлен новый тип центрального взаимодействия, обобща-
ющий Ньютоново взаимодействие всемирного тяготения. Это взаимодей-
ствие на коротких расстояниях более сильное, чем ньютоново, и прак-
тически совпадает с ним на больших расстояниях. Тем самым подтвер-
ждено предположение Ньюкомба. В данной работе изложены некоторые 
важные свойства потенциального поля, создаваемого обобщенно-ньюто-
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новой силой всемирного тяготения [6], по-новому трактуется проблема 
Черных дыр (“Темного тела”). 

1. Обобщенно-ньютоновое взаимодействие всемирного тяготения. 
Пусть имеем тела с массами ,M m . Поместим начало полярных координат 
( , )r   в центре тела с массой M . Центральную силу взаимодействия меж-
ду этими телами зададим в виде [5, 6] 

                               2 ,
k re rF GmM
r r

 

                  (1)                                            

или 

          2

k reF GmM
r

 


,       (2)                                            

где G  – гравитационная постоянная в законе Всемирного тяготения Нью-
тона 11 3 2м( 6, (кг67 1 )0 ), сG



  . Показатель k  характеризует мощность (ин-
тенсивность) центра притяжения и имеет размерность длины. При 0k 
взаимодействие (1), (2) совпадает с ньютоновым   2F GmM r  . Учиты-
вая это, в (1) введен коэффициент GmM . При 0k   взаимодействие (1) для 
коротких расстояний является более мощным, чем ньютоново. На боль-
ших расстояниях оба взаимодействия практически совпадают. Поскольку 
сила F


 – центральная, траектория материальной точки массы " "m – плос-

кая кривая и имеет место закон площадей. Создаваемое силой F


поле яв-
ляется потенциальным с потенциалом 

                               k rGmMU e const
k

   ,                 (3) 

который существенно сильнее потенциала ньютонова поля ( )U GmM r  . 

Используя теорему о кинетической энергии 
2

2
dmv Fdv

 
 

 
, согласно 

(2) имеем 

                                 2 2 k rGMv e h
k

  ,           (4)                                       

где постоянная интегрирования h  определяется из начального условия: 
при 0 ,r r 0v v  

                            02
0

2 k rGMh v e
k

  .                     (5) 

Траектория движения тела массы m  является коническим сечением 
[6] 

                         
 

1

2
1 0

1

1

1 cos

kr k
k

  


 
,                     (6) 
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где 

               1 2
1

,GMk
C 

 1 21 0GMk
C

    ,       (7)      

 2
2 12 2

1

1k GM GM kh
kC




     , 

постоянная C  равна величине момента начальной скорости относительно 
центра притяжения. Параметры конического сечения определяются по 
формулам: 

                    

2

1

2
2

1

1 ,

1 1 2 ,

Cp k
k GM

k C hk
k MGk MG



  

        
  

           (8) 

траектория движения будет эллипсом, если 

       
2

2
21MG C GMh

k C MGk k
 

      
,              (9)  

полуоси эллипса определяются по формулам 

2 ,
1

pa



 21

pb





.                                    (10) 

Траектория – парабола при 2GMh
k

   и гипербола при 2GMh
k

  . 

Используя формулу (5), условие 2GMh
k

   для эллиптической траек-

тории запишем в виде 

                       2 2
0 * ,v v

0
2
*

0 0

2 1k rGM ev
r k r

 
  

 
,            (11) 

2 2
*0

0

2lim ,Nk

GMv V
r

   
0

2
N

GMV
r

  – вторая космическая скорость (скорость   

убегания) по теории Ньютона, т.е. начальная скорость, при которой тело 
массы m  преодолевает притяжение тела с массой M . Если 0k  , из (11) 
следует * Nv V , т.е. при взаимодействии (1) скорость убегания больше 
классической. 

Определим гравитационный радиус  gR , который соответствует вза-

имодействию (1). Тело с массой M  будет “Черной дырой” (“темным”, не-
видимым), если любое тело с массой m  и начальной скоростью, даже рав-
ной скорости света " "c , не может преодолевать поле притяжения массы 
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M . Начальными условиями задачи будут при 0 ,gr R  *v c . Подставив 

эти условия в (11), обозначив 
0

lim g gk
R r


 , будем иметь 

                            
1

g g
eR r





  или    1g

g

R e
r






 ,                            (12) 

                                                                                                                         
где 

                 2
2

g
GMr
c

 ,   
g

k
R

  ,               (13) 

т.е. gr  – известный гравитационный радиус при классическом централь-
ном взаимодействии Ньютона. Является очевидным, что при 0, 

g gR r и согласно (12) в зависимости от   gR  может по сравнению с gr
быть сколь угодно большим [6] (см. график функции /g gR r , табл. 1, 2 ). 
Для Черной дыры взаимодействие (1) согласно (13) принимает вид 

                                     2

gR
re rF GmM

r r



 

 .                                     (14) 

“Черные дыры” (более подходит, на наш взгляд, термин “Темные те-
ла”) будут отличаться друг от друга гравитационным радиусом и интен-
сивностью притяжения  . Согласно графику [6] функции /g gR r  может 
существовать сколь угодно много “Черных дыр”. Астрономы и астрофизи-
ки доказали это [7-12], ибо в любой галактике имеется центр (предполо-
жительно “Черная дыра”), вокруг которого тоже вращаются звезды [13-
15]. Масса такого тела по сравнению с массой Солнца  M , 302 10 кг 
, весьма велика. Например, для Черной дыры 50014 81S   1014 0M    
[16], для NGC 6166 1013 0M   [17], для NGC  1277 901,2 1M  
[18], для Лебедя A 9101M    [19]. Существование таких центров (об-
разований) создает гармонию во Вселенной, по аналогии с гармонией в 
солнечной системе, но в крупных масштабах. Они, в частности, препятст-
вуют “убеганию” звезд и их систем, тем самым препятствуя и расширению 
Вселенной. Обобщенно-ньютоновая теория всемирного тяготения оказа-
лась способной внести ясность в эту сложную проблему, тем самым под-
черкивая еще раз величие Ньютона. 

2. О горизонте событий.  Горизонтом событий называется граница 
(поверхность) области пространства, гравитационное притяжение которой 
настолько велико, что покинуть ее не могут объекты, даже движущиеся со 
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скоростью света ( )c . Обычно эта область считается сферой, радиус кото-
рой совпадает с гравитационным радиусом. Радиус, определенный из от-
ношения площади поверхности S этой сферы к (4 ) , называется гравита-
ционным радиусом Шварцшильда (Karl Schwarzschild, 1873-1916), кото-
рый ввел в 1916 г. понятие “горизонт событий”. По Хокингу (Stephen 
Hawking, 1942-2018) горизонт событий создается светом, который не в си-
лах покинуть Черную дыру и поэтому “парит” на этом горизонте [20].   По 
теории Ньютона и по ОТО гравитационный радиус 22gr GM c . Земля 
может стать Черной дырой, если каким-то способом всю ее массу удастся 
поместить в шаре радиусом 9 мм, для Солнца – 3 км, что трудно пред-
ставить. При наличии же взаимодействия (1) гравитационный радиус gR
определяется по формуле (12), и его значение зависит как от массы, так и 
от показателя  интенсивности поля. Выше мы показали, что gR по срав-

нению с ньютоновым gr может быть сколь угодно большим. Т.е. при вза-
имодействии (14) Черная дыра будет иметь правдоподобные размеры, что 
в принципе наблюдается в реальности для массивных Черных дыр [7-19]. 
Приняв же за основу вычислений гравитационный радиус Шварцшильда 

2( 4 )gR S   и прогнозируемую наблюдениями массу M  предполагаемой 
Черной дыры (некоторые данные приведены выше), сначала определим 

22gr GM c , затем /g gR r . После из соотношения (12) определяется 
значение показателя   интенсивности силового поля (14), создаваемого 
Черной дырой. Таким образом, взаимодействие (14) позволяет сгруппиро-
вать (распределять) все известные (предполагаемые) Черные дыры (см. 
Соответствующий каталог) как по величине их масс, так и по радиусу 
горизонта событий gR и показателя интенсивности притяжения .  

По Ньютоновой теории всемирного тяготения средняя плотность Чер-
ной дыры N  вычисляется по формуле N M V  , 34

3 gV r , где V  – объем 

шара, соответствующему горизонту событий, т.е. 
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3 2
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G M



                                         (15) 

В случае обобщенно-ньютонового взаимодействия (14) средняя плот-
ность  Черной дыры вычисляется по формуле 

                      3 3
3 ,
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M
R 


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1e

 
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при 0, 1    плотность Черной дыры в 3
  раз будет меньше плот-

ности N . При 1,  N   oбъем Черной дыры 
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                3 3
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3
.

4 4 ,
3 3g gЧ дV R r                           (17) 

намного больше объема Черной дыры по теории Ньютона.                                                                         
3. Об ускорениях тел в силовом поле тяготения (1). Силовое поле, 

создаваемое Ньютоновой силой всемирного тяготения  2F GmM r  , об-
ладает тем примечательным свойством, что все тела, находящиеся на оди-
наковом расстоянии от центра притяжения, вне зависимости от их разме-
ров и масс, приобретают полем одинаковые ускорения [2]. Докажем, что 
этим свойством обладает также поле, создаваемое силовым взаимодей-
ствием (1). 

Пусть тело с массой M  является центром притяжения по (1), и имеем 
тела с массами 1 2,m m , находящиеся на расстоянии 0r  от центра притя-

жения. Тогда согласно (2) при 0r r имеем 
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Следовательно 
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1 1

2

F m
F m

 .                                  (19) 

Согласно второму закону механики Ньютона 
                          1 1 1,m w F 2 2 2m w F ,                                        (20) 

где 1w , 2w  – ускорения тел с массами 1m , 2m . Отсюда следует 

                              
2

1 1 1

2 2

F m w
F m w

 .                                                    (21) 

Сопоставив (21) с (19), будем иметь, 1

2
1w

w  , т.е. два тела, имеющие 

произвольные массы 1m , 2m  и размеры, находящиеся на одинаковом рас-
стоянии от центра притяжения, приобретают под воздействием поля оди-
наковые ускорения. 
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О свойствах гравитационного поля, обусловленного обобщенно-
ньютоновой силой всемирного тяготения 

 
Исследуется обобщенно-ньютоновое взаимодействие всемирного тяготения. 

Показано, что оно создает более мощное, чем ньютоновое, потенциальное поле. 
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Выведены условия, когда траектория тела есть коническое сечение, определена 
скорость убегания. Установлена связь предложенного подхода с проблемой Чер-
ных дыр (“Темного тела”), с “горизонтом событий”. Показано, что гравитацион-
ный радиус Черной дыры может быть в сколь угодно раз больше ньютонового 
гравитационного радиуса. Черная дыра подчиняется обобщенно-ньютоновому 
взаимодействию. Дана оценка плотности Черной дыры, ее объему. 

 
Ակադեմիկոս Լ. Ա. Աղալովյան 

 
Համաշխարհային ձգողականության  ընդհանրացված-նյուտոնյան ուժով 

պայմանավորված գրավիտացիոն դաշտի հատկությունների մասին 
 

Ուսումնասիրվում է ընդհանրացված-նյուտոնյան ուժով պայմանավորված 
փոխազդեցությունը:  Ցույց է տրված, որ համապատասխան պոտենցիալ դաշտն ավելի 
հզոր է,  քան նյուտոնյանը: Արտածված են պայմաններ, երբ մարմնի հետագիծը 
կոնական հատույթ է, որոշված է փախչելու (II կոսմիկական) արագությունը, կապ է 
հաստատված Սև խոռոչների գոյության հետ, արտածված է բանաձև գրավիտացիոն 
շառավղի որոշման համար: Այն կարող է լինել ցանկացած անգամ մեծ նյուտոնյան 
գրավիտացիոն շառավղից: 

 
Academician L. A. Aghalovyan 

 
On the Properties of the Gravitational Field Due to the Generalized 

Newtonian Force of Universal Gravitation 
 

The generalized Newtonian interaction of universal gravitation is investigated.It is 
shown that it creates a more powerful than Newtonian potential field. The conditions are 
derived when the trajectory of the body is a conical section, the escape speed is 
determined. The connection of the proposed approach with the problem of Black Holes 
(“Dark Body”), with the “horizon of events” is established. It is shown that the gravi-
tational radius of the Black Hole can be arbitrarily times greater than the Newtonian 
gravitational radius. The Black Hole obeys the generalized Newtonian interaction. The 
density of the Black Hole and its volume are estimated. 
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Введение. Изотопы лития имеют большое применение в ядерной 

энергетике. Изотопы 6Li используются для производства и наполнения 
трития 3Н в энергетических реакторах (управляемый термоядерный 
синтез) [1]. При облучении нуклида 6Li тепловыми нейтронами образуется 
радиоактивный тритий 3H: 6Li + n  4He + 3H + 4.78 МЭВ. 

Изотопы 7Li применяются для производства перезаряжаемых аккуму-
ляторов широкого диапазона, используемых в частности для портативных 
устройств, электромобилей, а также стационарных систем для накопления 
электроэнергии [2, 3]. 

В ядерной энергетике относительно небольшие количества гидрок-
сидa лития, обогащенного изотопом 7Li (7LiOH × H2O), добавляют в реак-
торы с водой под давлением (PWR – pressurized water reactor) как стабили-
затор для водно-химического баланса (pH-фактор). Изотоп 7Li использу-
ется для предотвращения коррозионного воздействия борной кислоты, ис-
пользуемой для поглощения нейтронов, и минимизации коррозии реакто-
ров PWR. В настоящее время имеется огромная область применения изо-
топов 7Li – это новые АЭС 4-го поколения (солевые реакторы типа MSR – 
Molten Salt Reactor), где 7Li используются в качестве охладителя. 

Хорошо известным промышленным способом получения изотопов 
лития является метод амальгамирования, который имеет ряд недостатков, 
связанных с токсичностью ртути. Поэтому актуально применение иного, 
более безопасного метода получения изотопов лития. В данной работе об-
суждается получение изотопов лития новым электромембранным мето-
дом. 
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120 2020           № 2 



147 

В электромембранных процессах в качестве управления используются 
различные комбинации ионообменных мембран, электрического напряже-
ния, частоты и других параметров. Для экспериментальной работы пред-
ложена новая структура электромембранной системы, благодаря которой 
возможно проводить исследования в стационарном и динамическом ре-
жимах.   

Оптимальный выбор режимов электрических параметров в данной 
электромембранной системе позволяет существенно повысить селектив-
ность разделения изотопов, что делает его применимым к изотопам как 
легких, так и тяжелых элементов. Изменяя частоту, напряжение и вид то-
ка, удается перемещать 6Li быстрее, чем изотоп 7Li, благодаря его ионной 
подвижности. 

Во время динамической работы системы исходный раствор лития на-
ходится в состоянии закрытой циркуляции, обеспечивая извлечение це-
левого изотопа. В электрохимической системе обогащению изотопа 7Li 
способствует также извлечение изотопа 6Li в отдельных камерах, что, од-
нако, требует дальнейшей доработки для получения товарного вида. Соот-
ношение изотопов лития, обогащенных электродиализом, в зависимости 
от частоты, количества мембран и импульсов при постоянном напряже-
нии, измерялось с помощью ИСП-МС (масс-спектрометр с индуктивно-
связанной плазмой). Масс-спектрометрический метод позволяет качест-
венно и количественно анализировать химические элементы и их изотопы 
с точностью до нанограмм/литр.  

В масс-спектрометре образец прокачивается через перистальтический 
насос при потоке аргона 0.8-1 л/мин, в результате чего образец распыля-
ется и переходит в плазму. В ИCП-МС при температуре 5000-7000oC га-
зообразный аргон, протекающий со скоростью 15-16 л/мин (чистота 
99.998%), является источником ионов, и анализируемый образец ионизи-
руется. Ионы разделяются по соотношению масса/заряд, затем регистри-
руются интенсивности, которые преобразуются в соответствующие кон-
центрации с помощью аналогового преобразователя [4]. Для изотопного 
анализа применялся стандартный раствор Li-1000 мг/л «Perkin Elmer».  

Для изучения влияния электрических характеристик на разделение 
изотопов в элементарной ячейке электродиализатора использовался ос-
циллограф, способный записывать сигналы с частотой до 100 МГц и на-
пряжением 10 мкВ, а также генератор импульсов и сигналы усилителя 
импульсов. Электрические характеристики, зарегистрированные осцилло-
графом, приведены на рис.1: на разделе а) параметры, зарегистрированные 
на ячейке; на разделе b) параметры, зарегистрированные на сопротивле-
нии. Это сопротивление вводится в цепь для измерения силы тока. Это 
также позволяет сравнивать форму реального импульса с формой им-
пульсов в ячейке. Таким образом, можно понять закономерности электро-
химических процессов в системе.  
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Рис. 1. Сигналы электрических характеристик на дисплее осциллографа и изме-
ренные электрические характеристики (a – на ячейке, b – на сопротивлении). 

 
 

Таблица 1 
  

Изменение коэффициента обогащения изотопов лития в зависимости  
от параметров процесса 

 

     , гц 
Период подачи 
напряжения  1, 

мкс 

Обратный период 
подачи напряжения 

2, мкс 

Количество 
мембран  

1000 800 200 1 1.432 
1000 800 200 4 1.428 
1000 800 200 8 1.425 
1000 800 200 19 1.410 
10000 80 20 1 1.422 
10000 80 20 4 1.418 
10000 80 20 8 1.420 
10000 80 20 19 1.413 
1000 600 400 1 1.428 
1000 600 400 4 1.424 
1000 600 400 8 1.426 
1000 600 400 19 1.391 
10000 60 40 1 1.425 
10000 60 40 4 1.423 
10000 60 40 8 1.310 
10000 60 40 19 1.289 

 

Примечание:  – коэффициент разделения изотопов  – 7Li/6Li, соотно-
шение изотопов после разделения,  – соотношение изотопов до разделения.  
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Коэффициент разделения соотношения изотопов лития, обогащенных 
этим методом, в зависимости от частоты импульсов, количества мембран 
и значений импульса приведен в табл. 2. Как видно из результатов, пред-
ставленных в таблице, коэффициент обогащения изотопов зависит от ко-
личества мембран – при 1000 Гц он больше, чем при 10 000 Гц, но измене-
ния незначительные. Значение коэффициента обогащения изотопа лития, 
приведенное выше, существенно отличается от значений, полученных 
другими известными в настоящее время методами, в частности результата 
α = 1.148, полученного в [5], который являлся лучшим показателем, что 
значительно ниже полученных нами результатов. 

Описанный метод отличается высокой эффективностью для разде-
ления изотопов  как легких химических элементов (Li, Mg), так и средних 
и тяжелых элементов (Nd, Pb) [6]. 

Выводы. В работе определен коэффициент разделения изотопов ли-
тия на основе ряда параметров с помощью предложенного нового электро-
мембранного метода. 

Установлено, что коэффициент обогащения изотопов чувствителен к 
изменению количества мембран, и в малой степени – при изменении 
частоты электрического тока. 

Предложенный метод отличается от других методов разделения изо-
топов эффективностью и простотой для использования в промышленных 
целях. 
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Предложен новый, электромембранный, метод обогащения изотопов лития. 

Представлены результаты процесса обогащения изотопов лития при различных 
значениях рабочих параметров экспериментальной установки. Соотношение изо-
топов лития измерено методом масс-спектрометрии с индукционно-связанной 
плазмой. Предложенный метод отличается высокой производительностью и боль-
шим значением коэффициента обогащения изотопов лития. 
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Լիթիումի իզոտոպների առանձնացումը էլեկտրամեմբրանային 
 եղանակով   

 
Նկարագրված է լիթիումի իզոտոպների հարստացումը նոր` էլեկտրամեմբրանա-

յին եղանակով: Ներկայացված է էլեկտրադիալիզատորում էլեկտրամեմբրանային 
եղանակով լիթիումի իզոտոպների հարստացման գործընթացի իրականացումը աշ-
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խատանքային պարամետրերի տարբեր արժեքների դեպքում: Լիթիումի իզոտոպների 
հարաբերությունը չափվել է ինդուկցիոն կապված պլազմայով մաս-սպեկտրաչափա-
կան մեթոդով: Առաջարկված մեթոդն առանձնանում է իր արդյունավետությամբ լիթի-
ումի իզոտոպների ստացման այլ մեթոդների համեմատ:  

 
 

А. V. Gabrielyan, R. K. Kostanyan, G. A. Martoyan 
 

Separation of Lithium Isotopes by the Method of Electromembrane 
 

The new electromembrane method is proposed for enrichment of lithium isotopes. 
There are presented the results of the enrichment process of lithium isotopes at various 
values of the operating parameters. The ratio of lithium isotopes was measured by the 
method of induction-coupled plasma mass spectrometry. The proposed method is cha-
racterized by high productivity and high value of the enrichment coefficient of lithium 
isotopes. 
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