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УДК 519.7 

 
 D. S. Sargsyan 

 
On Effective Implementation of Recognition Algorithms for 

Calculating Estimates 
 

(Submitted by academician Yu. H. Shoukourian12/XII 2018) 
 

Keywords: recognition problem, estimation algorithms. 
 
1. Introduction. The statement of the recognition problem is given in [1]. 

Let  𝑀 ൌ ⋃ 𝐾௜
௟
௜ୀଵ ⊆ 𝑀ଵ ൈ 𝑀ଶ ൈ … ൈ 𝑀௡, 𝑛 ൐ 1, where  𝑀௜ is a metric space 

with a metric 𝑑௜, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑛, be the set of admissible objects. Subsets 𝐾௜ are 
called classes and 𝐾௜ ്⊘, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑙. 

For an admissible object 𝑆 classification is done by calculating estimates 
Γ௜ሺ𝑆ሻ to the class 𝐾௜. Each algorithm in a model is determined by choosing a 
system of supporting sets, a proximity function, weights of the admissible 
objects, weights of the attributes, and a decision rule. The system of supporting 
sets Ω஺ of an algorithm 𝐴 is a nonempty set of subsets of ሼ1,2, … , 𝑛ሽ. Each  
element Ω ∈ Ω஺ can be described by its characteristic vector  𝜔ஐ ൌ 
ሺ𝜔ଵ, 𝜔ଶ, … , 𝜔௡ሻ, where 𝜔ஐ

௜ ൌ 1 if and only if 𝑖 ∈ Ω. Denote 𝑊ஐಲ
ൌ 

ሼ𝜔ஐ | Ω ∈ Ω஺ሽ. 
In each algorithm 𝐴 integers 𝑞ଵ, 𝑞ଶ ൒ 0 and 𝜀௜ ൒ 0, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑛 are fixed. 

For admissible objects 𝑆 ൌ ሺ𝑠ଵ, 𝑠ଶ, … , 𝑠௡ሻ, 𝑆ᇱ ൌ ሺ𝑠ଵ
ᇱ , 𝑠ଶ

ᇱ , … , 𝑠௡
ᇱ ሻ, and a supporting 

set Ω the proximity function 𝐵ሺΩ, 𝑆, 𝑆ᇱሻ is defined as  

𝐵ሺΩ, 𝑆, 𝑆ᇱሻ ൌ ቊ1,   ሺ𝛿 ∙ 𝜔ஐሻ ൒  𝑞ଵ, ൫𝛿 ∙ 𝜔ஐ൯ ൑  𝑞ଶ

0,   𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                   
 

where 𝛿 ൌ 𝛿ሺ𝑆, 𝑆ᇱሻ ൌ ሺ𝛿ଵ, 𝛿ଶ, … , 𝛿௡ሻ such that  

𝛿௜ ൌ ൜
1,   𝑑௜ሺ𝑠௜, 𝑠௜

ᇱሻ ൑ 𝜀௜

0,   𝑑௜ሺ𝑠௜, 𝑠௜
ᇱሻ ൐ 𝜀௜

 

Let 𝛾ሺ𝑆ሻ be the weight of an admissible object 𝑆. Denote the weight of the 
attribute 𝑖 ∈ ሼ1,2, … , 𝑛ሽ by 𝜇௜ ൒ 0. The weight of a supporting set Ω ൌ 
ሼ𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௞ሽ is defined as 𝜇ሺ𝜔ஐሻ ൌ 𝜇௜భ

൅ 𝜇௜మ
൅ ⋯ ൅ 𝜇௜ೖ

. The estimate Γ௜ሺ𝑆ሻ is 
defined as  

Հատոր 
Том 
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            Γ௜ሺ𝑆ሻ ൌ
1

𝐹|𝐾௜|
෍ 𝛾ሺ𝑆ᇱሻ ෍ 𝜇ሺ𝜔ஐሻ𝐵ሺΩ, 𝑆, 𝑆ᇱሻ

ஐ∈ஐಲ

                           ሺ1ሻ
ௌᇲ∈௄೔

 

where 𝐹 is a normalizing factor. Formula ሺ1ሻ is practically inefficient because 
the number of terms in the inner sum may be exponentially large. The following 
formula is proposed for the calculation of the estimates  [2]։  

            Γ௜ሺ𝑆ሻ ൌ
1

𝐹|𝐾௜|
෍ 𝛾ሺ𝑆ᇱሻ ෍ 𝜇௜𝑄௜ሺ𝑆, 𝑆ᇱሻ

௡

௜ୀଵ

                                     ሺ2ሻ
ௌᇲ∈௄೔

 

where 𝑄௜ሺ𝑆, 𝑆ᇱሻ ൌ |Ω ∈ Ω஺ | 𝑖 ∈ Ω, 𝐵ሺΩ, 𝑆, 𝑆ᇱሻ ൌ 1|. Now the number of 
summations in ሺ2ሻ is not greater than 𝑛. If the number of distinct values of 
𝑄௜ሺ𝑆, 𝑆ᇱሻ is small, then the calculation of the inner sum almost disappears. 
Hence ሺ2ሻ is an effective formula for the estimates calculation. 

By ‖𝛼‖ we denote the number of ones in a binary vector 𝛼. For binary 
vectors 𝛼 and 𝛽, 𝛼 ൅ 𝛽 denotes the logical XOR operation.   

Suppose 𝛿௜ ൌ 1 if and only if 𝑖 ∈ ∆ൌ ሼ𝑗ଵ, 𝑗ଶ, … , 𝑗௠ሽ, 𝑗ଵ ൏ 𝑗ଶ ൏ ⋯ ൏ 𝑗௠. For 
𝛼 ൌ ሺ𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡ሻ denote 𝛼ଵ ൌ ൫𝛼௝భ

, 𝛼௝మ
, … , 𝛼௝೘

൯ and 𝛼ଶ ൌ ሺ𝛼௞భ
, 𝛼௞మ

, …, 
𝛼௞೙ష೘

ሻ, where ሼ𝑘ଵ, 𝑘ଶ, … , 𝑘௡ି௠ሽ ൌ ሼ1, 2 , … , 𝑛ሽ ∖ ∆, 𝑘ଵ ൏ 𝑘ଶ ൏ ⋯ ൏ 𝑘௡ି௠. 
Then 

𝐵ሺΩ, 𝑆, 𝑆ᇱሻ ≡ 𝐵ሺΩ, 𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൜1,   ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ
ଵ ฮ ൑ |Δ| െ 𝑞ଵ, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ

ଶ ฮ ൑ 𝑞ଶ

0,   𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                                       
 

The latter defines 𝐵ሺΩ, 𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ even when  𝛿 and ∆  are  not related, 
i.e. 𝐵ሺΩ, 𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ is defined for ∀𝛿 ∈ 𝐸௡, ∀Ω, Δ ⊆ ሼ1,2, … , 𝑛ሽ, ∀𝑞ଵ, 𝑞ଶ ൒ 0. 
Unless otherwise stated, we assume that 𝛿 and ∆ are not related.  

Define 𝑄௜ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ |Ω ∈ Ω஺ | 𝑖 ∈ Ω, 𝐵ሺΩ, 𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 1|, 𝚤̃ሺΩ஺ሻ ൌ 
ሼΩ ∈ Ω஺ | 𝑖 ∈ Ωሽ and 𝑄ത௜ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ |𝚤̃ሺΩ஺ሻ| െ 𝑄௜ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ.  

Definition 1.1. A system 𝛺஺ of supporting sets is said to have rank 𝑘, if 
|ሼ𝑄௜ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻሽ௜ୀଵ

௡ | ൑ 𝑘, for ∀𝛿 ∈ 𝐸௡, ∀𝛥 ⊆ ሼ1,2, … , 𝑛ሽ, ∀𝑞ଵ, 𝑞ଶ ൒ 0, and 
หሼ𝑄௜ሺ𝛿଴, 𝛥଴, 𝑞ଵ

଴, 𝑞ଶ
଴ሻሽ௜ୀଵ

௡ ห ൌ 𝑘 for some ሺ𝛿଴, 𝛥଴, 𝑞ଵ
଴, 𝑞ଶ

଴ሻ. 
Definition 1.2. A system 𝛺஺ of supporting sets is said to have 𝛥-rank 𝑘, if 

|ሼ𝑄௜ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻሽ௜ୀଵ
௡ | ൑ 𝑘, for ∀𝛿 ∈ 𝐸௡, 𝛥 ൌ ሼ𝑖 | 𝛿௜ ൌ 1ሽ, ∀𝑞ଵ, 𝑞ଶ ൒ 0, and 

หሼ𝑄௜ሺ𝛿଴, 𝛥଴, 𝑞ଵ
଴, 𝑞ଶ

଴ሻሽ௜ୀଵ
௡ ห ൌ 𝑘 for some ሺ𝛿଴, 𝛥଴, 𝑞ଵ

଴, 𝑞ଶ
଴ሻ,  𝛥଴ ൌ ሼ𝑖 | 𝛿௜

଴ ൌ 1ሽ.  
The rank and the Δ-rank of the system Ω஺ are denoted by 𝑅ሺΩ஺ሻ and 

𝑅୼ሺΩ஺ሻ respectivally. Clearly 𝑅୼ሺΩ஺ሻ ൑ 𝑅ሺΩ஺ሻ.  
Definition 1.3. A system 𝛺஺ of supporting sets is called absolutely re-

ducible if  |𝚤̃ሺ𝛺஺ሻ| ൑ 1, ∀𝑖 ∈ ሼ1,2, … , 𝑛ሽ or |𝚤̃ሺ𝛺஺ሻ| ൒ 𝑛 െ 1, ∀𝑖 ∈ ሼ1,2, … , 𝑛ሽ. 
Definition 1.4. A system 𝛺஺ of supporting sets is called absolutely sym-

metric if for each 𝛺 ∈ 𝛺஺ it follows that 𝐸௡
‖ఠ೾‖ ⊆ 𝑊ఆಲ

. 
Definition 1.5. A system 𝛺஺ of supporting sets is called internal if ⊘ ∉ 𝛺஺ 

and ሼ1,2, … , 𝑛ሽ ∉ 𝛺஺. 
Clearly, when considering the rank and the Δ-rank of a system Ω஺, without 

loss of generality we may assume that Ω஺ is internal. The following theorem is 
due to [3]:  
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Theorem 1.6. Given an internal system 𝛺஺ of supporting sets, 𝑅௱ሺ𝛺஺ሻ ൑ 2 
if and only if  𝛺஺ is either absolutely reducible or absolutely symmetric. 

For the rest of the paper we will assume that Ω஺ is internal. If Ω஺ is 
absolutely symmetric then 𝑅ሺΩ஺ሻ ൑ 4 ሾ2ሿ. Thus, for absolutely reducible and 
absolutely symmetric supporting sets we only have upper bounds for 𝑅ሺΩ஺ሻ and 
𝑅୼ሺΩ஺ሻ. In section 2 we calculate the exact values of 𝑅ሺΩ஺ሻ and 𝑅୼ሺΩ஺ሻ for 
these supporting sets. Finally, in section 3 we suggest a general method for 
constructing effective algorithms.          

2. Ranks of absolutely reducible and absolutely symmetric supporting 
sets. Proposition 2.1. If 𝛺஺ is absolutely symmetric, then 𝑅௱ሺ𝛺஺ሻ ൌ 2. 

Proof. Let 𝛿 ൌ ሺ0,1,1, … ,1ሻ, ∆ൌ ሼ2,3, … , 𝑛ሽ,  𝑞ଵ ൌ 𝑞ଶ ൌ 0. Then  
𝑄ଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 0 and  𝑄௜ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ് 0, 𝑖 ് 1 and 𝑅௱ሺ𝛺஺ሻ ൌ 2. 

Proposition 2.2. If 𝛺஺ is absolutely reducible, then  𝑅ሺ𝛺஺ሻ ൌ 𝑅௱ሺ𝛺஺ሻ ൌ 2. 
Proof.  If |𝚤̃ሺΩ஺ሻ| ് |𝚥̃ሺΩ஺ሻ| for some 𝑖, 𝑗 ∈ ሼ1,2, … , 𝑛ሽ, 𝑖 ് 𝑗, then taking 

∀𝛿 ∈ 𝐸௡, 𝑞ଵ ൌ 0, 𝑞ଶ ൌ 𝑛 we have 𝑅୼ሺΩ஺ሻ ൌ 2. Otherwise, we take the same 
approach as in the proof of proposition 2.1.  

It is easy to see that 𝑅ሺΩ஺ሻ ൑ 2. Thus we also have 𝑅ሺΩ஺ሻ ൌ 2. 
To calculate the ranks of absolutely symmetric supporting sets we need a 

few lemmas. To avoid considering various trivial cases we will assume that 𝑛 ൐ 
5. 

Lemma 2.3. For 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

ଶ we have 𝑅ሺ𝛺஺ሻ ൌ 4. 
Proof. Let 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ, Δ ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 𝑞ଵ ൌ 1, 𝑞ଶ ൌ 1. Then 

𝛿ଵ ൌ ሺ0,0,1, … ,1ሻ, 𝛿ଶ ൌ ሺ0,1ሻ and 

𝐵ሺΩ, 𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൜1,   ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ
ଵ ฮ ൑ 𝑛 െ 3, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ

ଶ ฮ ൑ 1
0,   𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                                

 

Since 𝛿ଵ ∈ 𝐸௡ିଶ, ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ
ଵ ฮ ൐ 𝑛 െ 3 means 𝜔ஐ

ଵ ൌ 𝛿ଵതതത ൌ ሺ1,1,0, … ,0ሻ. As  
𝜔ஐ ∈ 𝐸௡

ଶ, the latter implies 𝜔ஐ ൌ ሺ0,1,1,0, … ,0ሻ. Now  

ห൛Ω ∈ Ω஺ | 1 ∈ Ω, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ
ଶ ฮ ൐ 1ൟห ൌ ൬

𝑛 െ 2
1

൰ ൌ 𝑛 െ 2 
and 

ห൛Ω ∈ Ω஺ | 1 ∈ Ω, ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ
ଵ ฮ ൐ 𝑛 െ 3, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ

ଶ ฮ ൑ 1ൟห ൌ 0 
Hence 𝑄തଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 𝑛 െ 2. For 𝑄തଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ we have  

ห൛Ω ∈ Ω஺ | 2 ∈ Ω, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ
ଶ ฮ ൐ 1ൟห ൌ 1  

and  
ห൛Ω ∈ Ω஺ | 2 ∈ Ω, ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ

ଵ ฮ ൐ 𝑛 െ 3, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ
ଶ ฮ ൑ 1ൟห ൌ 1 

Therefore, 𝑄തଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 2. Similarly, we get 𝑄തସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 1 and 
𝑄ത௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 0. From  

𝑄തଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൐ 𝑄തଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൐ 𝑄തସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൐ 𝑄ത௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ  
it follows that  

𝑄ଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏  𝑄ଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄ସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ 
and 𝑅ሺΩ஺ሻ ൌ 4.  

Lemma 2.4. For 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

ଷ we have 𝑅ሺ𝛺஺ሻ ൌ 4. 
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Proof. Let 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ, Δ ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 𝑞ଵ ൌ 1, 𝑞ଶ ൌ 1. In 
the same way as in lemma 2.3, we can show that  

𝑄തଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 2

2
൰ , 𝑄തଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 𝑛 െ 2 

𝑄തସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 𝑛 െ 3, 𝑄ത௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 1 
Hence  𝑄ଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏  𝑄ଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄ସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ 
and 𝑅ሺΩ஺ሻ ൌ 4. 

Corollary 2.5. If 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

ଶ or 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

ଷ then for 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ 
, 𝛥 ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 𝑞ଵ ൌ 𝑞ଶ ൌ 1 we have 𝑄ଵሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ 
൏ 𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄௡ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ. 

Lemma 2.6. For 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

௞, 3 ൏ 𝑘 ൏ 𝑛 െ 1 we have 𝑅ሺ𝛺஺ሻ ൌ 4. 
Proof. Let 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ, Δ ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 𝑞ଵ ൌ 𝑘 െ 3, 𝑞ଶ ൌ 1. 

Then 𝛿ଵ ൌ ሺ0,0,1, … ,1ሻ, 𝛿ଶ ൌ ሺ0,1ሻ and 

𝐵ሺΩ, 𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൜1,   ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ
ଵ ฮ ൑ 𝑛 െ 𝑘 ൅ 1, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ

ଶ ฮ ൑ 1
0,   𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                                        

 

The value of ൫௠
௟ ൯, where 𝑙 ൏ 0, is considered to be zero. 

Again, by considering ห൛Ω ∈ Ω஺ | 𝑖 ∈ Ω, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ
ଶ ฮ ൐ 1ൟห and  

ห൛Ω ∈ Ω஺ | 𝑖 ∈ Ω, ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ
ଵ ฮ ൐ 𝑛 െ 𝑘 ൅ 1, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ

ଶ ฮ ൑ 1ൟห ൌ 0 for 𝑖 ൌ 1,2,4, 
𝑛, we get  

𝑄തଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 2
𝑘 െ 1

൰ ൅ ൬
𝑛 െ 4
𝑘 െ 4

൰ , 𝑄തଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 3
𝑘 െ 2

൰ ൅ ൬
𝑛 െ 4
𝑘 െ 4

൰, 

𝑄തସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 3
𝑘 െ 2

൰ ൅ ൬
𝑛 െ 5
𝑘 െ 5

൰ , 𝑄ത௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 4
𝑘 െ 4

൰ 
Hence, 

𝑄ଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏  𝑄ଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄ସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ 
and 𝑅ሺΩ஺ሻ ൌ 4. 

Corollary 2.7. Let 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

௞, 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ, 𝛥 ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 
𝑞ଵ ൌ 𝑘 െ 3, 𝑞ଶ ൌ 1. The following assertions hold: 
ሺ𝑖ሻ If 5 ൑ 𝑘 ൏ 𝑛 െ 2, then  
𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ െ 𝑄ଵሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൐ 2, 𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ െ 𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൐ 2, 

𝑄௡ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ െ 𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൐ 2. 
ሺ𝑖𝑖ሻ If 5 ൑ 𝑘 ൌ 𝑛 െ 2 then  

𝑄ଵሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏  𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄௡ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ െ 1. 
ሺ𝑖𝑖𝑖ሻ If 4 ൌ 𝑘 ൏ 𝑛 െ 1 then  

𝑄ଵሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏  𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄௡ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ. 
Proof. From the proof of lemma 2.6 we have  

𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ െ 𝑄ଵሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 3
𝑘 െ 1

൰  

𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ െ 𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 5
𝑘 െ 4

൰ 

𝑄௡ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ െ 𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 5
𝑘 െ 3

൰ ൅ ൬
𝑛 െ 4
𝑘 െ 2

൰ 
The statement of the corollary immediately follows.   
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Lemma 2.8. 𝐼𝑓 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

௞, 4 ൏ 𝑘 ൏ 𝑛 െ 1, then for 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ, 
𝛥 ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 1 ൑ 𝑞ଵ ൏ 𝑘 െ 3, 𝑞ଶ ൌ 1 we have 𝑄ଵሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 
𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 𝑄௡ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ. 

Proof. By definition, 

𝐵ሺΩ, 𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൜1,   ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ
ଵ ฮ ൑ 𝑛 െ 2 െ 𝑞ଵ, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ

ଶ ฮ ൑ 1
0,   𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                                         

 

From 1 ൑ 𝑞ଵ ൏ 𝑘 െ 3 it follows that  
ห൛Ω ∈ Ω஺ | 𝑖 ∈ Ω, ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ

ଵ ฮ ൐ 𝑛 െ 2 െ 𝑞ଵ, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ
ଶ ฮ ൑ 1ൟห 

൑ ห൛Ω ∈ Ω஺ | 𝑖 ∈ Ω, ฮ𝛿ଵ ൅ 𝜔ஐ
ଵ ฮ ൐ 𝑛 െ 𝑘 ൅ 2, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ

ଶ ฮ ൑ 1ൟห ൌ 0 
for each 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑛.  
Hence, we only consider ห൛Ω ∈ Ω஺ | 𝑖 ∈ Ω, ฮ𝛿ଶ ൅ 𝜔ஐ

ଶ ฮ ൐ 1ൟห for 𝑖 ൌ 1,2,4, 𝑛, 
and  

𝑄തଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 2
𝑘 െ 1

൰ , 𝑄തଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 3
𝑘 െ 2

൰, 

𝑄തସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ ൬
𝑛 െ 3
𝑘 െ 2

൰ , 𝑄ത௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 0. 
Thus,  
𝑄ଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 𝑄ଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 𝑄ସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 𝑄௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ and the 
proof is completed.   
The following lemmas can be proven similarly. 

Lemma 2.9. 𝐼𝑓 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

ଵ or 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

௡ିଵ, then for 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ, 
𝛥 ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 𝑞ଵ ൌ 𝑞ଶ ൌ 1 we have 𝑄ଵሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 
𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 𝑄௡ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ.  

Lemma 2.10. Let 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ, 𝛥 ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 𝑞ଵ ൌ 𝑛 െ 
5, 𝑞ଶ ൌ 1, 𝑛 ൐ 6. If  𝑊ఆಲ

ൌ 𝐸௡
ଵ then 𝑄ଵሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൑ 

𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ, |𝑄௡ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ െ 𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ| ൑ 1. If  𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

௡ିଵ then 
𝑄ଵሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 𝑄ଶሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 𝑄ସሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 𝑛 െ 2, 
𝑄௡ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 𝑛 െ 1. 

Proposition 2.11. If 𝛺஺ is absolutely symmetric then  

𝑅ሺ𝛺஺ሻ ൌ ቐ
2, 𝑖𝑓 𝑊ఆಲ

ൌ 𝐸௡
ଵ 𝑜𝑟 𝑊ఆಲ

ൌ 𝐸௡
௡ିଵ

3, 𝑖𝑓 𝑊ఆಲ
ൌ 𝐸௡

ଵ ∪ 𝐸௡
௡ିଵ               

4, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                  

 

Proof.  The first case follows from proposition 2.2. Fix ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ and 
consider the second case. Note that if ሼ𝑄௜ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻሽ௜ୀଵ

௡ ൌ ሼ𝑎, 𝑏ሽ for 𝑊ஐಲ
ൌ 

𝐸௡
௡ିଵ, then |𝑎 െ 𝑏| ൌ 1. Since |ሼ𝑄௜ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻሽ௜ୀଵ

௡ | ൌ 2 for 𝑊ஐಲ
ൌ 𝐸௡

ଵ implies 
that ሼ𝑄௜ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻሽ௜ୀଵ

௡ ൌ ሼ0,1ሽ, we have |ሼ𝑄௜ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻሽ௜ୀଵ
௡ | ൏ 4 for  

𝑊ஐಲ
ൌ 𝐸௡

ଵ ∪ 𝐸௡
௡ିଵ. Again taking 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ, Δ ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 

𝑞ଵ ൌ 𝑞ଶ ൌ 1 yields 𝑅ሺΩ஺ሻ ൌ 3.  
For the third case, first suppose that 𝑊ஐಲ

∩ ሺ𝐸௡
ଶ ∪ 𝐸௡

ଷ ∪ 𝐸௡
ସሻ ൌ⊘.  

Let 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ,   Δ ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ,  𝑞ଵ ൌ minሼ|Ω| | Ω ∈ Ω஺, |Ω| ് 
1, |Ω| ് 𝑛 െ 1ሽ െ 3, 𝑞ଶ ൌ 1. If 𝑊ஐಲ

∩ ሺ𝐸௡
ଵ ∪ 𝐸௡

௡ିଵሻ ൌ⊘ then  
𝑄ଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄ଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄ସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ, 
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and therefore 𝑅ሺΩ஺ሻ ൌ 4, follows straight from corollary 2.7 and lemma 2.8. 
Now if 𝑊ஐಲ

∩ ሺ𝐸௡
ଵ ∪ 𝐸௡

௡ିଵሻ ്⊘ then from corollary 2.7, lemma 2.8, and 
lemma 2.10 follows that we again have  

𝑄ଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏  𝑄ଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄ସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൏ 𝑄௡ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ 
and 𝑅ሺΩ஺ሻ ൌ 4.  

Finally, if 𝑊ஐಲ
∩ ሺ𝐸௡

ଶ ∪ 𝐸௡
ଷ ∪ 𝐸௡

ସሻ ്⊘, we choose 𝛿 ൌ ሺ0,0,0,1,1, … ,1ሻ, 
Δ ൌ ሼ2,3, … , 𝑛 െ 1ሽ, 𝑞ଵ ൌ 𝑞ଶ ൌ 1 and 𝑅ሺΩ஺ሻ ൌ 4 follows at once from 
corollary 2.5, corollary 2.7, lemma 2.8, and lemma 2.9.  

3. A General Method for Constructing Effective Algorithms. Let Ω஺ be 
a supporting set, 𝑀 ⊆ 𝑁 ≡ ሼ1,2, … , 𝑛ሽ, and 𝐺 be a subgroup of the symmetric 
group 𝑆ெ. For 𝜎 ∈ 𝐺 and 𝜔ஐ ൌ ሺ𝜔ଵ, 𝜔ଶ, … , 𝜔௡ሻ ∈ 𝑊ஐಲ

 define 𝜎𝜔ஐ ൌ  
ሺ𝜐ଵ, 𝜐ଶ, … , 𝜐௡ሻ as  

𝜐௜ ൌ ൜
𝜔௜,               𝑖𝑓 𝑖 ∉ 𝑀
𝜔ఙషభሺ௜ሻ,       𝑖𝑓 𝑖 ∈ 𝑀 

Definition 3.1. 𝐺ሺ𝛺஺ሻ ൌ ൛𝜎 ∈ 𝑆ே | 𝜎𝜔ఆ ∈ 𝑊ఆಲ
ൟ is the invariant group of 

𝛺஺. 
For 𝜎 ∈ 𝑆ெ define 𝜎ത ∈ 𝑆ே as 

𝜎തሺ𝑖ሻ ൌ ൜
𝑖,               𝑖𝑓 𝑖 ∉ 𝑀
𝜎ሺ𝑖ሻ,         𝑖𝑓 𝑖 ∈ 𝑀

 

For 𝐺 ൑ 𝑆ெ denote �̅� ൌ ሼ𝜎ത | 𝜎 ∈ 𝐺ሽ. 
Definition 3.2. Let 𝐺 ൑ 𝑆ெ. We say 𝛺஺ is invariant under 𝐺 over 𝑀, if 

�̅� ൑ 𝐺ሺ𝛺஺ሻ. 
Definition 3.3.We say that 𝛥-rank of 𝛺஺ over 𝑀 is equal to 𝑘 and write 

𝑅௱
ெሺ𝛺஺ሻ ൌ 𝑘, if |ሼ𝑄௜ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ | 𝑖 ∈𝑀ሽ| ൑ 𝑘, for ∀𝛿 ∈ 𝐸௡, 𝛥 ൌ ሼ𝑖 | 𝛿௜ ൌ 

1ሽ, ∀𝑞ଵ, 𝑞ଶ ൒ 0, and หሼ𝑄௜ሺ𝛿଴, 𝛥଴, 𝑞ଵ
଴, 𝑞ଶ

଴ሻ | 𝑖 ∈𝑀ሽห ൌ 𝑘  for some ሺ𝛿଴, 𝛥଴, 𝑞ଵ
଴, 

𝑞ଶ
଴ሻ,  𝛥଴ ൌ ൛𝑖 | 𝛿௜

଴ ൌ 1ൟ. 
Theorem 3.4. Suppose 𝑁ଵ ∪ 𝑁ଶ ∪ … ∪ 𝑁௞ ൌ 𝑁, 𝑁௜ ∩ 𝑁௝ ൌ⊘, 𝑖 ് 𝑗, �̅�ଵ ൈ 

�̅�ଶ ൈ … ൈ �̅�௞ ൑ 𝐺ሺ𝛺஺ሻ, so that 𝛺஺ is invariant under 𝐺௜ over 𝑁௜, and  
𝑅௱

ே೔ሺ𝛺஺ሻ ൑ 𝑘௜. Then 𝑅௱ሺ𝛺஺ሻ ൑ ∑ 𝑘௜
௞
௜ୀଵ .  

 The case 𝐺௜ ൌ 𝑆ே೔
 is considered in [2]. Thus, this is a natural gene-

ralization of [2]. It is proven that for 𝐺௜ ൌ 𝑆ே೔
 we have 𝑅୼

ே೔ሺΩ஺ሻ ൑ 2. Let us 
consider another example. Suppose 𝑀 ൌ ሼ𝑖଴, 𝑖ଵ, … , 𝑖௠ିଵሽ ⊆ 𝑁, 𝑖଴ ൏ 𝑖ଵ ൏ ⋯ ൏ 
𝑖௠ିଵ and 𝜋ெ is the cyclic permutation 𝜋ெ ൌ ሺ𝑖଴𝑖ଵ … 𝑖௠ିଵሻ defined over 𝑀. 
Denote 𝐶ெ ൌ൏ 𝜋ெ ൐ൌ ሼ𝜋ெ

௧  | 𝑡 ∈ 𝑍ሽ and 
𝑊ஐಲ

ெ ൌ ൛൫𝜔௜బ
, 𝜔௜భ

, … , 𝜔௜೘షభ
൯ | ሺ𝜔ଵ, 𝜔ଶ, … , 𝜔௡ሻ ∈ 𝑊ஐಲ

ൟ.  
Definition 3.5. A  system 𝛺஺ of supporting sets is circulant on 𝑀 if 𝑊ఆಲ

ெ ൌ 
ሼ𝜎𝜔଴ | 𝜎 ∈ 𝐶ெሽ, where 𝜔଴ ൌ ሺ1,1, … ,1,0,0, … ,0ሻ ∈ 𝐸௠, ‖𝜔଴‖ ൌ 𝑘, 1 ൑ 𝑘 ൑ 
𝑚 െ 1.  The weight of 𝑀  is denoted by 𝜓ሺ𝑀ሻ and is equal to 𝑘. 

Clearly, if Ω஺ is circulant on 𝑀 then Ω஺ is invariant under 𝐶ெ over 𝑀. Let 
Ω஺ be circulant on 𝑀 and 𝜓ሺ𝑀ሻ ൌ 𝑘. For 𝑗 ∈ ሼ0,1, … , 𝑚 െ 1ሽ and 𝛿 ൌ 
ሺ𝛿ଵ, 𝛿ଶ, … , 𝛿௡ሻ define  
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𝑙ሺ𝑀, 𝛿, 𝑗ሻ ൌ ቀ𝛿௜ሺೕషೖశభሻ ೘೚೏ ೘
, 𝛿௜ሺೕషೖశమሻ ೘೚೏ ೘

, … , 𝛿௜ሺೕశೖషభሻ ೘೚೏ ೘
ቁ 

ൌ ሺ𝑙ଵ, 𝑙ଶ, … , 𝑙ଶ௞ିଵሻ. 
For example if 𝑛 ൌ 10, 𝑀 ൌ ሼ1,2, … ,10ሽ, 𝑘 ൌ 3, 𝑙ሺ𝑀, 𝛿, 5ሻ ൌ ሺ𝛿ସ, 𝛿ହ, 𝛿଺, 

𝛿଻, 𝛿଼ሻ and 𝑙ሺ𝑀, 𝛿, 9ሻ ൌ ሺ𝛿଼, 𝛿ଽ, 𝛿ଵ଴, 𝛿ଵ, 𝛿ଶሻ.  For 𝑥 ൌ ሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥ଶ௞ିଵሻ ∈ 
𝐸ଶ௞ିଵ denote 𝑦௜ ൌ ሺ𝑥௜, 𝑥௜ାଵ, … , 𝑥௜ା௞ିଵሻ, 1 ൑ 𝑖 ൑ 𝑘 and consider the multiset 
𝑊ሺ𝑥ሻ ൌ ሼ‖𝑦ଵ‖, ‖𝑦ଶ‖, … , ‖𝑦௞‖ሽ. The following proposition follows  from the 
definition of 𝐵ሺΩ, 𝑆, 𝑆ᇱሻ: 

Proposition 3.6. If 𝑊൫𝑙ሺ𝑀, 𝛿, 𝑗ሻ൯ ൌ 𝑊൫𝑙ሺ𝑀, 𝛿, 𝑘ሻ൯ for some 𝑗, 𝑘 ∈ 
ሼ0,1, … , 𝑚 െ 1ሽ, then for 𝛥 ൌ ሼ𝑖 | 𝛿௜ ൌ 1ሽ and 𝑞ଵ, 𝑞ଶ ൒ 0 we have 
 𝑄௜ೕ

ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 𝑄௜ೖ
ሺ𝛿, 𝛥, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ.  

Define an equivalence relation on vectors of length 2𝑘 െ 1: 𝑥 ∼ 𝑦 if and 
only 𝑊ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑊ሺ𝑦ሻ. Denote the number of equivalence classes by 𝑐௞. 

Proposition 3.7. If 𝛺஺ is circulant on 𝑀, then 𝑅௱
ெሺ𝛺஺ሻ ൑ 𝑐௞. 

Thus, finding the number of equivalence classes gives an upper bound on 
the number of distinct values of 𝑄௜ሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ on 𝑀. 

Proposition 3.8. 𝑐௞ ൌ ሺ𝑘 ൅ 3ሻ2௞ିଶ. 
Proof. Say 𝐻ଵ, 𝐻ଶ, … , 𝐻஼ೖ

 are the equivalence classes: 𝑊ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑊ሺ𝑦ሻ for 
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻௝, 𝑗 ൌ 1,2, … , 𝑐௞. Consider sequences 𝑎ଵ𝑎ଶ … 𝑎௞ that satisfy the 
following conditions: 

൜
0 ൑ 𝑎௜ ൑ 𝑘, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘                       
𝑎௜ ൑ 𝑎௜ାଵ ൑ 𝑎௜ ൅ 1, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘 െ 1                                    ሺ3.1ሻ 

Let us show that for each sequence that satisfies ሺ3.1ሻ there is a class 𝐻௝, such 
that 𝑎௜ ൌ ‖ሺ𝑥௜, 𝑥௜ାଵ, … , 𝑥௜ା௞ିଵሻ‖, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘 for some 𝑥 ∈ 𝐻௝.  
We apply induction on 𝑘. For 𝑘 ൌ 1 the assertion holds. Now let 𝑘 ൐ 1 and 
assume the assertion is true for smaller values. There are the following two 
cases to consider: 
Case 1: 𝑎௞ିଵ ൏ 𝑘.  

By the induction hypothesis there is 𝑥 ∈ 𝐸ଶ௞ିଷ such that 𝑎௜ ൌ 
‖ሺ𝑥௜, 𝑥௜ାଵ, … , 𝑥௜ା௞ିଶሻ‖, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘 െ 1. Then for 𝑥෤ ൌ ሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௞ିଶ, 
0, 𝑥௞ିଵ, … , 𝑥ଶ௞ିଷ, 𝑎௞ െ 𝑎௞ିଵሻ ≡ ሺ𝑥෤ଵ, 𝑥෤ଶ, … , 𝑥෤ଶ௞ିଵሻ we have  
𝑎௜ ൌ ‖ሺ𝑥෤௜, 𝑥෤௜ାଵ, … , 𝑥෤௜ା௞ିଵሻ‖, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘.    
Case 2: 𝑎௞ିଵ ൌ 𝑘.  

 Now we have 𝑎௞ିଵ ൌ 𝑎௞ ൌ 𝑘. Consider 𝑥෤ ൌ ሺ𝑥෤ଵ, 𝑥෤ଶ, … , 𝑥෤ଶ௞ିଵሻ where  

𝑥෤௜ ൌ ൜
1 െ ሺ𝑎௜ାଵ െ 𝑎௜ሻ, 𝑖𝑓 1 ൑ 𝑖 ൑ 𝑘 െ 2                      
1,                                    𝑖𝑓 𝑘 െ 1 ൑ 𝑖 ൑ 2𝑘 െ 1            

Note that 𝑎௜ ൌ ‖ሺ𝑥෤௜, 𝑥෤௜ାଵ, … , 𝑥෤௜ା௞ିଵሻ‖, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘.    
Thus, there is one to one correspondence between the equivalence classes 

and the set of sequences satisfying ሺ3.1ሻ. Hence, it all comes down to counting 
the number of sequences satisfying ሺ3.1ሻ.  

Let 𝑆௞ denote the set of all sequences that suffice ሺ3.1ሻ. We consider two 
cases similar to what we just have considered. If 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௞ ∈ 𝑆௞, then 
sequences 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௞, 𝑎௞ and 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௞, 𝑎௞ ൅ 1 belong to 𝑆௞ାଵ. Thus, in 
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𝑆௞ାଵ it remains to count the number of sequences ending with two 𝑘 ൅ 1, i.e. 
the number of sequences satisfying 

൝
0 ൑ 𝑎௜ ൑ 𝑘 ൅ 1, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘 ൅ 1                                               
𝑎௜ ൑ 𝑎௜ାଵ ൑ 𝑎௜ ൅ 1, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘 െ 1                             ሺ3.2ሻ  

𝑎௞ ൌ 𝑎௞ାଵ ൌ 𝑘 ൅ 1                                                                         
 

For each such sequence there is 𝑥 ൌ ሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥ଶ௞ାଵሻ ∈ 𝐸ଶ௞ାଵ for which 
𝑎௜ ൌ ‖ሺ𝑥௜, 𝑥௜ାଵ, … , 𝑥௜ା௞ሻ‖, 1 ൑ 𝑖 ൑ 𝑘 ൅ 1.  From 𝑎௞ ൌ 𝑎௞ାଵ ൌ 𝑘 ൅ 1 it follows 
that 𝑥௜ ൌ 1, 𝑖 ൌ 𝑘, 𝑘 ൅ 1, … ,2𝑘 ൅ 1. The latter implies that the 𝑎௜ ൑ 𝑎௜ାଵ ൑ 
𝑎௜ ൅ 1, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘 െ 1 condition is met for every value of 𝑥௜, 𝑖 ൌ 1,2, … 𝑘 െ
1. Note that for each ሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௞ିଵሻ we get a different sequence. Hence the 
number of sequences satisfying ሺ3.2ሻ is 2௞ିଵ. Combining the two cases we get 
𝑐௞ାଵ ൌ 2𝑐௞ ൅ 2௞ିଵ. Solving the recurrence relation proves the proposition.  

Corollary 3.9. Let 𝑁ଵ ∪ 𝑁ଶ ∪ … ∪ 𝑁௞ ൌ 𝑁, 𝑁௜ ∩ 𝑁௝ ൌ⊘, 𝑖 ് 𝑗 and 𝛺஺ be 
circulant on 𝑁௜, 𝑛௜ ൌ |𝑁௜|, with 𝜓ሺ𝑁௜ሻ ൌ 𝑘௜, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑘. Then 𝑅௱ሺ𝛺஺ሻ ൑ 
∑ 𝑚𝑖𝑛 ሺ𝑛௜,௞

௜ୀଵ ሺ𝑘௜ ൅ 3ሻ2௞೔ିଶሻ. 
The upper bound given in corollary 3.9 is only helpful if 𝜓ሺ𝑁௜ሻ are very 

small compared to |𝑁௜|. For these cases we may even have equality, i.e. the 
upper bound in corollary 3.9 is achievable. 

Proposition 3.10. The upper bound in corollary 3.9 is exact.  
Proof. Let 𝑛 ൌ 4𝑡, 𝑡 ൐ 3, 𝑘 ൌ 2, 𝑁ଵ ൌ ቄ1,2, … ,

௡

ଶ
ቅ, 

𝑁ଶ ൌ ቄ௡

ଶ
൅ 1,

௡

ଶ
൅ 2, … , 𝑛ቅ , 𝜓ሺ𝑁ଵሻ ൌ 1, 𝜓ሺ𝑁ଶሻ ൌ 2.  

Choose 𝑞ଵ ൌ 0, 𝑞ଶ ൌ 1, 𝛿 ൌ ሺ𝛿ଵ, 𝛿ଶ, … , 𝛿௡ሻ, where  

𝛿௜ ൌ ൝1, 𝑖𝑓 1 ൑ 𝑖 ൑
𝑛
4

  𝑜𝑟 𝑖 ൌ
𝑛
2

൅ 1 𝑜𝑟 
𝑛
2

൅ 3 ൑ 𝑖 ൑
𝑛
2

൅
𝑛
4

൅ 1

0,         𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                                                                
 

For example, if 𝑛 ൌ 16, 𝛿 ൌ ሺ1,1,1,1,0,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0ሻ.  
Then 𝑄ଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ

௡

ସ
൅ 2, 𝑄೙

ర
ାଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ

௡

ସ
െ 2, 

𝑄೙
మ

ାଵሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ
௡

ଶ
, 𝑄೙

మ
ାଷሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ

௡

ଶ
൅

௡

ସ
,  

𝑄೙
మ

ାସሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 𝑛, 𝑄೙
మ

ା
೙
ర

ାଶሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ
௡

ସ
, 𝑄೙

మ
ା

೙
ర

ାଷሺ𝛿, Δ, 𝑞ଵ, 𝑞ଶሻ ൌ 0, 

and 𝑅௱ሺ𝛺஺ሻ ൌ ሺ𝑘ଵ ൅ 3ሻ2௞భିଶ ൅ ሺ𝑘ଶ ൅ 3ሻ2௞మିଶ ൌ 7. 
Theorem 3.11. Suppose 𝑁ଵ ∪ 𝑁ଶ ∪ … ∪ 𝑁௞ ൌ 𝑁, 𝑁௜ ∩ 𝑁௝ ൌ⊘, 𝑖 ് 𝑗, 𝛺஺ is 

invariant under 𝑆ே೔
, 𝑖 ൌ 1,2, … , 𝑡, and is circulant on 𝑁௝, 𝑛௝ ൌ ห𝑁௝ห, with 

𝜓൫𝑁௝൯ ൌ 𝑘௝, 𝑗 ൌ 𝑡 ൅ 1, 𝑡 ൅ 2, … , 𝑘. Then 𝑅௱ሺ𝛺஺ሻ ൑ 2𝑡 ൅ ∑ min ሺ𝑛௝,௞
௝ୀ௧ାଵ ሺ𝑘௝ ൅ 

3ሻ2௞ೕିଶሻ. 
 
Yerevan State University  
e-mail: davit.sargsyan.1993@gmail.com 
 

  



15 
 

D. S. Sargsyan 
 

On Effective Implementation of Recognition Algorithms  
for Calculating Estimates 

   
        In this paper the exact values of the ranks for some systems of supporting sets are 
calculated. A general method for constructing effective algorithms is suggested. 

 
Դ. Ս. Սարգսյան  

 
Ճանաչողական ալգորիթմների արդյունավետ իրականացումը  

գնահատականների հաշվման համար 
 

Հաշվվում են ռանգերի ճշգրիտ արժեքները որոշ օգնող բազմությունների համար։ 
Առաջարկվում է արդյունավետ ալգորիթմների կառուցման ընդհանուր մեթոդ։ 

 
Д. С. Саргсян 

 
Об эффективной реализации алгоритмов распознавания  

для вычисления оценок 
 

Вычислены конкретные значения рангов для некоторых систем опорных 
множеств. Предлагается общий подход построения эффективных алгоритмов. 
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Հ Ա Յ Ա Ս Տ Ա Ն Ի  Գ Ի Տ Ո Ւ Թ Յ Ո Ւ Ն Ն Ե Ր Ի  Ա Զ Գ Ա Յ Ի Ն  Ա Կ Ա Դ Ե Մ Ի Ա  
Н А Ц И О Н А Л Ь Н А Я  А К А Д Е М И Я  Н А У К  А Р М Е Н И И  
N A T I O N A L  A C A D E M Y  O F  S C I E N C E S  O F  A R M E N I A  
Д О К Л А Д Ы           Զ Ե Կ Ո Ի Յ Ց Ն Ե Ր               R E P O R T S  

 
 
 
 

MATHEMATICS  

УДК 517.518.86 
         

L. Z. Gevorgyan 
 

On Two Extremal Problems 
 

(Submitted by academician V. S. Zakaryan 9/I 2019) 
 

Keywords: extremal properties of polynomials, convex sets, biorthogonal 
systems, Kolmogorov widths.  
 

Let X  be a normed space,    1 dim 2n
kf n X   be a set of linear in-

dependent elements from X . Denote by  1
:max 1: n

n kk n
z z z

 
    the 

unit ball (cube) in n  and by  1
:max 1: n

n kk n
z z z

 
    – the unit sphere. 

Problem 1. We seek   
                                         

 
1 1 2 2sup

k n
n nf f f


  


                          (1)  

and the element from X  maximizing norm in (1).  
A similar problem is considered in [1], where the exact convergence rate of 

an iterative method of solution of a Hilbert space operator equation is 
calculated.  

As the mapping      1 1 2 2k n np f f f       is continuous and 

n  is  compact, the element M  realizing  the maximum in (1) exists. Easy to  

see that p  is positive homogeneous and subadditive, i.e.     p c c p  , 

     p p p    b . 
To describe the element M we first prove some auxiliary propositions. Let 

nH  be the Hemming cube  0;1 n . 
Proposition 1. The set of extreme points of nH  consists of the vertices of 

nH . 
Proof. Let nx H  and for some i  the strict inequality 0 1ix   be 

Հատոր 
Том 

Volume 
119 2019           № 1 
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satisfied. Then there exists a positive number   such that 1 1.ix      
Denote by x  the element obtained from x  changing ix by .ix   Evidently 

 0.5 ,x x x    meaning that x   cannot be an extreme point. If  y  is a 

vertex of nH , i.e. consists of  0  and, 1 and  1 ,y ta t b     0;1t , then 
.a b y   

According to the Caratheodory theorem ([2], Ch.1, §1, P.1.6) any 
element of a convex compact subset C of n  may be represented as a convex 
combination of  1n   extreme points of C . 

Proposition 2. Any element of n  is a convex combination of at most 
2 2n  extreme points of n . 

Proof. Let   1 2
1 2, , , .nii i

n nz r e r e r e     As  1 2, , , n nr r r r H   

by Caratheodory's theorem  1 2 1
1 2 1 ,n

nr t e t e t e 
     where 

1

1
0, 1

n

k k
k

t t




r  

and   1

1

nke


  are the extreme points of nH . Then 
1 2 1 1 2 1

1 1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2, ,n n
n nr t e t e t e r t e t e t e 
         

1 2 1
1 2 1, n

n n n n nr t e t e t e 
                                (2) 

Multiplying the -k th equality of (2) by  kexp i , we get 
1 2 1

1 2 1 ,n
nz t g t g t g 
     where  j j

k k kg e exp i . Replacing (if  the 

necessity arises) the extreme points of nH  by a pair of the extreme points  of 

n  , we complete the proof. 

Example 1. The extreme points of  2H  are      1 2 30;0 , 1;0 , 0;1e e e   

and  4 1;1 .e  

For a point   2;P a b H  we have the representation  1 1 max , ,t a b   

 2 min , ,t a a b     3 4min , , min , .t b a b t a b      

Let 1 2
1 1 2 2, .i iz r e z r e     Then  

   

   

1

2 2

1 1

2

1
2 2 1 1 2 1

2

1
1 1 2 2 1 2

2

0 0
1 ,

0

0
1 , .

0 0

i

i i

i i

i

z e
r r r r if r r

z e e

z e e
r r r r if r r

z e



 

 



      
           

      
      

           
      

 

Finally we get (if 2 1r r ) 
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2 2

1

2

1 2 2 2 1 2 1
1

2

11 1 11 1 .
1 12 2 2 2

i

i i i

z er r r r r r r
z e e e



  

               
                         

 

Theorem 1. Let 
1

n

k k
k

M z f


  be the solution of the Problem 1. Then 

1kz   for any , 1, 2, , .k k n   

Proof.  By (1)  ( ) .k
k

k
M p z t g M b  As the inequality in fact is 

equality, condition 1kg    implies =0kt  so there exists at least one index  j   

such that .jg M  

Remark 1. The condition in this theorem is not sufficient. In  2 0;1L  we 

have 1 1/ 3x   and 1 7 / 3.x    

The solution, in general, is not unique. For an orthonormal set  1

n
kf  and 

any set of real numbers  1

n
k  the equality 

2

1

k

n
i

k
k

e f n



  is satisfied. 

Consider now the case, where the norm in X  is generated by an inner pro-
duct. In this case we denote .X H  We have 

2

, 1
, .

n

k m k m
k m

M f f  


   

If condition of  Theorem 1 is satisfied, then 

1 2

2

1 , 1
sup ,

n

n

mk m k
k m

M f f
  

 
   

 


. 

Example 2. Find the solution of Problem 1 in the space  2 0;1L  taking 

   11, , , .n
kf x x    

We have 
1,

1k mf f
k m


 

, arriving at the Hilbert matrix 

 

 

   

1 1/ 2 1/
1/ 2 1/ 3 1/ 1

· · · ·
1/ 1/ 1 1/ 2 1

n

n
n

D

n n n

 
  
 
    






. 

Denoting by nS  the sum of all elements of nD ,  we have the recurrences 



19 
 

1
1 1 1 12 .

1 2 2 2 1n nS S
n n n n

          
  

Below are first eight values of 
1 ,7 / 3,37 /10,533 /105,1627 / 252,67 / 353,2951/ 320,2853 / 269.nS   

Finally 2
nM S  and   11 .nM x x x      

Now we pass to the second problem and seek   

  1 1 2 2inf
k n

n nf f f


  


      (3) 

Let ,a b X and the function :g    be defined by the formula 

  .g a b    

Recall that b  is said to be orthogonal to a  if a b a r  for any 
 . In a unitary space (where the norm is defined by an inner product) this 
orthogonality coincides with the orthogonality with respect to the inner product. 

Theorem 2. Let 1 1 2 2 n nm f f f       be the solution of (3) and 

1.k   Then kf  is orthogonal to .m  

Proof. For any    and  0;1t  we have 

     
     

     

1 1

1 1 1
1 ,

g t t a t t b

t a t b ta t b t a b

t a b t g tg

   

  

  

      

        

    

 

implying that the function g  is convex. 
Let 0 1 ,k     then 1.k k        The minimality of 

m  implies ,km m f   meaning that 0  is the local minimum point for 

the function .km f  As it is well known ([3], Ch. 1, 3.3, Theorem 5)  for 
any convex function defined on a convex set any local minimum is the global 
minimum, so km m f   for any   , completing the proof. 

The estimate of the norm of the linear combination of basis elements in a 
Hilbert space from below is proposed in [4]. According to Theorem 1 of [4] for 
any set  k    the following inequality holds 

 1 11
 , max

n

k k n n kk nk
f d E H   



 r , 

where  1 ,n nd E H  is the  1 -n  th Kolmogorov width of the linear span in 
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H  of  1

n
kf  with coefficients belonging to .n  

By Lemma 1 of [5]  

 1 *

1

1,
max

 n n
kk n

d E H
f

 

  

where  *
1

n

kf  is the biorthogonal with  kf  set, i.e. *,k j jkf f   and  *
1

n

kf  

lie in the linear subspace generated by  1

n
kf . 

Denote by  G the Gram matrix  

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

, , ,
, , ,

.
. . . .
, , ,

n

n

n n n n

f f f f f f
f f f f f f

G

f f f f f f

 
 
   
  
 






 

As it is well known the inverse matrix 1G  is generated by the 

biorthogonal set  * .kf  Let   2* 1max .kf diag G  By the Schwarz 

inequality  
2* * *, , .j k kf f f j k    The coefficients of element m  having 

the minimal norm will be the entries of the k  th  row of 1G , divided by 
2*

kf  and  
*

1 .
k

m
f

  

Example 3. The inverse of 5D  is the matrix  
25 300 1050 1400 630
300 4800 18900 26880 12600

1050 18900 79380 117600 56700
1400 26880 117600 179200 88200
630 12600 56700 88200 44100

  
    
  
 
   
   

, 

 2 3 41/128 3 / 20 21/ 32 63 /128m x x x x       and  2 1/179200.m   

Remark 2. The solution of problem (3) is not unique. For an orthonormal 
set  1

n
kf  the minimal norm is equal to 1 and is attained on each element .kf  

 
National Polytechnic University of Armenia    
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L. Z. Gevorgyan 
 

On Two Extremal Problems 
 

Two extremal problems for the norm of linear combinations of basis elements are 
considered. First we describe the linear combination having the greatest possible norm. 
Next the linear combination having the  least norm is characterized. 

 
Լ. Զ. Գևորգյան 

 
Երկու էքստրեմալ խնդիրների մասին 

 
Քննարկվում են երկու էքստրեմալ խնդիրներ` կապված բազիսային տարրերի 

գծային թաղանթին պատկանող տարրի նորմի հետ: Սկզբում նկարագրվում է առա-
վելագույն նորմ ունեցող տարրը: Այնուհետև բնութագրվում է նվազագույն նորմով 
տարրը: 

 
Л. З. Геворгян 

 
О двух экстремальных задачах 

 
Рассматриваются две экстремальные задачи о нахождении нормы линейной 

комбинации базисных элементов. Сначала описывается элемент с максимальной 
нормой. Затем характеризуется элемент с наименьшей нормой. 
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1. Introduction. The semi-Fredholm theory of Wiener-Hopf operators 

with semi-almost periodic symbols was developed in works [1] and [2] (see also 
[3]). 

In works [4] and [5] the concept of the ℒ-convolution type operator is 
introduced by replacing the Fourier transform in the definition of the convo-
lution operator by the operator which transforms the Sturm-Liouville operator 
on the whole axis into the operator of multiplication by an independent variable. 
The concept of the ℒ-Wiener-Hopf operator is also introduced in a natural way. 
In the case of zero potential these two notions coincide with classical convo-
lution operators and Wiener-Hopf operators, respectively. The precise defini-
tions of ℒ-convolution type and ℒ-Wiener-Hopf operators in the case of reflec-
tionless potentials will be given in the next section. In this work we extend the 
results of [1, 2] to the case of ℒ-Wiener-Hopf operator with a reflectionless 
potential. 

2. The 𝓛-Wiener-Hopf operator. Let 𝑐: ℝ → ℝ be a Lebesgue 
measurable function satisfying the condition ׬ ሺ1 ൅ |𝑥|ሻ𝑐ሺ𝑥ሻ

ஶ
ିஶ 𝑑𝑥 ൏ ∞. An 

important role in the spectral theory of the Sturm-Liouville equation  
െ𝑦ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൅ 𝑐ሺ𝑥ሻ𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝜆ଶ𝑦ሺ𝑥ሻ,     𝑥 ∈ ℝ, 𝜆 ∈ ℂ 

is played by the Jost solutions 𝑒ାሺ𝑥, 𝜆ሻ (𝑥 ∈ ℝ, Im 𝜆 ൒ 0) and 𝑒ିሺ𝑥, 𝜆ሻ 
(𝑥 ∈ ℝ, Im 𝜆 ൑ 0) defined by boundary conditions 

lim
௫→േஶ

𝑒ି௜ఒ௫𝑒േሺ𝑥, 𝜆ሻ ൌ 1,    lim
௫→േஶ

𝑒ି௜ఒ௫𝑒േ
ᇱ ሺ𝑥, 𝜆ሻ ൌ 𝑖𝜆 

Հատոր 
Том 

Volume 
119 2019           № 1 
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(see, e.g., [6]). For 𝜆 ∈ ℝ ∖ ሼ0ሽ the pairs of functions 𝑒ାሺ𝑥, 𝜆ሻ, 𝑒ାሺ𝑥, െ𝜆ሻ and 
𝑒ିሺ𝑥, 𝜆ሻ, 𝑒ିሺ𝑥, െ𝜆ሻ form fundamental systems of solutions of the Sturm-
Liouville equation (see [6]) and hence 𝑒ାሺ𝑥, 𝜆ሻ can be represented as 

𝑒ାሺ𝑥, 𝜆ሻ ൌ 𝑏ሺ𝜆ሻ𝑒ିሺ𝑥, െ𝜆ሻ ൅ 𝑏଴ሺ𝜆ሻ𝑒ିሺ𝑥, 𝜆ሻ. 
If the reflection coefficients 𝑟േሺ𝜆ሻ: ൌ ∓𝑏ሺ∓𝜆ሻ/𝑏଴ሺ𝜆ሻ vanish identically, 

the potential 𝑐 is called reflectionless (see, e. g., [7], [8]). 
It is known (see [7]-[9]) that every reflectionless potential has a 

representation of the form 

𝑐ሺ𝑥ሻ ൌ െ2
𝑑ଶ

𝑑𝑥ଶ ሺln Δሺ𝑥ሻሻ (2.1) 

where 

Δሺ𝑥ሻ ൌ det ቈ𝛿௜௝ ൅
𝑚௝ expሺെ൫𝜇௜ ൅ 𝜇௝൯𝑥ሻ

𝜇௜ ൅ 𝜇௝
቉ 𝑖, 𝑗 ൌ 1, … , 𝑁, (2.2) 

𝛿௜௝ is the Kronecker delta, 𝜇௞, 𝑚௞  ሺ𝑘 ൌ 1, … , 𝑁ሻ are positive numbers 
such that 𝜇௞ ് 𝜇௝ for 𝑘 ് 𝑗. Reflectionless potentials are connected with a 
family of explicit solutions of the Korteweg–de Vries equation, the so-called 
𝒩-soliton solutions (see [8], [9]). Let the potential 𝑐 be given by (2.1), (2.2). 
The operators ℒ and ℒ଴, defined on the Sobolev space 𝒲ଶ

ଶሺℝሻ by the formulas 
ℒ𝑦 ൌ െ𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑐𝑦, ℒ଴𝑦 ൌ െ𝑦′′, are self-adjoint (see [10]). Let 𝐻ௗ be the direct 
sum of all eigenspaces of the operator ℒ, and let 𝜑ଵ, … , 𝜑ே be the orthonormal 
basis of 𝐻ௗ, uniquely determined by the system of linear equations 

𝜑௞ሺ𝑥ሻ ൅ ෍
𝑚௞𝑚௦𝑒ିሺఓೖାఓೞሻ௫

𝜇௞ ൅ 𝜇௦
 𝜑௦ሺ𝑥ሻ

ே

௦ୀଵ

ൌ 𝑚௞𝑒ିఓೖ௫, 𝑘 ൌ 1, … , 𝑁 

(see [7]-[9]). Consider the functions 

𝑢ିሺ𝑥, 𝜆ሻ ≔ 𝑡ሺ𝜆ሻ𝑒௜ఒ௫ ൭1 െ ෍
𝑚௞𝑒ିఓೖ௫

𝜇௞ െ 𝑖𝜆
 𝜑௞ሺ𝑥ሻ

ே

௞ୀଵ

൱, 

𝑢ାሺ𝑥, 𝜆ሻ ≔ 𝑒ି௜ఒ௫ ൭1 െ ෍
𝑚௞𝑒ିఓೖ௫

𝜇௞ ൅ 𝑖𝜆
 𝜑௞ሺ𝑥ሻ

ே

௞ୀଵ

൱,       

 
where the transmission coefficient 𝑡ሺ𝜆ሻ is defined by 

𝑡ሺ𝜆ሻ ൌ 𝑏଴
ିଵሺ𝜆ሻ ≔ ෑ

𝜆 ൅ 𝑖𝜇௞

𝜆 െ 𝑖𝜇௞

ே

௞ୀଵ

. 

 
Note that in the case of the zero potential the subspace 𝐻ௗ coincides with 

the zero subspace, 𝑡ሺ𝜆ሻ ≡ 1 and hence 𝑢∓ሺ𝑥, 𝜆ሻ ൌ 𝑒േ௜ఒ௫. 
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Further, 𝑚ሺ𝑔ሻ will denote the operator of multiplication by a function (or 
a matrix-function) 𝑔, i.e., ሺ𝑚ሺ𝑔ሻ𝑦ሻሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ𝑦ሺ𝑥ሻ. The operators 
𝐽: 𝐿௣ሺℝሻ → 𝐿௣ሺℝሻ, 𝜋േ: 𝐿௣ሺℝሻ → 𝐿௣ሺℝേሻ, 𝜋േ

଴ : 𝐿௣ሺℝേሻ → 𝐿௣ሺℝሻ (1 ൑
𝑝 ൑ ∞, ℝା ൌ ሺ0, ∞ሻ, ℝି ൌ ℝ ∖ ℝା) are given by the formulas 

ሺ𝐽𝑦ሻሺ𝑥ሻ ൌ 𝑦ሺെ𝑥ሻ, ሺ𝜋േ𝑦ሻሺ𝑥ሻ ൌ 𝑦ሺ𝑥ሻ, 

ሺ𝜋ା
଴𝑦ሻሺ𝑥ሻ ൌ ൜

𝑦ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ℝା  
0, 𝑥 ∈ ℝି,

        ሺ𝜋ି
଴𝑦ሻሺ𝑥ሻ ൌ ൜

0, 𝑥 ∈ ℝା  
𝑦ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ℝି.  

Consider the space 𝐿ଶሺΔ, 𝛿ሻ where Δ ൌ ሼ1, … , 𝑁ሽ and 𝛿 is the Dirac 
measure on Δ. The unitary operator 𝑈෩: 𝐻ௗ → 𝐿ଶሺΔ, 𝛿ሻ is defined by the 
formula 𝑈෩𝜑௞ ൌ 𝜉௞ where 𝜉௞ሺ𝑗ሻ ൌ 𝛿௞௝. Consider also the operators 𝑈∓, 
𝑈: 𝐿ଶሺℝሻ → 𝐿ଶሺℝሻ,  𝑈෡: 𝐻௖ ⊕ 𝐻ௗ → 𝐿ଶሺℝሻ ⊕ 𝐿ଶሺΔ, 𝛿ሻ defined by the 
formulas 

ሺ𝑈∓𝑦ሻሺ𝜆ሻ ൌ
1

√2𝜋
න 𝑢∓ሺ𝑥, 𝜆ሻ𝑦ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ஶ

ିஶ

   ሺ𝜆 ∈ ℝሻ,        

 𝑈 ൌ 𝑚ሺ𝜒ାሻ𝑈ି ൅ 𝑚ሺ𝜒ିሻ𝐽𝑈ା, 

𝑈෡ ൌ ൬
𝑈|ு೎

0

0 𝑈෩
൰, 

where 𝐻௖ ൌ 𝐿ଶሺℝሻ ⊖ 𝐻ௗ, 𝜒േ is the characteristic function of the set ℝേ, 
and the integrals converge in the norm of the space 𝐿ଶሺℝሻ. 

Note that in the case 𝑐 ൌ 0 the equalities 𝑈ି ൌ 𝑈 ൌ 𝑈෡ ൌ 𝐹, 𝑈ା ൌ 𝐹ିଵ 
hold, where 𝐹 denotes the Fourier transform: 

ሺ𝐹𝑦ሻሺ𝜆ሻ ൌ
1

√2𝜋
න 𝑒௜ఒ௫𝑦ሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥

ஶ

ିஶ

, 𝑦 ∈ 𝐿ଶሺℝሻ. 

The following statement is true: 
Theorem 2.1. The operators 𝑈∓, 𝑈 are bounded, the operator 𝑈෡ is unitary 

and on a dense subspace of 𝐿ଶሺℝሻ the equality 𝑈෡ℒመ𝑈෡∗ ൌ 𝑚ሺ𝜆ଶሻ holds. 
Let 𝑑 ൌ ሺ𝑑ଵ, … , 𝑑ேሻ் ∈ ℂே. Define the operator 𝑚ෝሺ𝑑ሻ: 𝐿ଶሺΔ, 𝛿ሻ →

𝐿ଶሺΔ, 𝛿ሻ by the formula 𝑚ෝሺ𝑑ሻሺ𝜉ሻ ൌ ሺ𝑑ଵ𝜉ଵ, … , 𝑑ே𝜉ேሻ். 
Let ℳ௣,ℒ ሺ1 ൑ 𝑝 ൏ ∞ሻ denote the set of all functions 𝑎 ∈ 𝐿ஶሺℝሻ such 

that the operator 

𝑈෡∗ ൬
𝑚ሺ𝑎ሻ 0

0 𝑚ෝሺ𝑑ሻ൰ 𝑈෡ 

is 𝐿௣ሺℝሻ-bounded on the subspace 𝐿௣ሺℝሻ ∩ 𝐿ଶሺℝሻ. The continuous extension 
of this operator to 𝐿௣ሺℝሻ will be denoted by 𝑊ℒ

଴ሺ𝑎, 𝑑ሻ and will be called the 
ℒ-convolution type operator with an ℒ-symbol ሺ𝑎, 𝑑ሻ on the space 𝐿௣ሺℝሻ. 

The operator 𝑊ℒሺ𝑎, 𝑑ሻ ൌ 𝜋ା𝑊ℒ
଴ሺ𝑎, 𝑑ሻ𝜋ା

଴  will be called the ℒ-Wiener-
Hopf operator. In the case ℒ ൌ ℒ଴ we will use the notations ℳ௣, 𝑊଴ሺ𝑎ሻ, 
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𝑊ሺ𝑎ሻ instead of ℳ௣,ℒబ
, 𝑊ℒబ

଴ ሺ𝑎, 𝑑ሻ, 𝑊ℒబ
ሺ𝑎, 𝑑ሻ. Obviously, 𝑊଴ሺ𝑎ሻ and 

𝑊ሺ𝑎ሻ are the convolution integral operator and the Wiener-Hopf operator, 
respectively, and ℳ௣ is the set of all Fourier multipliers (see [11], [3]). It is 
known (see [11]) that ℳ௣ is a Banach algebra with the norm ‖𝑎‖ఓ೛

ൌ
‖𝑊଴ሺ𝑎ሻ‖஻ሺ௅೛ሺℝሻሻ. In particular, ℳଶ coincides with 𝐿ஶሺℝሻ. 

Theorem 2.2. The inclusion ℳ௣ ⊂ ℳ௣,ℒ  ሺ1 ൑ 𝑝 ൏ ∞ሻ holds. 
3. Main results. The closure of the algebra of all piecewise constant 

functions in ℳ௣  ሺ1 ൑ 𝑝 ൏ ∞ሻ will be denoted by 𝑃𝐶௣. It is well known (see 
[11]) that 𝑃𝐶௣ ൌ 𝑃𝐶ଶ ൌ 𝑃𝐶, where 𝑃𝐶 is the class of functions having finite 
one-sided limits 𝑎ሺ𝑥 േ 0ሻ at each point 𝑥 ∈ ℝ and also at 𝑥 ൌ േ∞. Further, it 
is known that 𝑃𝐶௣ ൌ ℳ௣ ∩ 𝑃𝐶 (see [3]). 

Let ℝഥ ≔ ሾെ∞, ∞ሿ, and let 𝐶௣ሺℝഥ ሻ ≔ 𝑃𝐶 ∩ 𝐶ሺℝሻ with 𝐶ሺℝሻ being the 
set of all continuous complex-valued functions on ℝ. In particular, 𝐶ሺℝഥ ሻ ≔
𝐶ଶሺℝഥ ሻ ൌ 𝑃𝐶 ∩ 𝐶ሺℝሻ. 𝐶଴ሺℝሻ will denote the subalgebra of 𝐶ሺℝഥ ሻ, consisting 
of all 𝑎 ∈ 𝐶ሺℝഥ ሻ with 𝑎ሺേ∞ሻ ൌ 0. 

Further, let 𝐴𝑃଴ be the algebra of all almost periodic polynomials, i.e., the 
algebra of all functions 𝑝: ℝ → ℂ which can be written as a finite sum 

𝑝ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝛼௝𝑒௜ఒೕ௫ ,     𝛼௝ ∈ ℂ,  𝜆௝ ∈ ℝ. 
Let 𝐴𝑃௣ denote the smallest closed subalgebra of ℳ௣  ሺ1 ൏ 𝑝 ൏ ∞ሻ 

containing 𝐴𝑃଴, and let 𝑆𝐴𝑃௣ denote the smallest closed subalgebra of ℳ௣ 
containing ℂ௣ሺℝሻ and 𝐴𝑃௣. The algebra 𝐴𝑃௣ (𝑆𝐴𝑃௣) lies in 𝐴𝑃ଶ (𝑆𝐴𝑃ଶ) which 
itself coincides with the algebra 𝐴𝑃 (𝑆𝐴𝑃) of all Bohr almost periodic 
functions (semi-almost periodic functions). Every function 𝑎 ∈ 𝑆𝐴𝑃௣ has a 
representation of the form 

𝑎 ൌ ሺ1 െ 𝑢ሻ𝑎ℓ ൅ 𝑢𝑎௥ ൅ 𝑎଴ (3.1) 
  

where 𝑎ℓ, 𝑎௥ ∈ 𝐴𝑃௣, 𝑎଴ ∈ ℳ௣ ∩ 𝐶଴ሺℝሻ and 𝑢 ∈ 𝐶ሺℝഥ ሻ is a fixed 
increasing function satisfying conditions 𝑢ሺെ∞ሻ ൌ 0, 𝑢ሺ൅∞ሻ ൌ 1 (see [2], 
[3]). The functions 𝑎ℓ, 𝑎௥ do not depend on the choice of 𝑢 and are uniquely 
determined by the function 𝑎 (see [1]-[3]). 

The group of all invertible elements of an algebra 𝐴 will be denoted by 
𝐺𝐴. 

It is well known that a function 𝑎 ∈ 𝑆𝐴𝑃௣ (𝑎 ∈ 𝐴𝑃௣) belongs to 𝐺𝑆𝐴𝑃௣ 
(𝐺𝐴𝑃௣) whenever 𝑎 ∈ 𝐺𝐿ஶሺℝሻ, i.e., 

inf|𝑎ሺ𝜆ሻ| ൐ 0, 𝜆 ∈ ℝ. (3.2)  
According to the Bohr theorem on the argument of an almost periodic 

function (see [12]), for 𝑎 ∈ 𝐺𝐴𝑃 there exist a real number 𝜘ሺ𝑎ሻ and a function 
𝜓 ∈ 𝐴𝑃 such that 
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𝑎ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௜తሺ௔ሻ௫𝑒టሺ௫ሻ  for all 𝑥 ∈ ℝ. 
The uniquely determinable number 𝜘ሺ𝑎ሻ is called the mean motion of the 

function 𝑎 and can be computed by the formula 

𝜘ሺ𝑎ሻ ൌ lim
ℓ→ஶ

1
2ℓ

ሾሺarg 𝑎ሻሺℓሻ െ ሺarg 𝑎ሻሺെℓሻሿ. 
Here arg 𝑎 is to be understood as an arbitrary fixed function from 𝐶ሺℝሻ, 

satisfying the equality 𝑎 ൌ |𝑎|𝑒௜ ୟ୰୥ ௔. 
Let 𝑀ሺ𝜓ሻ ≔ limℓ→ஶ

ଵ

ଶℓ
׬ 𝜓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ℓ
ିℓ  be the Bohr mean value of the 

function 𝜓. The number 𝜉ሺ𝑎ሻ ≔ 𝑒ெሺటሻ is uniquely determined by the function 
𝑎 ∈ 𝐺𝐴𝑃; it is called the geometric mean value of the function 𝑎. For any 
𝑎 ∈ 𝐺𝑆𝐴𝑃௣, the functions 𝑎ℓ and 𝑎௥, determined from (3.1), belong to 𝐺𝐴𝑃௣ 
(see [2, 3]). Furthermore, the following equalities hold (see [3]): 

𝜉ሺ𝑎௥ሻ ൌ exp lim
ℓ→ஶ

1
ℓ

නሾlog|𝑎ሺ𝑥ሻ| ൅ 𝑖ሺarg 𝑎ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑖 𝜘ሺ𝑎௥ሻ𝑥ሿ 𝑑𝑥,

ℓ

଴

 

𝜉ሺ𝑎ℓሻ ൌ exp lim
ℓ→ஶ

1
ℓ

නሾlog|𝑎ሺ𝑥ሻ| ൅ 𝑖ሺarg 𝑎ሻሺ𝑥ሻ െ 𝑖 𝜘ሺ𝑎ℓሻ𝑥ሿ 𝑑𝑥.

଴

ିℓ

 

The following two theorems describe the semi-Fredholm properties of the 
operator 𝑊ℒሺ𝑎, 𝑑ሻ. 

Theorem 3.1. Let 𝑎 ∈ 𝑆𝐴𝑃௣ ∖ ሼ0ሽ with 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞. Condition (3.2) is 
necessary for the normal solvability of the operator 𝑊ℒሺ𝑎, 𝑑ሻ in the 
space 𝐿௣ሺℝାሻ. In order that the operator 𝑊ℒሺ𝑎, 𝑑ሻ be normally solvable, 
it is necessary and sufficient that along (3.2) one of these two conditions 
hold: 

1. 𝜘ሺ𝑎ℓሻ 𝜘ሺ𝑎௥ሻ ൒ 0 and 𝜘ሺ𝑎ℓሻ ൅ 𝜘ሺ𝑎௥ሻ ് 0. 
2. 𝜘ሺ𝑎ℓሻ ൌ 𝜘ሺ𝑎௥ሻ ൌ 0 and 
 

inf
௫∈ℝశ

ฬ
1
2

൫𝜉ሺ𝑎௥ሻ ൅ 𝜉ሺ𝑎ℓሻ൯ െ
1
2

൫𝜉ሺ𝑎௥ሻ െ 𝜉ሺ𝑎ℓሻ൯ cth 𝜋 ൬
𝑖
𝑝

൅ 𝑥൰ฬ ൐ 0  
 
Theorem 3.2. Let the operator 𝑊ℒሺ𝑎, 𝑑ሻ be normally solvable in the 

space 𝐿௣ሺℝାሻ with 1 ൏ 𝑝 ൏ ∞. Then the following assertions are true: 
1) If 𝜘ሺ𝑎ℓሻ ൅ 𝜘ሺ𝑎௥ሻ ൐ 0, then dim ker 𝑊ℒ ሺ𝑎, 𝑑ሻ ൏ ∞, 

dim Coker 𝑊ℒሺ𝑎, 𝑑ሻ ൌ ∞ and dim ker 𝑊ℒ ሺ𝑎, 0ሻ ൌ 0. In the case 𝑝 ൌ 2 
the operator 𝑊ℒሺ𝑎, 0ሻ is left invertible. 

2) If 𝜘ሺ𝑎ℓሻ ൅ 𝜘ሺ𝑎௥ሻ ൏ 0, then dim ker 𝑊ℒ ሺ𝑎, 𝑑ሻ ൌ ∞, 
dim Coker 𝑊ℒሺ𝑎, 𝑑ሻ ൏ ∞ and dim Coker 𝑊ℒ ሺ𝑎, 0ሻ ൌ 0. In the case 𝑝 ൌ 2 
the operator 𝑊ℒሺ𝑎, 0ሻ is right invertible. 

(3.3) 
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3) If 𝜘ሺ𝑎ℓሻ ൌ 𝜘ሺ𝑎௥ሻ ൌ 0 and condition (3.3) is satisfied, then the 
𝑊ℒሺ𝑎, 𝑑ሻ is an Fredholm operator and 

Ind 𝑊ℒሺ𝑎, 𝑑ሻ ൌ െ
1

2𝜋
ሾሺarg 𝑎ሻሺ൅∞ሻ െ ሺarg 𝑎ሻሺെ∞ሻሿ ൅

1
𝑝

െ ൜
1
𝑝

൅
1

2𝜋
൬arg

𝜉ሺ𝑎ℓሻ
𝜉ሺ𝑎௥ሻ

൰ൠ 

 
where ሼ𝑠ሽ denotes the fractional part of the real number 𝑠. 
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H. A. Asatryan, A. H. Kamalyan, M. I. Karakhanyan 
 

On 𝓛-convolution Type Operators with Semi-Almost  
Periodic Symbols 

 
The notions of the ℒ-convolution operator and the ℒ-Wiener-Hopf operator are 

introduced by replacing the Fourier transform in the definition of the convolution 
operator by a unitary operator which transforms the Sturm-Liouville operator ℒ on the 
whole axis to the operator of multiplication by an independent variable. It is considered 
the case when the potential of the operator is reflectionless and the symbol of the ℒ-
Wiener-Hopf operator is a semi-almost periodic function. Criteria for semi-Fredholm 
and Fredholm properties of the ℒ-Wiener-Hopf operator are revealed. In the Fredholm 
case a formula for the index is obtained. 

 
 

Հ. Ա. Ասատրյան, Ա. Հ. Քամալյան, Մ. Ի. Կարախանյան 
 

Կիսա-համարյա պարբերական սիմվոլներով  
𝓛-փաթեթի տիպի օպերատորների մասին 

 
Փաթեթի օպերատորի սահմանման մեջ Ֆուրիեի ձևափոխությունը փոխարի-

նելով առանցքի վրա սահմանված Շտուրմ-Լիուվիլի օպերատորը անկախ փոփոխա-
կանով բազմապատկման օպերատորին բերող ունիտար օպերատորով ներմուծվել են 
ℒ-փաթեթի և ℒ-Վիներ-Հոպֆի օպերատորները: Դիտարկվել է այն դեպքը, երբ ℒ օպե-
րատորի պոտենցիալը չանդրադարձնող է, իսկ ℒ-Վիներ-Հոպֆի օպերատորի սիմվոլը 
կիսա-համարյա պարբերական ֆունկցիա է: Բացահայտվել են ℒ-Վիներ-Հոպֆի օպե-
րատորի կիսա-ֆրեդհոլմյան և ֆրեդհոլմյան լինելու պայմանները: Ֆրեդհոլմյան դեպ-
քում ստացվել է ինդեքսի բանաձև: 
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А. А. Асатрян, А. Г. Камалян, М. И. Караханян 
 

Об операторах типа -свертки с полу-почти  
периодическими символами 

 
Заменой в определении оператора свертки преобразования Фурье на уни-

тарный оператор, приводящий оператор ℒ Штурма – Лиувилля на оси к оператору 
умножения на независимую переменную, введены понятия оператора ℒ-свертки и 
оператора ℒ-Винера–Хопфа. Рассмотрен случай, когда потенциал оператора 
является безотражательным, а символ оператора ℒ-Винера–Хопфа – полу-почти 
периодической функцией. Выявлены условия полу-фредгольмовости и фредголь-
мовости оператора ℒ-Винера–Хопфа. В фредгольмовом случае получена формула 
для индекса. 
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Изменение значений функций на множестве малой меры  

и ряды с монотонными коэффициентами 
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функций.  

 
Начиная с первого десятилетия XX в. интенсивными темпами про-

водились исследования об улучшении свойств функций, при изменении их 
значений на множестве малой меры. Первые фундаментальные результаты 
в этом направлении были получены Н. Н. Лузиным в 1912 г. (см [1]). 
Далее в этом направлении интересные результаты получили Е. Меньшов, 
А. Талалян, К. Оскольков, Б. Кашин, М. Григорян, О. Церетели и др.  

Нашей отправной точкой является работа [2], где рассматривается 
возможность изменений значений функций на множестве малой меры 
таким образом, чтобы для полученной функции коэффициенты разложе-
ния по системе Хаара были монотонно убывающими, при этом множество, 
на котором проводилось изменение значений функций, не зависело бы от 
функции. Были доказаны следующие теоремы. 

Теорема А ([2], теорема 3). Каково бы ни было измеримое множест-
во 𝐸, 𝐸 ⊂  ሾ0, 1ሿ с мерой 0 ൏  |𝐸|  ൏  1, существует функция 𝑓଴ ∈ 𝐿ଵሺ0, 1ሻ 
такая, что если некоторая функция 𝑓 ∈ 𝐿ଵሺ0, 1ሻ совпадает с 𝑓଴ на мно-
жестве 𝐸, то последовательность ሼ|𝑐௡ሺ𝑓ሻ|ሽ௡ୀଵ

∞  не может быть моно-
тонно убывающей (𝑐௡ሺ𝑓ሻ – коэффициент разложения при -той функции, 
нормированной в 𝐿ଵሺ0, 1ሻ системе Хаара).  

В той же работе доказана следующая теорема. 
Теорема Б ([2], теорема 4). Для любого 𝜖, 0 ൏  𝜖 ൏ 1, существует из-

меримое множество 𝐸, 𝐸 ⊂  ሾ0, 1ሿ с мерой  |𝐸| ൐ 1 െ 𝜖 такое, что для лю-
бой функции 𝑓 ∈ 𝐿ଵሺ0, 1ሻ можно найти 𝑓ሚ, 𝑓ሚ ∈ 𝐿ଵሺ0, 1ሻ, совпадающую с 𝑓 
на 𝐸, такую, что все ненулевые члены в последовательности ሼ𝑐௡ሺ𝑓ሻሽ௡ୀଵ

∞  
расположены в убывающем порядке.  

Как видно из этих теорем, функцию можно модифицировать таким 
образом, чтобы ненулевые члены ряда коэффициентов по системе Хаара 

Հատոր 
Том 

Volume 
119 2019           № 1 
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были расположены в убывающем порядке, однако невозможно добиться 
этого для всей последовательности.  

В данной работе мы показываем, что существует базис, для которого 
верна следующая теорема. 

Теорема 1. Существует нормированный в 𝐿ଵሺ0,1ሻ базис 𝛹 ൌ ሼ𝜓௡ሽ௡ୀଵ 
∞  

такой, что для любого 𝜖, 0 ൏  𝜖 ൏ 1, существует измеримое множество 
𝐸, 𝐸 ⊂  ሾ0, 1ሿ с мерой  |𝐸| ൐ 1 െ 𝜖 такое, что для любой функции  𝑓 ∈
𝐿ଵሺ0, 1ሻ можно найти функцию 𝑓ሚ, 𝑓ሚ ∈ 𝐿ଵሺ0, 1ሻ, которая совпадает с 𝑓 на 
множестве 𝐸 и для которой все члены последовательности ሼ𝑐௡ሺ𝑓, 𝛹ሻሽ௡ୀଵ

∞  
расположены в убывающем порядке. 

Основная лемма и идея доказательства теоремы. Базис, который 
обладает свойством теоремы 1, был построен в работе [3] для случая, ког-
да последовательность ሼ𝑀௜ሽ௜ୀଵ

∞  растет очень быстро, например 𝑀௜ ൌ 2ଶ೔ . 
Разделим систему Хаара на две подпоследовательности  ሼ𝑏௜ሽ и ሼϕ୧ሽ,  

причем 𝑏௜ ൌ ℎ௜
ሺଶሻ при 𝑖 ൌ 1,2,3, … Положим также 𝑁଴ ൌ 0 и 𝑁௜ ൌ ∑ 2ଶೖ௜

௞ୀଵ . 

В [2] рассматривается система функций 𝐹 ൌ ቄ൛𝑓ሺ௜,௝ሻൟ
௝ୀ଴

ெ೔ ቅ
௜ୀଵ 

∞
, которая опре-

деляется следующим образом: 

𝑓ሺ௜,଴ሻ ൌ 𝜙௜ െ
1

𝑀௜ ൅ 1
෍ 𝑏௞

ே೔షభାଵஸ௞ஸே೔

,     

𝑓ሺ௜,௝ሻ ൌ 𝑓ሺ௜,଴ሻ ൅ 𝑏ே೔షభା௝,    𝑗 ൌ 1,2, … , 𝑀௜ .   
В работе [2] отмечено, что система ൛𝑓ሺ௜,௝ሻൟ является базисом в 𝐿ଵሺ0,1ሻ. 

Отметим свойства системы 𝐹 и чисел 𝑀௜, которые используются в даль-
нейшем: 

2 ൑ ‖𝑓ሺ௜,௝ሻ‖ ൑ 3, 

𝜙௜ ൌ
1

𝑀௜ ൅ 1
෍ 𝑓ሺ௜,௝ሻ

ெ೔

௝ୀ଴

, 

෍
𝑀௝

𝑀௜ାଵ
൏

2
𝑀௜

൏ 2ି௜

௜ 

௝ୀଵ

 .  

С помощью этих аргументов становится возможным доказать лемму, 
которая является усиленной версией леммы 1 из [2]. 

Лемма 1. Пусть даны числа 𝑖 ∈ 𝑁, 𝛾 ് 0, 𝛿 ൐ 0, 𝜈, 𝑞 ൒ 1, 𝜖 ൐ 0 и 
двоичный интервал  

𝛥 ൌ ൬
𝑖 െ 1

2ఔ ,
𝑖

2ఔ൰ ,    1 ൑ 𝑖 ൑ 2ఔ, 
где 𝛥 ∩ ሾ0, 𝜖ሿ ൌ ∅. Тогда существуют измеримое множество 𝐸, 𝐸 ⊂ 𝛥, на-
туральное число 𝑘, 𝑘 ൐ 𝑖 и полином по системе 𝐹 

𝑄 ൌ ෍ ෍ 𝑎ሺ௝,௦ሻ𝑓ሺ௝,௦ሻ

଴ஸ௦ஸெೕ

ேೖ

௝ୀே೔
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такие, что  
1) |𝐸| ൒ ሺ1 െ 2ି௤ሻ|𝛥|, 
2) 𝛾 െ 𝜖 ൏ 𝑄ሺ𝑡ሻ ൏ 𝛾 ൅ 𝜖 для всех 𝑡, 𝑡 ∈ 𝐸, 
3) െ𝜖 ൏ 𝑄ሺ𝑡ሻ ൏ 𝜖 для всех 𝑡, 𝑡 ൐ 𝜖, 𝑡 ∉ 𝛥, 
׬ (4 |𝑄ሺ𝑡ሻ𝑑𝑡 ൑ 2|𝛾| ⋅ |𝛥|ሺ1 ൅ 𝜖ሻ

ଵ
ఢ , 

5) последовательность 𝑎ሺ௝,௦ሻ постоянна относительно второго индекса 
и монотонно убывающая относительно первого индекса, 

6)  

ቯ ෍ ෍ 𝑎ሺ௝,௦ሻ𝑓ሺ௝,௦ሻ ൅
଴ஸ௦ஸெೕ

෍ 𝑎ሺ஺ାଵ,௦ሻ𝑓ሺ஺ାଵ,௦ሻ

଴ஸ௦ஸ஻

஺

௝ୀே೔

ቯ ൑ 3‖𝑄‖ 

 
для всех 𝑁௜ ൑ 𝐴 ൑ 𝑁௞ െ 1, 0 ൑ 𝐵 ൑ 𝑀஺. 

С применением утверждений леммы 1, а также техники, описанной в 
работе [2], доказывается теорема 1. 

Работа выполнена при финансовой поддержке ГКН МОН РА в рамках 
научного проекта 18-1А081 

 
1 Институт математики НАН РА 
2  Ереванский государственный университет 
е-mail: gogyan@instmath.sci.am, nerses.srapionyan@gmail.com 
 
 

С. Л. Гогян, Н. В. Срапионян 

 
Изменение значений функций на множестве малой меры  

и ряды с монотонными коэффициентами 
 

Существует нормированный базис в 𝐿ଵሺ0,1ሻ такой, что для любого положи-
тельного 𝜖 существует множество 𝐸, | 𝐸| ൑ 𝜖, такое, что значения любой функции 
из 𝐿ଵሺ0,1ሻ можно изменить на множестве 𝐸 таким образом, чтобы последо-
вательность коэффициентов разложения полученной функции по данному базису 
была монотонно убывающей. 

 
Ս. Լ. Գոգյան, Ն. Վ. Սրապիոնյան 

 

Փոքր չափի բազմության վրա ֆունկցիաների արժեքների փոփոխում  
և մոնոտոն գործակիցներով շարքեր 

 
Գոյություն ունի 𝐿ଵሺ0,1ሻ-ում նորմավորված բազիս, որ ցանկացած 𝜖 դրական թվի 

համար գոյություն ունի 𝐸 չափելի բազմություն, |𝐸| ൑ 𝜖, որ 𝐿ଵሺ0,1ሻ-ից ցանկացած 
ֆունկցիայի արժեքները 𝐸  բազմության վրա հնարավոր է փոխել այնպես, որ ստաց-
ված ֆունկցիայի վերլուծության գործակիցներն ըստ մեր բազիսի լինեն դասավորված 
նվազման կարգով։ 
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S. L. Gogyan, N. V. Srapionyan 
 

Modifications of Values of Functions on a Set of Small Measure  
and Series with Monotone Coefficients 

 
There exists a normalized basis in 𝐿ଵሺ0,1ሻ such, that for every positive 𝜖 there 

exists a set 𝐸, |𝐸| ൑ 𝜖 such, that the values of any function from 𝐿ଵሺ0,1ሻ  can be 
changed on 𝐸 in such a way, that the sequence of coefficients of that function by our 
basis is monotone decreasing. 
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 1. Введение. Минимальные тавтологии, т.е. тавтологии, которые не 

являются результатом подстановки в более короткие тавтологии, играют 
существенную роль в теории сложностей выводов. Традиционно считает-
ся, что минимальные тавтологии не могут выводиться сложнее результа-
тов подстановок в них, т.е. должна быть некоторая «естественная моно-
тонность» выводов. Однако оказалось, что многие «строгие» пропозицио-
нальные системы выводов двузначных и многозначных логик не монотон-
ны ни по шагам, ни по длине выводов [1, 2]. Аналогичная немонотонность 
некоторых «слабых» систем выводов классической логики доказана в [3]. 
В настоящей работе исследованы соотношения между шагами выводов 
минимальных тавтологий и результатов подстановoк в них для пропозици-
ональных систем резолюций интуиционистской логики и логики Иоганс-
сона. Доказано, что для каждой из указанных логик существуeт последова-
тельность пар минимальных тавтологий φn и формул ψn, являющихся ре-
зультатом подстановок в φn таких, что: 1) длины φn и ψn по порядку равны, 
2) для каждого n количество шагов выводов ψn ограничено константой, а 
количество шагов выводов φn по порядку не менее экспоненты от длины 
формул. Далее в работе введено понятие строгой монотонности, предпола-
гающее, что для каждой заданной в данной логике тавтологии существует 
такая минимальная тавтология, сложность вывода которой совпадает с на-
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именьшим количеством шагов вывода заданной формулы, и доказано, что 
пропозициональные системы резолюций классической и двух вышеназван-
ных неклассических логик строго монотонны. Доказано также, что иссле-
дованная в [3] немонотонная система обобщенных расщеплений также не 
строго монотонна. 

2. Предварительные понятия. Для представления основных резуль-
татов напомним некоторые понятия и обозначения. Мы пользуемся обще-
принятыми понятиями единичного 𝑛-мерного булева куба Е௡, пропозици-
ональной формулы, тавтологии в данной логике.  

Конкретный выбор языка для представления пропозициональной фор-
мулы, а значит, и системы доказательств, не имеет значения для наших 
рассмотрений, однако из технических соображений мы предполагаем, что 
он содержит пропозициональные переменные 𝑝௜ (𝑖 ൒ 1) и (или) 𝑝௜ೕ

 (𝑖 ൒ 1, 
𝑗 ൒ 1), логические связки ൓, &, ∨, ⊃ и пару скобок ( , ). Длина формулы 
𝜑, определяемая как количество всех вхождений в нее логических связок, 
обозначается через |𝜑|. Очевидно, что линейной функцией от |𝜑| оцени-
вается и полная длина формулы, понимаемая как количество всех сим-
волов. 

2.1. Описания рассматриваемых систем. Известная пропозициональ-
ная система резолюций RС классической логики направлена на установ-
ление тавтологичности заданной формулы путем установления противо-
речивости некоторой системы дизъюнктов, строящейся по заданной фор-
муле. Напомним предложенный Г.С. Цейтиным в [4] метод построения со-
ответствующей системы дизъюнктов для произвольной формулы 𝜑 таким 
образом, чтобы длина этой системы не превышала 6|𝜑|. Каждой подфор-
муле даннной формулы ставится в соответствие своя переменная. Если од-
на из подформул является отрицанием другой, то им соответствуют сопря-
женные переменные. Если некоторая подформула A является конъюнк-
цией подформул B и C и этим подформулам приписаны соответственно 
переменные α, β, γ, то подформуле A приписывается система дизъюнктов 
ᾱβ, ᾱγ, αβതγത: Аналогично приписываются системы дизъюнктов подформу-
лам, являющимся дизъюнкцией или импликацией других подформул соот-
ветственно для дизъюнкции и αβ, αγത, ᾱβതγ для импликации. Объединяя все 
полученные дизъюнкты, добавляем туда еще дизъюнкт ξ̅, где ξ – пере-
менная, приписанная всей формуле. 

Аксиомы системы RС не фиксируются. Для каждой формулы φ в ка-
честве аксиом берутся дизъюнкты из построенной вышеописанным спосо-
бом системы. Правило классической резолюции (р-правило) выводит 
дизъюнкт 𝐷′ ∪ 𝐷′′ из дизъюнктов 𝐷ᇱ ∪ ሼ𝑝ሽ и 𝐷" ∪ ሼ൓𝑝ሽ для произволь-
ной пропозициональной переменной p . Если применяя правило вывода к 
дизъюнктам построенной по φ системе, а также ко вновь полученным 
дизъюнктам, мы в конце концов получим пустой дизъюнкт Λ, то формула 
φ является тавтологией. 
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Описанная в [5] интуиционистская система резолюций RI является 
секвенциальной системой. Мы будем пользоваться общепринятыми поня-
тиями цедента, антецедента, сукцедента, глубины формулы, собственной 
подформулы, элементарной подформулы. 

Модифицируя описанный выше метод Цейтина сведения любой тав-
тологии к противоречивой системе формул глубины ൑ 2, каждой формуле 
сопоставляем секвенцию 𝐷ଵ, … , 𝐷௡ → 𝑝, где каждая из Di имеет один из 
видов 

𝑝 ⊃ ሺ𝑞 ∨ 𝑟ሻ;    ሺ𝑝 ⊃ 𝑞∗ሻ ⊃ 𝑟;    𝑝 ⊃ ሺ𝑞 ⊃ 𝑟∗ሻ;     𝑝 ⊃ 𝑞;    𝑝∗,                  ሺ1ሻ 
 
где 𝑝∗ – или р или ⊥.  

Для каждой формулы Di одного из видов (1) введем соответствующую 
секвенцию 𝐷పഥ  вида 𝑝 → 𝑞 ∨ 𝑟;     𝑝 ⊃ 𝑞∗ → 𝑟;    𝑝, 𝑞 → 𝑟∗;     𝑝 → 𝑞;    𝑝∗. 

Следуя [5], опишем систему RI. 
Аксиомы системы: 

𝑝 → 𝑝, ⊥ → ⊥ 
Правила вывода: 
 

ሺ⊃ଵோ
ି ሻ      

𝑝 ⊃ 𝑞 → 𝑟;  Σ𝑝 → ⊥
Σ → 𝑟

                 ሺ⊃ଶோ
ି ሻ      

𝑝 ⊃ 𝑞 → 𝑟;  Σ𝑝 → 𝑞
Σ → 𝑟

 . 

ሺ⊃ଷோ
ି ሻ      

𝑝 ⊃ 𝑞 → 𝑟;  Σ →  𝑞
Σ → 𝑟

,                   ሺ⊃ଶோ
ି ሻ      

𝑝 ⊃ ⊥→ 𝑟; ∑𝑝 → ⊥
Σ → 𝑟

, 

ሺ∨ோ
ିሻ      

𝑝 → 𝑞 ∨ 𝑟;  Γ →  𝑞;  Σ𝑞 →  𝑠∗;  Π𝑟 →  𝑠∗∗

ΓΣΠ → 𝑟
, 

ሺ𝐶ଵோሻ      
𝑝𝑞 → 𝑟∗;  Γ →  𝑝;  Σ →  𝑞

ΓΣ → 𝑟∗ ,                  ሺ𝐶ଶோሻ      
𝑝 → 𝑞;  Γ → 𝑝

Γ → 𝑞
, 

ሺ⊥ோሻ   
→ ⊥
→  𝑝

 ,  

где Γ, Σ, Π െ цеденты, p,q,r – пропозициональные переменные. ൓𝐴 вво-
дится как 𝐴 ⊃ ⊥. 

Система резолюции для логики Иоганссона (RJ), следуя [6], опре-
деляется по аналогии с системой RI, при помощи удаления правил вывода 
ሺ⊃ଵோ

ି ሻ  и ሺ⊥ோሻ.  
В [5] доказано, что для произвольной формулы φ, если s – пере-

менная, которой заменена сама формула φ, в RI с использованием в ка-
честве дополнительных аксиом построенные для φ и называемые дизъ-
юнктами вышеописанные секвенции 𝐷పഥ  выводима секвенция →  𝑠, тогда и 
только тогда, когда секвенция →  φ выводима в системе натурального 

, 
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вывода для интуиционистской логики высказываний, т.е. является ин-
туиционистской тавтологией. Аналогично для системы RJ. 

Система обобщенных расщеплений ОР для классической логики была 
введена в [7]. Обобщенный метод расщеплений (о.м.р.) позволяет каждой 
формуле 𝜑 сопоставить некоторое помеченное бинарное дерево расщеп-
ления (д.р.), корню которого приписана сама формула 𝜑, конечным узлам 
приписаны значения 0 или 1, а сыновьям каждого узла 𝑣 , которому при-
писана некоторая формула 𝜑௩ , приписаны результаты расщепления 𝜑௩ по 
некоторой переменной 𝑝, входящей в 𝜑௩ следующим образом: при рас-
щеплении тавтологии 𝜑 по литералу 𝛼 делаем пометку 𝛼 на ребре, веду-
щем от узла с пометкой 𝜑 к узлу с пометкой 𝜑ሾ𝛼ሿ, где формула 𝜑ሾ𝛼ሿ 
строится по 𝜑 следующим образом: если 𝛼 ൌ 𝑝ሺ𝛼 ൌ �̅�ሻ, то всюду в 𝜑 
вместо переменной 𝑝 подставляем значение 1(0) и применяем правила 
замещения или до получения формулы, не содержащей константы, или до 
получения константы. Естественно, что меняя порядок переменных, по 
которым производится расщепление, можно получать различные д.р. 
Очевидно также, что тавтологиям соответствуют деревья, конечным узлам 
которых приписаны только единицы. Соответствующая система, основан-
ная на о.м.р. с одной аксиомой-тавтологией – 1 и одним правилом вывода 
𝜑ሾ𝑝ሿ, 𝜑ሾ�̅�ሿ ⊢ 𝜑, обозначена через 𝑶𝑷. 

2.2. Характеристики логических систем выводов. Мы здесь будем 
исследовать некоторые свойства логических систем на основе одной из 
сложностных характеристик выводов – t-сложности, определяемой как ко-
личество различных формул в выводе. Пусть ϕ является некоторой систе-
мой выводов фиксированной логики, а φ – некоторая тавтология данной 
логики. Через 𝒕மሺφሻ обозначим минимально возможное значение t-слож-
ности всевозможных выводов тавтологии φ в системе ϕ. Если система ϕ за-
фиксирована, то будем обозначать просто 𝒕ሺφሻ . 

Определение 2.2.1. Тавтология данной логики называется минималь-
ной, если она не может быть получена подстановкой из более короткой 
тавтологии этой же логики. 

 Для произвольной минимальной тавтологии 𝜑 фиксированной логи-
ки обозначим через S(𝜑) множество всех тавтологий этой же логики, 
являющихся результатом подстановки в 𝜑. 

 Определение 2.2.2. Система выводов ϕ называется t-монотонной, 
если для каждой минимальной тавтологии φ и для каждой формулы 𝜓 из 
S(φ) 𝒕மሺφሻ ≤𝒕மሺψሻ. 

Определение 2.2.3. Система выводов ϕ называется t-строго моно-
тонной, если для каждой не минимальной тавтологии 𝜓 этой системы су-
ществует такая минимальная тавтология φ этой же системы, что 𝜓 при-
надлежит S(φ) и 𝒕மሺψሻ ൌ 𝒕மሺφሻ. 

3. Основные результаты. Теорема 1. Системы RI и RJ не являются 
t-монотонными. 
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Доказательство аналогичного утверждения для системы RС в [3] бы-
ло основано на рассмотрении последовательностей формул:  

 
φn = p⊃q∨ Аn и ψn = p⊃(p⊃p)∨ Аn для Аn = 𝑇𝑇𝑀௡,ଶ೙ିଵ,  
 

где   𝑇𝑇𝑀௡,௠ ൌ ⋁ &
௝ୀଵ

௠
⋁

௜ୀଵ

௡
𝑝௜ೕ

ఙ೔
ሺఙభ,…,ఙ೙ሻ∈ா೙     ሺ𝑛 ൒ 1, 1 ൑ 𝑚 ൑ 2௡ െ 1ሻ. 

Нетрудно убедиться, что для каждого 𝑛 ൒ 1 формула φn является ми-
нимальной тавтологией и ψn ⋴ S(φn). Учитывая, что произвольная формула 
A выводима в RС тогда и только тогда, когда формула ൓൓𝐴 выводима в 
RI, что в свою очередь равнозначно выводимости формулы ሺ𝐴 ⊃⊥ሻ ⊃⊥ в 
RJ, мы можем использовать для доказательства теоремы 1 интуиционист-
ские и иоганссоновские «образы» формул φn и ψn , которые обозначим че-
рез Iφn, Iψn и Jφn, Jψn соответственно. Используя одинаковость множества 
основных аксиом (цейтинских дизъюнктов и соответствующих им сек-
венций) для всех трех систем, по аналогии с доказательствами из [3] полу-
чим:  

𝒕 (Iφn ) =𝛺ሺ2ଶ೙
ሻ, a 𝒕 (Iψn )=𝑂(1) , 

𝒕 (Jφn ) =𝛺ሺ2ଶ೙
ሻ, a 𝒕 (Jψn )=𝑂(1). 

Теорема 2. Системы RС, RI и RJ являются t-строго монотонными. 
Доказательство для всех трех систем основано на следующем методе 

построения соответствующих минимальных тавтологий для заданной не 
минимальной тавтологии. Сначала, согласно первоначальному шагу Цей-
тина, каждой подформуле данной формулы ставится в соответствие своя 
переменная, далее если при построении минимальной тавтологии нужно 
некие подформулы заданной формулы заменить на переменные, то в 
качестве таковых берем именно те переменные, которые уже приписаны 
этим подформулам. При таком выборе переменных система дизъюнктов 
для каждой построенной минимальной тавтологии будет противоречивой 
подсистемой системы дизъюнктов первоначальной формулы. Доказатель-
ство теоремы 2 обосновано выбором той из всевозможных построенных 
минимальных тавтологий, которая имеет наименьшее количество шагов 
выводов. 

Теорема 3. Не t-монотонная система ОР также не t-строго моно-
тонна. 

Доказательство очевидным образом следует из того факта, что заме-
нив все переменные заданной тавтологии на одну и ту же переменную, 
получим тавтологию, которая может и не является минимальной, однако 
имеет всего 2 различные формулы в выводе (дереве расщепления): саму 
формулу, зависящую от одной переменной, и приписанную после расщеп-
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ления единицу. Завершается доказательство очевидным фактом существо-
вания минимальной тавтологии, количество шагов расщепления которой 
больше 2 (см. напр. [3]).  

Исследование выполнено при финансовой поддержке Государст-
венного комитета по науке МОН РА в рамках научного проекта № 18T-
1B034. 
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Исследование свойства монотонности некоторых пропозициональных 

систем выводов классической и неклассических логик 
 
Для некоторых пропозициональных систем выводов классической и неклас-

сических логик доказано, что минимальные тавтологии данной логики могут вы-
водиться гораздо сложнее, чем результаты подстановoк в них, однако для каждой 
заданной в данной логике тавтологии существует такая минимальная тавтология, 
сложность вывода которой совпадает с наименьшим количеством шагов вывода 
заданной формулы. 
 

Գ. Մ. Զոհրաբյան, Ս. Մ. Սայադյան, Ա. Ա. Չուբարյան 
 

Դասական և ոչ դասական տրամաբանությունների ասույթային հաշվի որոշ 
համակարգերի մոնոտոնության հատկության հետազոտում 

 
Դասական և ոչ դասական տրամաբանությունների ասույթային հաշվի որոշ հա-

մակարգերի համար ապացուցված է, որ մինիմալ նույնաբանությունները կարող են 
արտածվել էապես ավելի բարդ, քան նրանցից ստացված տեղադրման արդյունքները, 
սակայն տվյալ տրամաբանության յուրաքանչյուր նույնաբանության համար գոյություն 
ունի այնպիսի մինիմալ նույնաբանություն, որի արտածման բարդությունը համընկ-
նում է տրված բանաձևի արտածման նվազագույն քայլերի հետ: 

 
G. M. Zohrabyan, S. M. Sayadyan, A. A. Chubaryan 

 
Investigation of Monotonous Property for Some Propositional Proof 

Systems of Classical and Non-Classical Logics 
 
For some propositional proof systems of classical and non-classical logics it is 

proved that minimal tautologies can be deduced essentially harder, than results of 
substitutions in them, but for every tautology of given logic there is some minimal 
tautology such that its proof complexity is equal to minimal steps in proof of given 
tautology. 
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Введение.  В связи с развитием в настоящее время нанотехнологий 

большой интерес представляет математическое моделирование углерод-
ных материалов (нанотрубка, графен и др.) [1]. При изучении атомных или 
молекулярных систем большого размера наиболее распространённым 
является метод молекулярной динамики [1, 2]. В вычислительных нано-
технологиях метод молекулярной динамики (в задачах статики – метод 
молекулярной механики) позволяет рассчитывать новые и перспективные 
материалы на атомно-молекулярном уровне и создавать наноматериалы с 
заданными физико-механическими свойствами. 

Следует отметить, что в последние десятилетия широкое распростра-
нение при моделировании наноматериалов получили методы механики 
деформируемого твердого тела [3]. При расчёте напряжённо-деформиро-
ванного состояния, например, нанотрубок, в некоторых работах (напри-
мер, [4]) пользуются классической теорией упругих тонких оболочек, но 
без учёта микроструктуры материала, или теорией упругих оболочек [5], 
когда упругие модули оболочки определяются в результате исследования 
дискретной модели, в которой учитывается только силовое взаимодейст-
вие между формирующими трубку атомами. Однако существование одно-
слойной нанотрубки и графена свидетельствует о необходимости учёта 
моментного взаимодействия между атомами (в противном случае слой 
атомов, формирующий нанотрубку или графен, не имел бы изгибной жёст-
кости, что не соответствует действительности) [6-10]. 

С другой стороны, известно, что невозможно однозначно определять 
толщину наноматериалов (нанотрубка, графен и др.). Несмотря на это при 
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изучении нанотрубки или графена как для отмеченных выше оболочённых 
моделей [4, 5], так и построенных в работах [12-16] стержневых моделей 
используется понятие толщины. С этой точки зрения актуально 
построение таких механических моделей, в данном случае «стержневых», 
которые, с одной стороны, учитывали бы моментные взаимодействия меж-
ду атомами наноматериала и, с другой стороны, не использовали понятие 
их толщины. 

В данной работе на основе учёта нецентрального силового и момент-
ного взаимодействия между атомами построена дискретная модель нано-
кристаллической цепочки атомов и, далее, с помощью предельныого пере-
хода построена её континуальная одномерная («стержневая») модель, в 
которой не фигурирует толщина этого «стержня». В этой микрополярной 
«стержневой» континуальной модели все упругие постоянные выра-
жаются через параметры атомной дискретной модели рассматриваемой 
цепочки. 

Имея в виду, что в работах [17-19] асимптотическим методом пост-
роена простейшая физически понятная и наглядная одномерная модель 
микрополярного упругого стержня, при рассмотрении которой (при сво-
бодных колебаниях) не учитывается понятие толщины этого стержня, при 
помощи сравнения с континуальной «стержневой» моделью атомной це-
почки определяются упругие постоянные микрополярного стержня через 
параметры атомной дискретной модели цепочки. 

1. Дискретно-моментная модель цепочки атомов. Принцип Га-
мильтона. Рассмотрим многоатомную молекулу, когда атомы (с одинако-
выми массой и моментом инерции) данной молекулы расположены с 
равным интервалом а  вдоль одной прямой (такая молекула называется 
линейной или атомной цепочной). Пусть на этой прямой расположена ось 

.x  Будем учитывать взаимодействие каждого атома только с его ближай-
шими соседями. Действующие силы и моменты на атом с номером k от 
соседних атомов с номерами 1k  и 1k  отметим следующим образом. 
Так как указанные силы имеют нецентральный характер, составляющие по 
оси x отметим буквой ,N  составляющие по оси y  – буквой ,Q  моменты 
– буквой .L Движение атомов цепочки проходит в плоскости xy  (по оси 
x продольная деформация, по оси y изгибная деформация). 

Уравнения движения атома с номером k  как тела-точки [20]  выра-
жаются следующим образом  (рассматриваем свободные колебания):  
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Здесь m и 3I – масса и собственный момент инерции каждого атома, 
 kN – продольная сила,  kQ – перерезывающая сила,  kL3 – изгибающий 

момент,     kk uu 21 ,  – компоненты вектора перемещения атома с номером k , 
 k
3 – свободный поворот k -го атома вокруг собственной оси .z  Во втором 

уравнении системы (1.2) (т.е. в уравнении моментов) для перерезывающих 
сил  kQ и  1kQ  как точки их приложения взяты срeдние точки между 
соседними атомами [21]. 

В литературе (см., например, [22, 23]) хорошо известны выражения 
для потенциальной энергии многих молекул в линейном приближении 
(т.е. если считать упругие силы и моменты линейно зависящими от дефор-
мационных перемещений и поворотов). Запишем это выражение для рас-
сматриваемой цепочки атомов: 

     2 2 21 1 1( ) ( ) ( )
1 2 31 22 2 2

k k kV C d C d C
k k k

      ,                (1.3) 

где iC , 3,2,1i – упругие постоянные для соответствующих деформаций 

(продольных или изгибных), )(
1

kd – продольные относительные переме-

щения, )(
2

kd – относительные изгибные линейные перемещения, )(k – от-
носительные угловые свободные перемещения, т. е. 
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           (1.4)                                            

Выражение потенциальной энергии (1.3) обычно используется для 
расчета спектров колебаний многоатомных молекул, причём упругие 
постоянные iC ( 3,2,1i ) можно считать предварительно известными 
(экспериментально) для многих молекул [22, 14]. 

Легко заметить, что  
( 1) ( ) ( 1) ( ),       ,( ) ( )

1 2
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                (1.5) 

Можем записать закон Гука для рассматриваемой линейной молекулы: 
 )1(

1
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11
)(  kkk uuCN ,                                           (1.6) 
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Таким образом, дискретная модель (модель молекулярной динамики) 
для рассматриваемой линейной молекулы построена. В случае продоль-
ных колебаний – это уравнение движения (1.1) и закон упругости (1.6), в 
случае изгибных колебаний – это уравнения движения (1.2) и закон уп-
ругости (1.7). 

Для рассматриваемой линейной молекулы кинетическая энергия вы-
ражается следующим образом: 
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Из выражений (1.3), (1.4) и (1.8) следует, что лагранжиан L для рас-
сматриваемой линейной молекулы равен 
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а принцип Гамильтона выражается обычным образом: 
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Легко заметить, что вытекающие из принципа Гамильтона (1.10) (с 
учётом (1.9)) уравнения Эйлера – Лагранжа представляют собой уравне-
ния движения (1.1) и (1.2). 

2. Одномерная («стержневая») континуальная модель линейной 
цепочки атомов. Принцип Гамильтона для континуальной модели. 

Для построения континуальной модели линейной молекулы предста-
вим  лагранжиан дискретной модели (1.9) в следующем виде: 
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Специальная форма, в которой записан лагранжиан дискретной моде-
ли (1.9), выбрана для удобства предельного перехода к случаю конти-
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нуальной (непрерывной) модели, т.е. когда 0a . 
Что касается множителя a , который стоит под знаком суммы перед 

большими скобками в формуле (2.1), то его следует заменить на dxx  , 
а суммирование по k заменить интегралом по x . Далее ясно, что индекс 
k , характеризующий номер атома, должен при переходе к континуальной 
модели превратиться в непрерывную координату x . Поэтому вместо пе-
ременных )()(

1 tu k , )()(
2 tu k и )()(

3 tk будем теперь иметь переменные 
   txwtxu ,,, и  tx, . Что касается величин ,aCi  , ,3,2,1i  ниже убе-

димся, что предельные их значения, когда 0a , являются постоянными; 
пока обозначим их     

ii CaC ~, ,  .3,2,1i                                          (2.2) 
Поступая указанным выше образом, в результате предельного перехода, 
при 0a , формула (2.1) переходит в лагранжиан континуальной мо-
дели, для которого имеем: 
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~  – линейная плотность массы цепочки, I~  – линейная плотность её 
момента инерции, x относительная продольная деформация,  сдви-
говая деформация,  кривизна цепочки. 

Для получения уравнения  движения, соотношения упругости и гео-
метрических соотношений для континуальной модели уравнения движе-
ния (1.1), (1.2) и соотношения упругости (1.7) представим в виде: 

уравнения движения 
     

,2
1

21

t
u

a
mNN kkk








                                                          (2.8) 

 



45 
 

     

   
   

 

2
3

2
31

1

2
2

21

2
1

2
1

,

33

ta
IQQ

LL
t
u

a
mQQ

k
kk

kk

kkk






















                       (2.9) 

соотношения упругости 
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Переходя к пределу, когда ,0 получим уравнения движения, 
соотношения упругости и геометрические соотношения для континуаль-
ной модели: 

уравнения движения 
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соотношения упругости 
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геометрические соотношения 
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Уравнения (2.12), (2.14) и (2.16) относятся к продольным колебаниям, 
а уравнения (2.13), (2.15) и (2.17) – к изгибным колебаниям. К этим груп-
пам уравнений следует присоединить начальные и граничные условия. 

Для продольных колебаний как начальные условия, при ,0t  за-

даются значения для u  и ,
t
u
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 а для изгибных колебаний в начале дви-

жения  задаются значения для ,w  и .,
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При 0x  или lx  задаются следующие граничные условия: 1) ус-
ловия для перемещений и свободного поворота, например, если один из 
этих краев жестко закреплен: 

0u                                            (2.18) 
для продольных колебаний, 

0,0     w                                       (2.19) 
для изгибных колебаний. 
2) для свободного края: 

0N                                              (2.20) 
для продольных колебаний, 

0,0  L  Q                                       (2.21) 
для изгибных колебаний. 

Могут быть граничные условия смешанного вида. 
Следует сказать, что уравнения движения (2.12), (2.13) и граничные 

условия (2.20), (2.21) можем получить и на основе принципа Гамильтона 
(1.10), (2.3) для континуальной модели. 

Если формулы геометрических соотношений (2.16), (2.17) подставить 
в соотношения упругости  (2.14), (2.15) и полученные выражения под-
ставить в уравнения движения (2.12), (2.13), придем к следующим урав-
нениям (относительно функции  txuu ,  при продольных колебаниях 
   tx   txw ,,,  при изгибных колебаниях): 

уравнение продольных колебаний 
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уравнения изгибных колебаний 
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Модель (2.12), (2.14), (2.16), (2.18) или (2.20) для продольных ко-
лебаний цепочки атомов, а модель (2.13), (2.15), (2.17), (2.19) или (2.21) 
для изгибных колебаний цепочки атомов представляют, соответственно, 
одномерные-континуальные («стержневые») модели для колебаний цепоч-
ки атомов. Уравнения этих моделей не содержат понятие толщины этих 
«стержней». Это весьма важный результат для наноматериалов, в част-
ности для графина (если считать, что материал расположен в плоскости 
xz  и все атомы синхронно двигаются относительно оси ,z  а колебания 
проходят в плоскости :xy  по x продольные, а по y  изгибные). 

Уравнения (2.22) для продольных колебаний цепочки атомов или 
(2.23) для изгибных колебаний цепочки атомов можно сравнить с соот-
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ветствующими уравнениями простейших моделей колебаний микрополяр-
ных тонких стержней. 

3. Уравнения для простейшей прикладной теории микрополяр-
ных упругих тонких стержней с независимыми полями перемещений 
и вращений. Сравнениe построенных моделей и определение микро-
полярных упругих постоянных. В работах [17, 18] на основе асимп-
тотического подхода построен простейший вариант прикладной теории 
микрополярных упругих тонких стержней для задач статики и динамики, а 
в работе [19] изучены конкретные задачи их свободных колебаний. Оп-
ределяющая система уравнений прикладной теории микрополярных уп-
ругих тонких стержней при свободных колебаниях выражаются следую-
щим образом: 

уравнение для продольных колебаний 

,2

2

2

2

t
u

x
uЕ






                                               (3.1) 

где E модуль Юнга, а  объёмная плотность массы материала; 
изгибные колебания 
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где  классический модуль сдвига,  микрополярный модуль сдвига, 
B микрополярная упругая постоянная для исследуемого материала, I

объёмная плотность момента инерции. 
Как можно убедиться, уравнения (2.22) и (3.1), а также (2.23) и (3.2) 

внешне вполне схожи. Основное отличие состоит в том, что в уравнениях 
(2.22), (2.23)  представляет собой линейную плотность массы, I~ ли-
нейную плотность момента инерции, а в уравнениях (3.1), (3.2)  объём-
ная плотность массы, I объёмная плотность момента инерции. Понятно, 
что в левых частях этих уравнений коэффициенты тоже будут физически 
разными. 

Чтобы осуществить сравнение уравнений (2.22) и (3.1), а также (2.23) 
и (3.2), примем, что представительный объём для рассматриваемого ма-
териала – куб размером ,а тогда 

2

~

а
  представит собой приближенную ве-

личину объёмной плотности материала, а 2

~

a
I объёмной плотности момен-

та инерции. 
Исходя из этого уравнения (2.22) и (2.23) представим следующим об-

разом: 
уравнение продольных колебаний 
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уравнения изгибных колебаний 
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Сравнивая уравнения (3.1) и (3.3), а также (3.2) и (3.4), получим 
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Формулы (3.5) и (3.6) представляют связи между физическими макро-
параметрами и микро(нано)параметрами данного материала при продоль-
ных и изгибных колебаниях. Формулы (3.6) дают возможность вычислять 
механические постоянные микрополярного вещества через параметры его 
атомно-молекулярной структуры. 
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Дискретная и континуальная (микрополярная) «стержневая»  
модели атомной цепочки кристаллического материала 

 
Рассматривается линейная цепочка взаимодействующих атомов. Исходя из 

того, что взаимодействие между атомами имеет общий характер, т.е. силовое 
взаимодействие – нецентральное, и кроме того имеет место также моментное вза-
имодействие, построена дискретная модель атомной линейной цепочки с уста-
новлением также принципа Гамильтона. При помощи предельного перехода пост-
роена континуальная (непрерывная) модель атомной линейной цепочки, которая 
представляет собой микрополярную одномерную «стержневую» модель. Устанав-
ливаются принцип Гамильтона для этой континуальной модели, а также соот-
ветствие между ранее построенной одномерной простейшей моделью микропо-
лярного стержня с независимими поворотами и континуальной моделью атомной 
цепочки, в результате чего получены формулы между микрополярными упругими 
постоянными и параметрами дискретной модели атомной цепочки. 

 
 

ՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամ Ս. Հ. Սարգսյան 
 

Նանոբյուրեղային նյութից ատոմային շղթայի դիսկրետ և կոնտինուալ 
(միկրոպոլյար) «ձողային» մոդելները 

 

Դիտարկվում է փոխազդեցության մեջ գտնվող ատոմների գծային շղթա: Հաշվի 
առնելով, որ ատոմների միջև փոխազդեցությունը ընդհանուր բնույթի է (այսինքն` 
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ուժային փոխազդեցությունը ոչ կենտրոնական է, ու, բացի այդ, տեղի ունի նաև 
մոմենտային փոխազդեցություն), կառուցվում է ատոմային գծային շղթայի դիսկրետ 
մոդելը, որի համար հաստատվում է  Համիլտոնի սկզբունքը: Այնուհետև սահմանային 
անցումի միջոցով կառուցվում է ատոմային գծային շղթայի կոնտինուալ (անընդհատ) 
մոդելը, որը միկրոպոլյար «ձողային» միաչափ մոդել է: Հաստատվում է նաև այդ կոն-
տինուալ մոդելի համար Համիլտոնի սկզբունքը: Նախապես կառուցված անկախ 
պտույտներով միկրոպոլյար ձողի պարզագույն մոդելի և ատոմային շղթայի կոնտի-
նուալ միաչափ մոդելի միջև հաստատվում է համապատասխանություն, որի արդյուն-
քում ստացվում են բանաձևային առնչություններ ձողի միկրոպոլյար առաձգական 
հաստատունների և ատոմային գծային շղթայի դիսկրետ մոդելի պարամետրերի միջև:  
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Discrete and Continual (Micropolar) «Beam» Models of the Atomic  

Chain of the Crystalline Material 
 

A linear chain of interacting atoms is studied in the present paper. Assuming that 
the interaction between atoms is common, i.e. force interaction is noncentral and, 
moreover, moment interaction also takes place, a discrete model of the atomic linear 
chain is constructed with the establishment of Hamilton principle. Then, using the 
limiting transition, a continual (continuous) model of the atomic linear chain is 
constructed, which is a micropolar one-dimensional «beam» model. Hamilton principle 
for this continual model is also established. A correspondence is established between 
the previously constructed one-dimensional simplest model of a micropolar beam with 
independent rotations and the continual model of the atomic chain. As a result, formulas 
are obtained between the micropolar elastic constants and the parameters of the discrete 
model of the atomic chain. 
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Введение. Имеются многочисленные исследования, посвященные ус-
тойчивости пластин и оболочек в сверхзвуковом потоке газа. Сведения об 
этих исследованиях можно найти в монографиях [1-4] и в обзорных ста-
тьях [5, 6]. Исследования проведены как в линейной, так и нелинейной 
постановке. Решением линейных задач получены наименьшие (критичес-
кие) значения величины скорости обтекающего потока, при которых рас-
сматриваемая аэроупругая система теряет устойчивость. Линейные задачи 
были решены как точно, так и приближенно (в основном, используя метод 
Галеркина). Нелинейные задачи решены приближенными методами, и од-
ним из основных вопросов исследований было изучение зависимости час-
тоты флаттерных колебаний от величины амплитуды возмущений (ам-
плитуды). Исследования в основном посвящены изучению амплитудно-
частотной зависимости в случае пластин, обтекаемых сверхзвуковым 
потоком газа [7, 8]. В случае отсутствия обтекающего потока характер за-
висимости амплитуды от частоты нелинейных колебаний пластинки носит 
жесткий характер [4], т.е. с увеличением амплитуды частота колебаний 
увеличивается. В работах [7, 8], в частности, установлено, что: а) присут-
ствие обтекающего потока может стать источником как количественного, 
так и качественного изменения характера указанной монотонно возраста-
ющей зависимости; б) существованиe незатухающих нелинейных колеба-
ний возможно как в случае докритических, так и посткритических скоро-
стей. Настоящая работа посвящена изучению аналогичных вопросов в слу-
чае гибких цилиндрических оболочек, обтекаемых сверхзвуковым пото-
ком газа. Показано существование определенных областей изменения ве-

Հատոր 
Том 

Volume 
119 2019           № 1 



52 
 

личины частоты колебаний, при которых: а) зависимость амплитуда-час-
тота может быть многозначной, б) существует интервал изменения часто-
ты, вне которого невозможно возбудить установившиеся флаттерные ко-
лебания (зона молчания), в) показана возможность существования точек 
бифуркации. Установлено существование различных типов зависимостей 
амплитуда-скорость, точек бифуркации и областей молчания, причем пе-
реход от одной зависимости к другой можно отрегулировать оптимальным 
выбором параметра частоты колебаний. 

1. Постановка задачи устойчивости. Рассмотрим тонкую изотроп-
ную прямоугольную в плане цилиндрическую панель постоянной толщи-
ны h . Оболочка отнесена к ортогональным криволинейным координатам 

, ,x y z , где координатные линии x  и y  совпадают с линиями кривизны 
срединной поверхности. Третья координатная линия z  прямолинейная и 
представляет собой расстояние по нормали срединной поверхности от 
точки  , ,0x y  до точки  , ,x y z  оболочки. 

Пусть оболочка обтекается с одной стороны сверхзвуковым потоком 
газа с постоянной невозмущенной скоростью  ,0,0u U


, направленной 

вдоль оси 0x . Исследуются вопросы устойчивости рассматриваемой 
аэроупругой системы. Не вдаваясь в подробности, приведем основные 
дифференциальные уравнения в частных производных и граничные 
условия, описывающие колебания и устойчивость рассматриваемой 
аэроупругой системы. Подробности можно найти в работах [1, 2, 7, 12, 
13], на основе которых приведены постановка задачи и метод сведения к 
задаче устойчивости, описываемой системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. 

На основе исследований принимаются следующие предположения: 
1) гипотеза Кирхгофа – Лява, согласно которой [9] 

 

   

   

   

1

2

3

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

wu x y z t u x y t z
x
wu x y z t v x y t z
y

u x y z t w x y t


 




 


                                     

 (1) 

где iu  – компоненты перемещения точек оболочки  1,2,3i  , ,u v  и w  – 
тангенциальные и нормальные компоненты перемещения точек срединной 
поверхности оболочки; 

2) давление газа учитывается по приближенной формуле «поршневой 
теории» [10, 11] 

 
2æ
æ-1

3væ -11
2

p p
a


 
  

 
,                                        (2) 
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где p  – давление газа на поверхности оболочки, p  – давление невозму-
щенного потока газа, 3v  – нормальная составляющая скорости точек по-
верхности оболочки, a  – величина скорости звука для невозмущенного 
газа, æ – показатель политропы; 

3) основные положения теории весьма пологих гибких оболочек с 
большим показателем изменяемости, считая, что прогибы  , ,w x y t  срав-
нимы с толщиной оболочки [4]. 

На основе принятых предположений получается следующая нелиней-
ная система дифференциальных уравнений движения оболочки [1]: 

 
2 2
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2 32 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
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
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    
             

                                       

(3)  

 
22 2 2 2

2
2 2 2

1 1 ,w w w wF
Eh x y x y R x

    
         

                            (4) 

где 
 

3

2

æ, , ,
12 1

pEh UD M a
a




 

  


  , ,F x y t  – функция напряжений 

 2 2 2 2 2
11 22 12, , , ikT F y T F x T F x y T           - внутренние усилия,   – 

коэффициент линейного затухания, /M U a  – число Маха, t  – время, 
R  – радиус оболочки, E  – модуль упругости,   – коэффициент Пуассо-
на, 0  – плотность материала оболочки. 

При исследовании вопросов устойчивости к уравнениям (3)–(4)  при-
соединяются также условия на контуре оболочки. Здесь рассматривается 
шарнирно опертая по всему контуру  0 , 0x a y b     пологая оболоч-
ка, края которой свободно смещаются в плане. Тогда, следуя [1], гранич-
ные условия принимаются в виде: 

при 0 ,x x a   

 
2 2

2 20, 0w ww
x y

 
  

 
                                          (5) 

 11 120, 0,T T                                               (6) 
       при 0,y y b   

 
2 2

2 20, 0w ww
y x

 
  

 
                                          (7) 

 22 210, 0,T T                                                (8) 
где ikT – значения осредненных вдоль кромок усилий.  
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2. Сведение к задаче устойчивости, описываемой системой обык-
новенных дифференциальных уравнений. Приближенное решение 
уравнения (3), удовлетворяющее условиям (5) и (7), будем искать в виде 

   1
1

, , ( ) sin sin ; , .
n

k k k n
k

w x y t f t x y k a n b


 
         
 
           (9) 

Подставив (9) в (4), получим линейное неоднородное дифференци-
альное уравнение относительно функции F . Решение указанного уравне-
ния, удовлетворяющего граничным условиям (6) и (8), при 2n   пред-
ставляется в виде 
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32
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9
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 
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(10)

 

 
где 
  22 21 .ij i jEh

     

Для определения ( )if t  воспользуемся уравнением (3). Подставляя (9) 
и найденное выражение для F  в (3), применяя метод Бубнова – Галеркина 
для определения безразмерных неизвестных функций 1 1( )x f t h  

2 2 ( )x f t h , получим следующую нелинейную систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений [1, 12]: 
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                
        

                
      

    (13) 

Здесь, наряду с безразмерным временем t1 , введены обозначе-
ния 
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 

                            (14) 

а также коэффициенты ik  и ik , учитывающие аэродинамическую нели-
нейность: 
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     (15) 

и коэффициенты ik  и ik , учитывающие геометрическую нелинейность: 
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  (16) 

В (13)   – приведенный параметр скорости,   – приведенный пара-
метр демпфирования, i  – частоты малых собственных колебаний обо-
лочки, определяемые формулой 

     
422 2 2

1 2
1

1 1, 2 .i
i i

i

D i
h R
 

        
                      (17) 

Таким образом, задача устойчивости рассматриваемой гидроупругой 
системы в первом приближении сведена к исследованию поведения реше-
ний системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений 
(13) в зависимости от величины скорости обтекающего потока газа (от 
величины параметра  ). 

Аналогичным образом получается система уравнений в случаях 2n 
. Они довольно громоздки и здесь не приводятся. 

3. Определение критической скорости флаттера и амплитуды 
флаттерных колебаний. 3.1. Определение критической скорости. Ре-
шению нелинейной задачи, как правило, будет предшествовать анализ со-
ответствующей линейной задачи. Это объясняется тем, что: а) на основе 
линейной задачи можно найти критическое значение параметра cr   , 
при котором невозмущенное состояние оболочки становится неустойчи-
вым относительно малых возмущений, и б) указанное критическое значе-
ние cr  будет необходимым и при исследовании задачи устойчивости в 
нелинейной постановке. 
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Итак, соответствующая (13) линейная система имеет вид 
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                             (18) 

Представляя решение системы (18) в виде 
1 1 2 2, ,x y e x y e    

получаем следующее характеристическое уравнение относительно  : 

   4 3 2 2 2 2 2 2 242 1 1 0.
9

k                    

Невозмущенная форма оболочки будет устойчива, если действитель-
ные части корней характеристического уравнения будут отрицательными. 
Следовательно, условия устойчивости согласно теореме Гурвица записы-
ваются в виде: 

 
   

2

22 2 2 2 2

0 , 1 0,

161 2 1 0.
9

k

     

        
 

Первые два неравенства, которые требуют, чтобы затухание (внутрен-
нее и аэродинамическое) было положительным, выполняются во всех слу-
чаях. Из третьего неравенства следует, что в случае малых значений   все 
корни   характеристического уравнения лежат в левой полуплоскости, и 
тривиальное решение 0w   асимптотически устойчиво по отношению к 
малым возмущениям. Значение параметра cr   , при котором два корня 
характеристического уравнения становятся чисто мнимыми, а остальные 
по-прежнему лежат в левой полуплоскости, является критическим, соот-
ветствует критической скорости панельного флаттера в линейной поста-
новке этой задачи. Согласно этому из третьего неравенства получается 
формула определения критической скорости флаттера в случае выбранной 
формы потери устойчивости оболочки [1, 13]: 

  
 

2 22

22

2 13 1 1 .
4 1

cr k
   

  
 

                                  (19) 

 Принимая cr    из характеристического уравнения, найдем сле-
дующее значение cr  частоты колебания оболочки при линейном флаттере 
 cr cri     

  2 21 1 .
2cr                                                   (20) 

Формулы, аналогичные (19) и (20), получены многими авторами (см. 
списки литературы, приведенные в [1, 13]) и являются первыми прибли-
жениями для cr  и cr . 
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3.2. Исследование характера амплитудно-частотной зависимо-
сти. Переходим к исследованию нелинейной задачи, описываемой нели-
нейной системой (13). Эта система отличается от аналогичных систем ус-
тойчивости тонких пластин наличием членов с квадратичными нелинейно-
стями, имеющими как аэродинамическое, так и геометрическое происхож-
дение. Указанные члены характеризуют несимметричность нелинейности, 
и поэтому, приближенное периодическое решение системы (13), следуя 
работам [12, 14], будем искать в виде  

 1 1 1 1

2 2 2 2

cos sin ...,
cos sin ...

x A B C
x A B C
     
                                        

(21) 

Здесь , ,i i iA B C  и  1
1 1,2i     – неизвестные постоянные;   - 

неизвестная частота нелинейных колебаний; точками обозначены члены, 
содержащие высшие гармоники. Структура решения (21) отличается от су-
ществующих [1] наличием свободных членов 0iC  , присутствие ко-
торых дает возможность учитывать влияния квадратичной нелинейности. 

Подставим решение (21) в систему (13) и приравняем к нулю коэф-
фициенты при свободном члене, cos  и sin  (члены, содержащие выс-
шие гармоники, считаются пренебрежимо малыми). Получающаяся при 
этом система нелинейных алгебраических уравнений довольно громоздка 
для исследования и здесь не приводится. Для получения приближенного 
решения этой системы предполагается, что [12]: а) затухание системы до-
статочно мало (  , ; 1,2   i i i iB A B A i ), б) рассматриваемая аэро-
упругая система совершает установившиеся колебание с конечной ампли-
тудой вокруг состояния, бесконечно мало отличающегося от невозмущен-
ного  ; 1,2j jA C j  . Тогда, пренебрегая степенями выше первой и 

произведением величин 1 2 1, ,B B C  и 2C , указанная нелинейная система 
представится подсистемами, полученными приравниванием к нулю сво-
бодных членов, коэффициентов при cos  и sin . 

Третья подсистема, полученная приравниванием к нулю коэффици-
ентов при sin , учитывает эффект демпфирования. Согласно принятому 
предположению о малости затухания указанная подсистема имеет следую-
щее приближенное решение: 

1 20, 0B B   при 0  . 

Из остальных подсистем, исключая 1C  и 2C , получается нелинейная 

система алгебраических уравнений, определяющая характеристики 1A  и 

2A  амплитуды колебаний рассматриваемой аэроупругой системы в зави-
симости от параметров   и  : 
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2 2 2
1 2 11 1 1 12 2 2

3 2 2 2 2
2 11 1 12 2 1 11 1 12 2

2 2 2
2 1 21 1 2 2 1

3 2 2 2 2
1 21 1 22 2 2 21 1 22 2

2(1 ) 2 2
3

3 3( ) ( ) 0,
4 4

2( ) ( )
3

3 3( ) ( ) 0.
4 4

A k A k A C k A C

k A A A QA A A

A k A k A C A C

k A A A QA A A

         

        

         

        
       

(22)

 
Здесь

    

     

2 2 2 2
11 1 12 2 11 1 12 2 2 21 21 1 2 42

1

2 2 2 2
21 21 1 2 1 11 1 12 2 11 1 12 2 32

2

2

2

L A A A A L A A
C K

L A A L A A A A
C K

         
  


          

  


  

(23) 

где 
2 2 3

1 11 1 12 2 11 1 2
3 11 ,
2 2

Q A Q A K A A          

2 3 2 2
2 22 1 2 22 2 21 1

3 2 3 2
3 21 1 22 2 21 1 2

3 2 3 2
4 12 2 11 1 12 1 2

1 2 3 4

3 1 ,
2 2

2 3 1 ,
3 2 2

2 3 1 ,
3 2 2

.

K A A Q A Q A

K K A K A Q A A

K K A K A Q A A

         

          

           

     
 Имея в виду, что задача многофункциональная, исследование приво-

дится поэтапно: при cr   , cr    и cr   . Настоящая работа посвя-

щена первому этапу  cr   . Остальные этапы будут рассмотрены в 
дальнейших наших исследованиях. В этом случае нелинейные колебания 
рассматриваемой аэроупругой системы описываются системой (22), заме-
няя в ней   на cr . Эта система решена численно при следующих исход-
ных данных: 10 2 3 3

07.3 10 Н/м ; 0.34; =2.79 10 кг/мE        (дюралю-
миний), 3æ=1.4; 1.29 / ; 340.29 /кг м a м с    (воздух). Исследован 
характер зависимости амплитуды  установившихся флаттерных колебаний 
A  в точке  2, 2, 0a b  оболочки (в рассматриваемом случае 1A A ) 

от частоты  . Результаты численных расчетов, представляющие графики 
функции  A  , при 100a h  и различных значениях геометрических 

параметров R a  и b a  приведены на рис. 1-3, которые показывают: 
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 если значение /R a  достаточно велико и / 1b a  , то наблюдается 
следующий характер зависимости  A  : невозмущенное состоя-

ние оболочки устойчиво при cr   , а при cr    амплитуда ко-
лебаний скачком возрастает до определенного конечного значения. 
С дальнейшим увеличением   амплитуда возрастает. При умень-
шении частоты   режим колебаний сохраняется вплоть до 

cr      (точка   на рис. 1), где колебания “сорвутся” и вос-
танавливается невозмущенное состояние оболочки. Точка cr    
является точкой бифуркации (рис.1); 

 

 
 
  Рис. 1. График функции  A   при больших значениях /R a .

 
 
 

 при умеренных значениях параметра / 1R a   зависимость часто-
ты   нелинейных колебаний цилиндрической оболочки от ампли-
туды A  идентична характеру указанной зависимости в случае 
собственных нелинейных колебаний гибких пластин в отсутствие 
обтекающего потока (рис. 2); 

1.00 1.05 1.10 1.15 cr
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  Рис. 2. График функции  A   при умеренных значениях /R a .

 
 

 дальнейшее уменьшение параметра кривизны 1R a   приводит к 
зависимости  A  , показанной на рис. 3. Из этого рисунка видно, 

что существует интервал  , 
   изменения частоты   (точки   

и   на рисунке), вне которого невозможно возбудить установив-
шиеся флаттерные колебания, т.е. области  0,   и  ,   явля-
ются зонами молчания. При этом: а) с увеличением   состояние 
оболочки устойчивое, пока cr   . При cr    амплитуда колеба-
ний скачком возрастает до определенного конечного значения, по-
сле чего в интервале  ,cr

   графиком амплитуды является кри-

вая  1 2,L L  на рисунке. В точке 2L  колебания «сорвутся» и вос-
станавливается невозмущенное состояние оболочки. С уменьшени-
ем частоты при     амплитуда скачком возрастает и в интерва-
ле  , 

   графиком амплитуды является кривая  2 3,L L  на 
рисунке. При     колебания «сорвутся» и восстанавливается 
невозмущенное состояние оболочки. 

Отметим, что численные вычисления показывают, что зависимость, 
приведенная на рис. 1, имеет место также при 1b a  . 

Таким образом, как существование различных типов зависимостей 
 A  , точек бифуркации  и  областей  молчания,  так  и  переход  от одной 
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  Рис. 3. График функции  A   при сравнительно малых значениях /R a . 
 
зависимости  A   к другой можно урегулировать оптимальным выбором 
геометрических параметров задачи. 
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Влияние сверхзвукового потока на характер амплитудно-частотной 
зависимости нелинейных флаттерных колебаний  

цилиндрической панели 
 

Рассматривается задача о нелинейных колебаниях изотропной пологой ци-
линдрической оболочки, обтекаемой сверхзвуковым потоком газа. Основным 
предметом исследования является изучение влияния обтекающего оболочку 
сверхзвукового потока на амплитудно-частотную зависимость установившихся 
флаттерных колебаний. Исследование проведено с учетом обоих типов нелиней-
ности: аэродинамической и геометрической (как квадратичной, так и кубической). 
Благодаря учету аэродинамической нелинейности (особенно её несимметричной 
квадратичной части) установлено, что зависимость амплитуда-частота в опреде-
ленных интервалах изменения параметра частоты является многозначной. Этот 
факт проиллюстрирован на приведенных в тексте рисунках в основном в виде 
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двух ветвей, нижние из которых, по всей вероятности, являются неустойчивыми. 
Неустойчивые ветви отделяют области тяготения двух соседних устойчивых 
решений. Отсюда легко находится величина возмущения, необходимого для того, 
чтобы перебросить систему с одной устойчивой ветви на другую. Показано 
существование определенных областей изменения частоты колебаний, при кото-
рых невозможно возбудить незатухающие флаттерные колебания (зоны молча-
ния). Установлено существование различных типов зависимостей амплитуда-ско-
рость, точек бифуркации и областей молчания, причем переход от одной зависи-
мости к другой можно отрегулировать оптимальным выбором параметра частоты 
колебаний.  

 
Ակադեմիկոս Գ. Ե. Բաղդասարյան, Մ. Ա. Միկիլյան,  

Ի. Ա. Վարդանյան, Ա. Վ. Պանտելեև 
  

Գերձայնային հոսանքի ազդեցությունը գլանային պանելի ոչ գծային 
ֆլատերային տատանումների «ամպլիտուդա-հաճախություն» կապի վրա 

 
Դիտարկված է գազի գերձայնային հոսանքով շրջհոսվող իզոտրոպ գլանային 

թաղանթի ոչ գծային տատանումների խնդիրը: Հետազոտության հիմնական առարկան 
հաստատված ֆլատերային տատանումների «ամպլիտուդա-հաճախություն» կախվա-
ծության վրա գերձայնային հոսանքի ազդեցության ուսումնասիրությունն է: Հետազո-
տությունը կատարված է աէրոառաձգական  և երկրաչափական (քառակուսային և 
խորանարդային) ոչ գծայնությունների հաշվառմամբ: Աէրոդինամիկական ոչ գծայ-
նության (հատկապես նրա ոչ գծային քառակուսային մասի) հաշվառման շնորհիվ 
ցույց է տրված, որ հաճախության պարամետրի փոփոխման որոշակի միջակայքերում 
«ամպլիտուդա-հաճախություն» կախվածությունը բազմարժեք է: Այդ փաստը ցուցա-
դրված է տեքստում բերված գծագրերի միջոցով, որոնք պատկերված են երկու ճյուղերի 
տեսքով, որոնցից ստորինները, ամենայն հավանականությամբ, անկայուն են: 
Անկայուն ճյուղերը բաժանում են երկու հարևան կայուն լուծումների ձգողակա-
նության տիրույթները: Այստեղից հեշտությամբ որոշվում է գրգռման մեծությունը, որն 
անհրաժեշտ է համակարգը մի կայուն վիճակից մյուսին փոխանցելու համար: Ցույց է 
տրված տատանումների հաճախության փոփոխության որոշակի տիրույթների գոյու-
թյունը, որտեղ հնարավոր չէ գրգռել չմարող ֆլատերային տատանումներ (լռության 
տիրույթներ): Ցույց է տրված, որ ինչպես տարբեր տիպի «ամպլիտուդա-հաճախու-
թյուն» կախվածությունների, բիֆուրկացիայի կետերի և լռության տիրույթների գոյու-
թյունը, այնպես էլ մի կախվածությունից մյուսին անցումը կարելի է ղեկավարել տա-
տանումների հաճախականության պարամետրի օպտիմալ ղեկավարման միջոցով: 
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A. V. Panteleev 
 

Influence of Supersonic Flow on the Character of Dependence «Amplitude-
Frequency» of Nonlinear Flutter Oscillations of Cylindrical Panel 

 
The problem of nonlinear oscillations of isotropic shallow cylindrical shell in a 

supersonic gas flow is considered. The main subject of research is the study of influence 
of supersonic flow on the dependence «amplitude-frequency» of steady-state flutter 
oscillations. The study was conducted taking into account both types of nonlinearity: 
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aerodynamic and geometric (both quadratic and cubic). Taking into account the 
aerodynamic nonlinearity (especially its asymmetric quadratic part), it was found that 
the dependence “amplitude – frequency” in certain intervals of the frequency parameter 
is a multi-valued one. This fact is illustrated in the figures brought in the text, mainly in 
the form of two branches, the lowers of which, probably, are unstable. Unstable 
branches separate the areas of two neighboring stable solutions. From here it is easy to 
find the value of perturbation necessary to transfer the system from one stable branch to 
another. It is shown the existence of certain areas of change of frequency of oscillations, 
at which it is impossible to generate undamped flutter oscillations (zones of silence). It 
has been established that both existence of various types of dependencies “amplitude-
frequency”, bifurcation points and areas of silence, and the transition from one 
dependency to another can be managed by the optimal choice of oscillation frequency 
parameter. 
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1. Постановка задачи и основные предположения. Рассмотрим тон-

кую изотропную замкнутую круговую цилиндрическую оболочку постоян-
ной толщины h  и радиуса R , находящуюся в постоянном температурном 
поле .T  Оболочка отнесена к цилиндрическим координатам , ,x r , коорди-
натные линии x  и   совпадают с линиями кривизны срединной поверх-
ности оболочки ( x – вдоль образующей,   – по дуге поперечного сече-
ния). Пусть с внешней стороны оболочка обтекается сверхзвуковым пото-
ком газа с невозмущенной скоростью , направленной вдоль оси 0x .  Ис-
следуются вопросы устойчивости рассматриваемой аэротермоупругой си-
темы. Постановка задачи заимствована из [1]. В основе исследования 
лежат следующие известные предположения: 

а) гипотеза Кирхгофа – Лява о недеформируемых нормалях [2]; 
б) «закон плоских сечений» при определении аэродинамического дав-

ления [3, 4] 

 
2æ
æ-1

3væ -11
2

p p
a


 
  

 
,                                                (1) 

где p  – давление газа на поверхности пластинки, a  – скорость звука для 

невозмущенного газа  2 1æa p 
    , p  и   – давление и плотность га-

за в невозмущенном состоянии, æ – показатель политропы, 3v  – нормаль-
ная составляющая скорости точек поверхности пластинки; 

в) линейный закон изменения температуры ( , , )T x r  по толщине обо-
лочки [4]: 0 ( , ) ( ) ( , )T T x R r x       ; 
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г) гипотеза Неймана об отсутствии сдвигов от изменения температу-
ры [5]. 

Для простоты и наглядности принимается, что из лицевых поверхно-
стей  / 2r R h   оболочки происходит теплообмен с окружающей средой 
по закону Ньютона – Рихмана (на поверхностях сохраняется постоянная 
температура со значениями  и  соответственно), а боковые поверхно-
сти ( 0x   и x a ) теплоизолированы.  

Под действием неоднородного по толщине стационарного темпера-
турного поля  происходит выпучивание оболочки (с прогибом 

( )Tw x и продольным перемещением ( )Tu x ), и вследствие этого появля-
ется аэроупругое давление. Указанное выпученное состояние принимается 
как невозмущенное [1], и исследуется его устойчивость под действием 
температурного поля и давления обтекающего потока газа. 

2. Характеристики невозмущенного состояния. 2.1. Определение 
температурного поля. На основе принятых предположений задача опре-
деления стационарного температурного поля сводится к решению уравне-
ния теплопроводности 0T   в области, занимаемой оболочкой, при сле-
дующих поверхностных условиях: 

 T k T T
n


  


     при  
2
hr R  ,

 

0T
n





    при  0x и x a  . 

Сформулированная задача теплопроводности, согласно предположе-
нию о линейной зависимости температуры от толщины оболочки, имеет 
следующее решение: 

  
0 0( ) , , .

2 2
k T TT TT T r R T

kh

   
      

                        
(2)

 
Здесь  – коэффициент теплопроводности,  – коэффициент теплоот-

дачи. 
2.2. Определение термоупругих напряжений и перемещений. Учи-

тывая принятые предположения, из основных уравнений, соотношений и 
граничных условий теории термоупругости тонких оболочек имеем: 

соотношения 

    ( ) ( )
0 0, ( )r x T

T T
dwu w x u u x r R
dx

   
                             

(3)
 

согласно гипотезам Кирхгофа – Лява; 
уравнения относительно Tu  и Tw : 

 
2

2 0T Td u dw
dx R dx


 

                                                  
(4)

 

T  T 

 0 

 k
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4

4 2
12 + æ 0,T T T Td w du w dwD p M

dx Rh dx R dx

       
                     

(5)
 

согласно теории тонких оболочек; 
 выражение для внутренних усилий невозмущенного состояния: 

 
 

/2
0 0

11 11 02
/2
/2

0 0
22 22 02

/2

1 ,
1

(1 )
1

R h
T T

R h
R h

T T

R h

du wEhT dr T
dx R

u wEhT dr T
x R









         

          




                   (6) 

согласно обобщенному закону Гука. 
Здесь 1M Ua

  – число Маха для невозмущенного потока, 
1æa p 

     – скорость звука для невозмущенного газа, p  и   – давле-
ние и плотность газа в невозмущенном состоянии, æ – показатель поли-
тропы, 3 2/12(1 )D Eh  , E  – модуль упругости,   – коэффициент Пу-
ассона,  – коэффициент линейного теплового расширения материала обо-
лочки. 

Решения уравнений (4) и (5) должны удовлетворять условиям закреп-
ления краев оболочки 0x   и x a . Будут рассмотрены краевые условия 
следующего типа: 

края шарнирно оперты и свободно перемещаются вдоль оси 0x  

  
2

20, 1 0 0,T
T

d ww npu x x a
dx

       ,                       (7) 

   01 0 0, .Tdu T npu x x a
dx

    
                             

(8)                                         

Решение Tu  уравнения (4), удовлетворяющее условию (8), имеет сле-
дующий вид (при этом использовано также условие 0Tw   на торцах обо-
лочки): 

  0
0

( ) 1 .
x

T Tu w d T x
R


      
                                    

 (9) 

В силу (9) из (6) имеем: 
 

 
0

11

0
22 0

0,

.T

T
wT Eh T
R



                                                      

(10)

 
  

Задача определения Tw в силу (5) и (9) сводится к решению уравнения 
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4 2

4 2
12 1 (1 ) + æ 0T T

T
d w dwD w T p M
dx Rh R dx

 
    

 
                (11) 

при граничных условиях (7). Получено решение уравнения (11), удовле-
творяющее указанным условиям. Его здесь не приводим ввиду громозд-
кости. 

3. Характеристики возмущенного состояния. Для получения урав-
нений возмущенного состояния учитывается, что: 

а) величины, характеризующие невозмущенное состояние, удовлетво-
ряют уравнениям и соотношениям, полученным в пункте 2; 

б) величины невозмущенного состояния определены на основе линей-
ной теории термоупругости (подлежащие определению величины входили 
в соответствующие уравнения и краевые условия линейно); 

в) в окончательных уравнениях и соотношениях величины, характе-
ризующие невозмущенное состояние, будут присутствовать только в пер-
вых степенях. 

На основе теории термоупругости изотропных тел, гипотезы Кирх-
гофа – Лява и принятых предположений аналогично [6] получена следую-
щая система линейных дифференциальных уравнений устойчивости рас-
сматриваемой термогазоупругой системы: 
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Tp dww w w w wh p M p M
R a t x dx x
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     
                

(12)  

где    , , , , ,u x t v x t   и  , ,w x t  – возмущения перемещений точек 

срединной поверхности оболочки, 0  – плотность материала оболочки,   
– коэффициент линейного затухания.  

При решении конкретных задач устойчивости к системе (12) присое-
диняются граничные условия относительно возмущений, вытекающие из 
условий закрепления краев оболочки. Например, если края оболочки шар-
нирно оперты и неподвижны, то граничные условия представляются в 
виде 

 
2

20, 0, 0, 0 при 0 и .du wv w x x a
dx x


     


                      (13) 

 
4. Условия и область устойчивости. Решение системы (12), удов-

летворяющее условиям (13), представим в виде  
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





                            (14)  

где ( ), ( ), ( )i i iu t v t w t  – подлежащие определению функции времени t .  
Подставляя (14) в систему (12) и используя процесс ортогонализации, 

ограничиваясь случаем двухчленной аппроксимации, после некоторых 
преобразований приходим к следующей системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений относительно безразмерных функций m mx w h : 
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T

T

   
              

 
       
     

  

  

       
Коэффициенты ij  и (1)

ij  зависят только от геометрических и физико-

механических параметров, а (2)
ij  – также от приведенного параметра ско-

рости   аэротермоупругой системы и здесь не приводятся. 
Представляя решение системы (15) в виде  
 

,, 2211
  eyxeyx  

 

из условия существования нетривиального решения получим следующее 
характеристическое уравнение относительно  : 
 

 4 3 2
0 1 2 3 4 0a a a a a         ,                                   (16) 
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где 

 
   

   

    

0

1

(1) (1) (2) (2) 2
2 0 11 22 11 22

(1) (1) (2) (2)
3 11 22 0 11 22 11 22

(2) (2) (2) (2) (1) (2) (1) (2)
4 12 21 12 21 11 0 11 11 22 0 22 22

1,
2

2 .
3

a
a

a T

a T

a K T T



 

      

           
                     

(17) 

Невозмущенная форма пластинки будет устойчива, если действитель-
ные части корней характеристического уравнения будут отрицательными. 
Следовательно, условия устойчивости согласно теореме Гурвица записы-
ваются в виде 

 

   2 2
3 1 2 3 1 4 3 00 0,1,..., 4 , - - 0.ia i a a a a a a a                      (18)

 

С учетом (17) система (18) примет вид 

   

    
    

2 (1) (1) (2) (2)
0 11 22 11 22

2 2 (2) (2) (2)
21 12 21

2(1) (1) (2) (2)
11 22 0 11 22 11 22

2 (1) (1) (2) (2)
11 22 0 11 22 11 22

2 2 (2) (2
12 21

2 0;

16 2 24
9 3 3

2 0;

4 2
9 3

T

K K K

T

T

K K

       

               

         

          

     

  

) (2) (2)
12 21

(1) (2) (1) (2)
11 0 11 11 22 0 22 22 0.T T

      

                           

(19)

 
Условия (19) определяют область устойчивости рассматриваемой тер-

моупругой системы в пространстве параметров , ,0T  . Рассмотрим ни-
же частные случаи 0 0, 0T     и 0 0, 0T     отдельно. 

1) Случай постоянного температурного поля  0 0, 0T    . Если 
влиянием затухания пренебречь (формально 0  ), то вместо (19) полу-
чится биквадратное уравнение, и поэтому условиями устойчивости будут: 

 
 

  
  

(1) (1)
0 11 22

22 2 (1) (1)
11 22 0 11 22

2 2 (1) (1)
11 0 11 22 0 22

0;

16 0;
9

4 0.
9

T

K T

K T T

  

        

        
                           

(20)
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Для фиксированных значений 0T  численным решением системы (20) 
определены значения скорости cr , при которых рассматриваемая аэро-
термоупругая система теряет устойчивость. Результаты численных реше-
ний, представляющие зависимость cr  от 0T  и n  (где n  – число полуволн 
вдоль круга цилиндра), представлены на рис. 1 и в табл. 1. 

 

  
Рис. 1. Зависимость критической скорости vcr от числа полуволн вдоль круга ци 
линдра n  в случае постоянного температурного поля. 

  
Для расчета здесь и в дальнейшем принято α=23.8*10-6 град-1; k=1200 

Вт/(м2 град); λ=210 Вт/(м град); µ=0.34; a=1м; h/a=1/100; R/a=2. 
 

Таблица 1 
Значение критической скорости cr  при разных значениях температуры 0T  

и числа полуволн вдоль круга цилиндра n  
 

Т0 
N -500 0 400 

5 1.1918 1.1671 1.1424 
10 0.8998 0.9084 0.8998 
15 0.6102 0.6392 0.6681 
17 0.5884 0.6192 0.6500 
20 0.6291 0.6596 0.6899 
25 0.8277 0.8540 0.8804 
30 1.1311 1.1529 1.1747 

 
Рис. 1 и табл. 1 показывают, что: а) постоянное температурное поле 

практически не влияет на значение vcr; б) в зависимости от числа полуволн 
cr  имеет точку минимума. 

T0 0

T0 0

T0 0

10 15 20 25 30
n

0.6
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0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

cr
0
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2) Случай переменного по толщине оболочки температурного поля 
 0 0, 0T    . В этом случае условиями устойчивости будут (19) при 

0 0T  : 

 

  

    

(2) (2)
11 22

22 2 (2) (2) (2) (2) (2)
21 12 21 11 22 11 22

2 2 (2) (2) (2) (2) (2) (2)
12 21 12 21 11 11 22 22

0;

16 2 24 0;
9 3 3

4 2 0.
9 3

K K K

K K

   

                     
                   

(21) 

 
Рис. 2. Зависимость критической скорости vcr от числа полуволн вдоль круга 
цилиндра n в случае переменного по толщине оболочки температурного поля. 

 
Таблица 2 

Значение критической скорости cr  при разных значениях температуры 0T  
и числа полуволн вдоль круга цилиндра n  

 
Θ 

N -500 0 500 

5 1.1150 1.1671 1.2239 
10 0.8223 0.9084 1.0012 
15 0.4779 0.6392 0.8110 
20 0.3807 0.6596 0.9568 
25 0.4200 0.8540 1.3192 
30 0.5278 1.1529 1.8249 

 
График зависимости критической скорости обтекающего потока от 

числа полуволн на основе условий (21) приведен на рис. 2.При разных 
значениях переменной температуры вычислены значения критической 
скорости  (табл. 2). 
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Рис. 2 и табл. 2 показывают, что: а) переменность температурного 
поля имеет существенное влияние на величину критической скорости ( cr  
увеличивается); б) функция ( )cr n  имеет точку минимума, которая зави-
сит от  . 

  
Институт механики НАН РА 
 

И. А. Варданян, А. А. Шмавонян 
 

Задача термоупругого флаттера замкнутой  
цилиндрической оболочки 

 
В линейной постановке рассмотрена задача устойчивости замкнутой цилинд-

рической оболочки под действием неоднородного температурного поля и обтека-
ющего оболочку сверхзвукого потока газа. Получены условия устойчивости не-
возмущенного состояния рассматриваемой аэротермоупругой системы. Показано, 
что совместным действием температурного поля и обтекающего потока можно ре-
гулировать процесс устойчивости и при помощи температурного поля сущест-
венно изменить величину критической скорости флаттера. 

 
Ի. Ա. Վարդանյան, Հ. Ա. Շմավոնյան 

 
Փակ գլանային թաղանթի ջերմաառաձգական ֆլատերի խնդիրը 

 
Ներկայացվող աշխատանքում գծային դրվածքով դիտարկված է գազի գերձայնա-

յին հոսանքով շրջհոսվող փակ գլանային թաղանթի կայունության խնդիրը անհամա-
սեռ ջերմային դաշտի ազդեցության տակ: Ստացված են դիտարկվող աէրոթերմո-
առաձգական համակարգի չգրգռված վիճակի կայունության պայմանները: Ցույց է 
տրված, որ շրջհոսվող գազի հոսանքի և ջերմային դաշտի համատեղ ազդեցությամբ 
կարելի է ղեկավարել կայունության պրոցեսը և ջերմային դաշտի օգնությամբ էապես 
փոխել ֆլատերի կրիտիկական արագության արժեքը: 

 
 

I. A. Vardanyan, H. A. Shmavonyan  
 

The Problem of Thermoelastic Flutter of Closed Cylindrical Shell 
 

In this work, the problem of stability of closed cylindrical shell under the action of 
non-uniform temperature field and flowing around the shell supersonic gas is con-
sidered in a linear formulation. The stability conditions for the unperturbed state of the 
aerothermoelastic system under consideration are obtained. It is shown that the com-
bined action of the temperature field and the flowing strеаm can control the process of 
stability and significantly change the value of the critical velocity of the flutter with the 
help of the temperature field. 
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МЕХАНИКА  
УДК 539.3 
 

М. В. Белубекян 1, С. В. Саркисян 2 
 

Распространение волн в упругом слое, одна из 
 лицевых плоскостей которого жестко закреплена, 

с инерционной массой на другой 
 

(Представлено чл.-кор. НАН РА А. С. Аветисяном 11/II 2018) 
 

Ключевые слова: слой, упругий волновод, инерционная масса. 
 
Введение. Упругий слой с плоскопараллельными лицевыми плоско-

стями представляет собой частный случай математической модели упру-
гого волновода. Одной из первых работ по распространению волн в упру-
гом волноводе является работа Похгаммера [1], где рассмотрена задача 
колебаний бесконечно длинного кругового цилиндра со свободными от 
нагрузок боковыми поверхностями. Аналогичные задачи колебаний для 
бесконечной плиты, находящейся в плоскодеформированном состоянии, 
со свободными лицевыми плоскостями впервые рассмотрели Рэлей и 
Лемб [2, 3]. В дальнейшем исследования по распространению упругих 
волн в слое со свободными лицевыми плоскостями детально изучены во 
многих работах, в частности отметим [4-9] . 

Задача распространении волн в упругом слое, одна из лицевых плос-
костей которого жестко закреплена, а другая свободна от напряжений, в 
двумерной постановке впервые решена в [10], где получено дисперсион-
ное уравнение и проведено сравнение с результатами задачи Лемба. Было 
показано, что наименьшая фазовая скорость распространения волны равна 
фазовой скорости поверхностных волн Рэлея. Отличительной чертой этих 
задач является то обстоятельство, что симметричная и антисимметричная 
мода колебаний не разделяются, а также то, что к этому классу задач не 
применимы гипотезы классической теории балок и пластин, в частности, 
гипотеза Кирхгофа и уточненные теории [11-18]. 

В настоящей статье предлагается модель для исследования влияния 
инерционной массы, распределенной на одной плоскости с жестко закреп-
леной другой плоскостью упругого слоя, на характеристики упругого вол-
новода. 

Հատոր 
Том 

Volume 
119 2019           № 1 
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Постановка и решение задачи. Рассмотрим задачу распространения 
волн в бесконечном упругом слое толщиной h . Слой ограничен плоско-
стями 0y   и y h . Плоскость 0y   жестко закреплена, а на плоско-
сти y h  задана сосредоточенная (инерционная) масса 0m > 0.  

Рассмотрим задачу плоской деформации, т.е. перемещения u


(u(x,y,t), 
(x,y,t),0) не зависят от переменной z , а w = 0. При помощи преоб-
разований  

,u v
x y y x
      

   
   

                                 (1) 

динамические уравнения теории упругости приводятся к автономным вол-
новым уравнениям относительно динамических потенциалов  , ,x y t  и 

 , ,x y t  [5]. Решение этих уравнений  представим в виде 

      1 1sh ch exp ,A k y B k y ik x ct                         (2)   

                                  2 2sh ch exp ,C k y D k y ik x ct      
2 2 2 2
1 21 , 1где , / .tc c          

Постоянные , ,A B C и D должны определяться из следующих гра-
ничных условий: 

0, 0
x y y x
      
   

   
при 0,y   

2 2 2

2 2
1 2 1 2 0,

x y x y
   

 
   

  
   

 

2 2 2

2 22 0m
x y y x x y
         

           
  при .y h                (3)   

Здесь 2 2 2 2 1
0/ 1, ,t lc c m m k c       модуль сдвига материала 

упругого слоя. 
Удовлетворяя решение (2)  граничным условиям (3), для постоянных 

интегрирования получим следующую систему алгебраических уравнений:  
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         
    

       

           

2 1

2
1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

0, 0,
1 2 1

2 0, ,

2 2

1 1 0.

iB C A iD

Ash H Bch H Ash H Bch H

i Cch H Dsh H H kh

m miA ch H sh H iB sh H ch H
k k

m mC sh H ch H D ch H sh H
k k

 
     

 
  

     

       

   


   

   

         
   
            
     

Из условия существования нетривиального решения однородной системы 
алгебраических уравнений (4) получаем следующее характеристическое 
уравнение относительно безразмерной фазовой скорости распространения 
волн в упругом слое :  
              
           

           

2

2

4 2 1 1 2 4 1 1 1 1

2 4 1 1 1 1                                     5

1 1 1 1 1 1 1 0.

ch H ch H

sh H sh H

m sh H ch H ch H sh H
k

       

    

       

          

       

         

 

Исследование характеристического уравнения и численные ре-
зультаты. Характеристическое уравнение (5) при отсутствии инерцион-
ной массы ( 0 0m  ) совпадает с уравнением, полученным в работе [10]. 
Здесь исследуем влияние инерционной массы на колебания упругого слоя. 
При предельном переходе 1   и при 0 0m   из уравнения (5) относи-
тельно H  имеем следующую функцию: 

     1
4 5 1 .

1

sh H
f H ch H H







   


 

Для функции  f H  в интервале  0,5H   существует критическое 

значение *H , при котором   0.*f H   Следовательно, при *kh=H в уп-
ругом слое получаются решения типа локализованных колебаний с без-

размерной фазовой скоростью  1.  Например, при 
1

3.8063.*3
H  

 
При наличии инерционной массы из характеристического уравнения (5)  
при 1   имеем 

      1, 4 5 1 .
1

mf m H ch H H
ksh H

 



     


 

При различных значениях kh  получаются приведенные значения m , 
при которых существуют решения типа локализованных колебаний с без-
размерной фазовой скоростью  1.  

(4) 
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В таблице приводятся значения инерционной массы m  при различ-
ных значениях H kh , когда 1

=
3

  . 

H 0.1 0.3 0.5 0.7 1 1.1 1.3 
m/k 10.0555 3.4978 2.2675 1.7896 1.4768 1.4168 1.3256 

 

Как видно из таблицы, с возрастанием H приведенные значения со-
средоточенной массы m убывают. Отметим, что при 1   получаем коле-
бания упругого изотропного слоя толщиной h , одна из лицевых плоско-
стей которого жестко закреплена, а на другом задана инерционная масса 

0m  с частотой kc  , которую можно определить из уравнения (5).   
Заключение. Таким образом, показано влияние инерционной массы, 

распределенной на одной плоскости с жестко закрепленой другой плос-
костью упругого слоя, на характеристики упругого волновода. Наимень-
шая фазовая скорость распространения волны для упругого слоя, одна из 
лицевых плоскостей которого жестко закреплена, а другая свободна от 
напряжений, равна фазовой скорости поверхностных волн Рэлея. При раз-
личных значениях толщины слоя и волнового числа найдены значения 
инерционной массы, при которых в слое существуют решения типа лока-
лизованных колебаний, причем эти значения убывают.  
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М. В. Белубекян, С. В. Саркисян 
 

Распространение волн в упругом слое, одна из лицевых плоскостей  
которого жестко закреплена, с инерционной массой на другой 

 
Предлагается  модель для исследования влияния инерционной массы, рас-

пределенной на одной плоскости с жестко закрепленой  другой плоскостью упру-
гого слоя, на характеристики упругого волновода. 

 
Մ. Վ. Բելուբեկյան, Ս. Վ. Սարգսյան 

  
Ալիքների տարածումը մի եզրը կոշտ ամրացված, իներցիոն զանգվածով 

բաշխված մյուս եզրով առաձգական շերտում 
 

Առաջարկված է  մի մոդել, որի միջոցով կարելի է հետազոտել  առաձգական, մի 
հարթությամբ բաշխված իներցիոն զանգվածով, մյուսով՝ կոշտ ամրացված շերտում, 
առաձգական ալիքատարի բնութագրիչների վրա զանգվածի ազդեցությունը: 
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Waves Propogation in Elastic Layer with one  
Boundary Clumped, in with Inertial Mass on the Another 

 
The model is offered for the study of the inertial mass, in elastic layer distributed 

on the one plane with a clumped, in with inertial mass on the another on the 
characteristic of the waveguide. 
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Кинетические закономерности полимераналогичных  
превращений на хитозане 

 
(Представлено академиком Л. А. Тавадяном 21/II 2019)  

    
Ключевые слова: хитозан, N-метилолмочевина, модификация, кон-

станта скорости реакции, катализатор, гликозидная группа.   
 
Хитозан (Хтз) как природный, после целлюлозы, наиболее распро-

страненный полимер, отличающийся биологической активностью, имеет 
большое значение для создания новых материалов, предназначенных для 
применения в медицине, биотехнологии в качестве добавки к кормам жи-
вотных [1 - 6]. Для расширения областей применения Хтз требуется повы-
сить его растворимость в различных растворителях, с одной стороны, а с 
другой – увеличить совмещающую способность их с растворами различ-
ных полимеров и смол. В связи с этим синтез новых производных Хтз с 
целью расширения области их применения является  весьма актуальной 
задачей. 

Одним из подходов к решению этой задачи является функционали-
зация Хтз различными соединениями. 

В настоящем сообщении приводятся экспериментально полученные 
результаты по изучению полимераналогичных превращений на Хтз N-ме-
тилолмочевины (ММч) в присутствии катализатора и без него. 

Экспериментальная часть. В исследованиях использован водорас-
творимый Хтз с молекулярной массой 80 кДа, в котором гликозидные 
звенья с группой –NH2 в среднем составляют 92%, ацетамидные – 8%.  

Получение ММч. В реактор загружают 15 г (0.25 моль) мочевины и 20 
г 38%-го водного раствора формальдегида (0.25 моль) и перемешивают 
при температуре (35േ0.5)0С 30 мин. Затем под низким давлением (15-20) 
мм рт. ст. при температуре (45-50)0С отгоняют воду. Белый осадок (ММч) 
неоднократно промывают и перекристаллизуют этиловым спиртом и су-
шат под давлением (15-20) мм рт. ст. при (50-60)0С до достижения по-
стоянной массы. Выход ММч составляет 93%, температура плавления 
(Тпл.) равна (111േ0.5)0С. Установлен элементный состав (в %): C – 26.6 

Հատոր 
Том 

Volume 
119 2019           № 1 
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(26.67); H – 6.8  (6.66); N – 31.2 (31.11). ММч растворяется в холодной 
воде, метаноле, диметилсульфоксиде. 

На спектрофотометре NIKOLET/FT-IR  NEXUS были исследованы 
инфракрасные (ИК) спектры поглощения ММч и конечного продукта в 
областях поглощения  см-1

): 1010 (- CH2OH); 1420 (>N-C(O)-N<); 
1695ൊ1705 (-C(O)-N<); 2850 (-CH2-); 3470 (-OH), подтверждающие 
протекание процесса прививки монометилолмочевины на  хитозане.    

Реакцию между Хтз и ММч проводили в 2%-ном водном растворе ук-
сусной кислоты, частично нейтрализованной 0.5 молярным водным раст-
вором NaOH до значения pH = 5.6  [1, 2].  Хитозан марки “пищевой” про-
изведен биокомбинатом ЗАО “Биопрогресс” ВНИИТИБП Щелковского 
района г. Москвы. Катализатором служил ацетат меди - Cu[OC(O)CH3]2 
марки “чда”. Для определения кинетики расхода ММч в процессе при-
вивки на Хтз при различных значениях времени проведения реакции 
(10, 20, 30 и 40 мин) из раствора бралась проба обьемом 4 мл, из которой 
полимер высаживался в этиловом спирте, фильтровался, осадок неодно-
кратно промывался ацетоном и затем сушился под вакуумом (1.5-2 мм 
рт. ст.) до достижения постоянной массы. За кинетикой прививки ММч 
к Хтз во времени следили элементным анализом на азот [7].                       

Обсуждение результатов. Хитозан, подлежащий модификации, 
имеет представленный на схеме 1 звеньевой состав.  
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Схема 1. m, n и ℓ – мольные  доли звеньев в макромолекуле хитозана, которые 
соответственно равны: m = 0.08, n = 0.47, ℓ = 0.45. 

Таблица 1  
Кинетика процесса прививки ММч на Хтз в отсутствие катализатора при 

различных температурах и значениях времени реакции: [Хтз-NH2]0 = 
 = 6.8×10-2моль/л; [ММч]0 = 2.2×10-2моль/л 

 
Время реакции, 

t, мин 
Расход ММч, моль/л, в зависимости от температуры 

65 (0С)  70 (0С) 75 (0С) 80 (0С) 
10 0.5×10-4 1.6×10-4 3.8×10-4 9ൈ10-4 
20 1.8×10-4 3×10-4 5.4×10-4 12.0ൈ10-4 
30 3.5×10-4 5.4×10-4 9×10-4 1.3ൈ10-3 
40 5.5×10-4 7.7×10-4 1.1×10-3 1.4×10-3 

Прививка ММч на макромолекуле Хтз осуществляется через –NH2 
функциональную группу гликозидных звеньев, концентрация которых в 
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исходном Хтз обозначена как [Хтз- NH2]0 .  
Результаты прививки ММч на Хтз в отсутствие  и в присутствии ка-

тализатора приводятся в табл.1 и 2. 
        Таблица 2  

Кинетические данные каталитической  реакции прививки ММч на Хтз при 
различных температурах: [Хтз-NH2]0 = 6.8×10-2моль/л; [ММч]0 =  

= 2.2×10-2моль/л; [Cu(OC(O)CH3)2]0 = 1×10-4моль/л 
 

Время реакции, 
t, мин 

Расход ММч, моль/л, в зависимости от температуры  
65 (0С)  70 (0С) 75 (0С) 80 (0С) 

10 1.7×10-3 2.4×10-3 4.1×10-3 7.4ൈ10-4 
20 28×10-3 3.9×10-3 6.8×10-3 1.2ൈ10-2 
30 3.4×10-3 5.4×10-3 8.5×10-3 1.5ൈ10-2 
40 4.3×10-3 6.1×10-3 11.0×10-3 1.7×10-2 

 
Отметим, что реакция между NH2 группами гликозидных звеньев Хтз 

и ММч в присутствии и в отсутствие катализатора  является реакцией вто-
рого порядка, для константы скорости которой справедливо уравнение [8] 

  
𝐾 ൌ  

ଵ

௧
∙  

ଶ,ଷ

஺బି஻బ
log

஻బ ሺ஺బି௑ሻ

஺బሺ஻బି௑ሻ
 ,                                            (1) 

где [A]0 = [Хтз-NH2]0 = 6.8×10-2 моль/л;  [B]0 = [ММч]0 = 2.2×10-2 моль/л; Х 
– расход исходных реагентов в величинах моль/л. 

  На рис.1 и 2 приведены экспериментально установленные зависимо-
сти ଶ,ଷ

஺బି஻బ
log

஻బ ሺ஺బି௑ሻ

஺బሺ஻బି௑ሻ
 от времени проведения реакции (t). Прямолинейная 

зависимость указывает на правомочность применения уравнения (1) и, 
соответственно, на второй порядок реакции между Хтз и ММч как в 
присутствии, так и в отсутствие катализатора. 
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Рис. 1. Зависимость 

ଶ,ଷ

஺బି஻బ
𝑙𝑜𝑔 ஻బ ሺ஺బି௑ሻ

஺బሺ஻బି௑ሻ
 от t (времени проведения реакции 

между Хтз и ММч) в отсутствие катализатора при различных температурах: 
650С (1); 700С (2); 750С (3); 800С (4); А0 = 6.8x10-2 моль/л; B0 = 2.2 x10-2 моль/л. 
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Рис. 2. Зависимость 
ଶ,ଷ

஺బି஻బ
𝑙𝑜𝑔 ஻బ ሺ஺బି௑ሻ

஺బሺ஻బି௑ሻ
 от t (времени проведения реакции 

между Хтз и ММч) в присутствии катализатора при различных температурах: 
650С (1); 700С (2); 750С (3); 800С (4); А0 = 6.8 x10-2 моль/л; B0 = 2.2 x10-2 моль/л, 
[Cu(OC(O)CH3)2]0 = 1x10-4 моль/л. 

 
На основании данных рис. 1 и 2 определены значения констант ско-

ростей исследуемой реакции прививки ММч на Хтз как в присутствии, так 
и в отсутствие катализатора при различных температурах (табл. 3). 

  
 Таблица 3 

Значения констант скоростей реакции прививки ММч на Хтз в отсутствие 
(I) и в присутствии (II)  катализатора Cu[OC(O)CH3]2   

при различных температурах 
 

T(0C) 65 70 75 80 
k, 

л×моль-1×
мин-1 

I (1.2±0.5) 10-4 (2±0.5) 10-4 (3±0.3) 10-4 (4.5±0.5) 10-4 

II (1.66±0.5) 10-3 (2.2±0.4) 10-3 (4.1±0.5) 10-2 (1.04±0.3) 10-2 
 
Построение зависимости в аррениусовских координатах log 𝑘 от 1/T  

(рис. 3 и 4) на основе численных значений k табл. 3 позволило оценить 
значение энергии активации и предэкспоненциального множителя неката-
литического и каталитического взаимодействя ММч на Хтз, которые, со-
ответственно, равны: 

в отсутствие катализатора Ea = (25േ1.6)ккал/моль, A = (1.7േ0.15)105 
л×моль-1×мин-1; 

в присутствии катализатора Ea = (19േ05)ккал/моль, A = (3.0േ1.3)104 
л×моль-1×мин-1. 
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Рис. 3. Зависимость 𝑙𝑜𝑔 𝑘 от 
ଵ

Т
 (для некаталитической реакции между Хтз и 

ММч). 
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Рис. 4. Зависимость 𝑙𝑜𝑔 𝑘 от 
ଵ

Т
 (для каталитической реакции между Хтз и 

ММч).  
 

Из сравнения значений констант скорострей и энергии активации 
реакции ММч с Хтз в присутствии катализатора и без него следует, что 
катализатор Cu[OC(O)CH3]2 значительно повышает скорость реакции и, 
соответственно, степень (эффективность) прививки при одинаковых вре-
менах реакции, что, как нам представляется, связано с активацией реак-
ционных центров Хтз молекулой катализатора. Процесс активации Хтз 
молекулой катализатора представлен на схеме 2. 
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Схема 2. 
 

Звеньевой состав Хтз после прививки на нем ММч представлен струк-
турной формулой (схема 3).  

 

 
Схема 3. n = 0.47; m = 0.08; x – число N-метилкарбамидилглюкозидных звеньев,  
0≤x≤0.47. 
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М. Л. Ерицян, Г. С. Петросян, Р. А. Карамян, А. М. Арустамян 
 

Кинетические закономерности полимераналогичных  
превращений на хитозане 

 

Экспериментально установлены кинетические закономерности процесса при-
вивки монометилолмочевины на хитозане в присутствии катализатора  ацетата 
меди Cu[OC(O)CH3]2 и в его отсутствие. Наличие катализатора значительно 
повышает скорость реакции  прививки. Определены аррениусовские параметры 
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констант скорости процесса прививки между указанными соединениями как в 
присутствии, так и в отсутствие катализатора. 

 
Մ. Լ. Երիցյան, Գ. Ս. Պետրոսյան, Ռ. Ա. Քարամյան, Ա. Մ. Առուստամյան 

 
Խիտոզանի պոլիմերանալոգ փոխակերպման կինետիկական 

օրինաչափությունները 
 
Պղնձի ացետատի՝ Cu[OC(O)C𝐻ଷሿଶ կատալիզատորի ներկայության կամ բացա-

կայության պայմաններում հաստատված  են խիտոզանին մոնոմեթիլոլմիզանյութի 
պատվաստման կինետիկական օրինաչափությունները: Ցույց է տրված, որ կատալի-
զատորի ներկայությամբ զգալի մեծանում է պատվաստման արագությունը: Որոշված 
են նշված միացությունների փոխազդեցության արենիուսյան պարամետրերը, ինչպես 
կատալիզատորի, այնպես էլ նրա բացակայության պայմաններում: 

 
M. L. Yeritsyan, G. S. Petrosyan, R. A. Qaramyan, A. M. Arustamyan 

 
The Kinetic Parameters of the Chitosan Based Polimer-Analog 

Transformations   
 

The kinetic parameters of the grafting process of monomethylol urea on chitosan 
were experimentally determined both in the presence and absence of catalytic amounts 
of copper acetate (Cu[OC(O)CH3]2 ). The presence of catalyst significantly increases 
the rate of grafting. The arrenhius parametes of the rate constants of the grafting process 
between mentioned above compounds were determined both in the presence and 
absence of catalyst. 
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Membrane lipids have been used extensively for chemotaxonomic pur-

poses [1]. The identification of bacteria is based on the large structural diffe-
rences within membrane fatty acids (FA) including the variation in length (8 to 
20 C-atoms), presence of saturated and monounsaturated bonds, occurrence of 
branched (iso- and anteiso-), cyclopropane (17:0c, 19:0c), hydroxy- (with an 
OH-group at position two or three of the molecule) FAs [1-3].  

Bacteria are able to modify their membrane composition in response to 
environmental changes, such as in temperature, osmolarity, salinity and pH [4, 
5]. The biophysical properties to control their membrane phospholipids allows 
bacteria to thrive in a wide range of physical environments [6, 7]. It was shown 
that bacteria precisely adjust their membrane lipid composition by modifying 
the types of FAs and altering the structures of pre-existing phospholipids [7].  

In thermophilic bacterial species, polar lipids form a large proportion of the 
cellular membrane fractions and usually include phospholipids and glycolipids 
[8]. Comparative studies on the FAs composition of psychrophilic, mesophilic 
and thermophilic bacilli have shown that a certain preference for the synthesis 
of saturated, elongated and branched FAs existed at higher temperature [9-12]. 

The aim of this study is to determine polar lipid and FA composition of 
geobacilli strains isolated from Armenian geothermal springs.  Temperature 
induced changes in membrane lipids and FAs profile were also analyzed. 
Chemotaxonomic implications based on FAs analysis were reported too. 

Հատոր 
Том 

Volume 
119 2019           № 1 
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Materials and methods. The objects of investigation were four thermophi-
lic bacilli strains recently isolated from Arzakan (Armenian) geothermal spring 
and identified based on 16S rRNA gene sequence data as Geobacillus caldoxy-
losilyticus ArzA-3, G. thermodenitrificans ArzA-6, G. toebii ArzA-8 and G. 
toebii ArzA-33a. The sequences of strains have been deposited in GenBank 
under accession numbers JQ929017, JQ929020, JQ929022, and JQ929015 
respectively [13]. 

Cultivation conditions. Batch cultivation of thermophilic bacilli was 
carried out using nutrient broth (Difco) at pH 7.2 and 65 °C (optimum tempe-
rature) under aerobic conditions with shaking at 240 rpm, for 24 h. In case of G. 
thermodenitrificans ArzA-6 incubation were carried out also at 45, 55, 60 and 
70 °C. All strains were grown in 1 L Erlenmeyer flasks filled with 200 mL of 
medium. Cultures were grown to the late exponential phase (turbidity 0.6-0.7 
OD at 600 nm) and 50 ml inocula were transferred into 1 L of fresh medium in 
5 L flasks and incubated at the appropriate conditions up to late exponential 
phase. After incubation, the cells were harvested by centrifugation (10,000 rpm; 
15 min) and lyophilized. 

Lipid analysis. Total lipids were extracted by the method of Bligh and 
Dyer [14] usung by CHCl3/CH3OH (1:1, v/v) mixture under shaken conditions 
overnight. Solvents were removed with a rotavapor and lipids were weighed for 
calculation of lipid yield.  Lipids were fractionated by thin layer chromato-
graphy (TLC) on silica gel (0.25 mm, F254, Merck KGA). The mixture of 
CHCl3/CH3OH/H2O (65:25:4, v/v/v) was used as a solvent system for the initial 
monodimensional TLC experiment. The phospholipids were identified also by 
using bidimensional TLC. The plate was developed in the first dimension in 
solvent system CHCl3/CH3OH/H2O (65:25:4, v/v/v) and in second dimension in 
solvent system CHCl3/CH3OH/CH3COOH/H2O (85:12:15:4,v/v/v/v) [15]. Car-
diolipin disodium salt from bovine heart (CL), rac1,2-dipalmitoyl-glycero-3-
phosphoethanolamine (PEA), 2,3-dipalmitol glycero-1-phosphocholine (PC1), 
1,2-dipalmitol-SN-glycero-3-phosphocholine monohidrate (PC3), 1(3-SN-
phosphatidyl)-rac-glycerol sodium salt (PG) and 3-SN-phosphatidyl-1-serine 
from bovine brain (PS) were used as standards. Lipids were detected by 
spraying the plates with Cs2SO4 in H2SO4 (w/v) followed by heating at 100 °C 
for 5 min. Staining tests for complex lipids were performed by using specific 
reagents: molybdenum blue (for detection of phospholipids); 3.4% N-(1-
naphthyl)-ethylenediamine in 97:3 MeOH–H2SO4 (for detection of glycolipids), 
ninhydrin (for visualization of aminolipids) [16-18].  

FA analysis. FA methyl esters (FAMEs) were obtained from complex 
lipids by acid methanolysis (CH3OH/HCl anhydrous 9:1 at 80 °C overnight). 
Samples were treated repeatedly with the mixture of CH3OH and CHCl3 and 
dried under nitrogen until disappearance of HCl smell. The purity of samples 
was assessed by TLC analysis. Samples were eluted with N-hexane/CH3CH2OH 
(96:4 v/v), detected by exposure to J2 vapors and compared with standards. 
FAME analyses were performed by gas liquid chromatography (GLC, Carlo 
Erba HRGC 5300 Instrument, FID, OV 1.25m x 0.32mm, 0.25m). Iden-
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tification was accomplished by comparison with a standard mixture of FAMEs. 
In addition to GLC, identification of each sample component was confirmed by 
mass spectroscopy analyses, which were performed with an GC-MS HP5890 
series II TRIO 2000 VG analytical Instrument, using flame-ionization detector 
(FID) under following conditions: HP-5 column, temperature programme of 
120°C (1 min), from 120 to 230 °C at 2 °C /min, from 230 °C to 250 °C at 10 
°C/min, injection volume 1l. The identification of the compounds was perfor-
med by parallel runs of pure standards (Sigma), and by interpretation of mass 
spectra [15]. 

Results and discussion. The total lipid content of studied thermophilic 
strains ranged between 2.0-2.5 % of the cells biomass at the optimal growth 
temperature. Phospholipids formed a large proportion of the cellular membrane 
fractions for all studied strains (Fig. 1). A major glycolipid (phosphoglycolipid) 
was detected only for G. thermodenitrificans ArzA-6 (Fig. 1) in case of incu-
bation at higher temperatures (60, 65 and 70 °C). Other glycolipids were not 
visualized in chromatograms probably due to their absence in studied strains. It 
was recently reported also that relative proportion of the main glycoloipids 
increase with growth temperature [19]. Presumably, sugar-containing lipids 
increase the hydrogen-bonding capacity of the lipid bilayer surface, thus sta-
bilizing the membrane at high temperatures.  

Analogy in aminolipid content between all studied bacilli was observed. 
Major aminolipids and minor aminolipids аnd amniophospholipids and or their 
traces were also detected in strains. A major aminolipid and aminophospholipid 
was detected for G. thermodenitrificans ArzA-6 at lower than the optimal 
growth temperatures. 

 
 

 

 

 
 

 

       
Figure 1. TLC of polar lipids. A, Phospholipids; B,  Glycolipids;  C, Aminolipids;  
D, Total lipids. The solvents systems and staining reactions were given under Materials 
and methods. 1-3 – Geobacillus caldoxylosilyticus ArzA-3, G. toebii ArzA-8, G. toebii 
ArzA-33a, respectively, at 65 °C; 4-8 – G. thermodenitrificans ArzA-6 at 45, 55, 60, 65 
and 70 °C, respectively. 

 
Significant differences in the lipid pattern of G. thermodenitrificans ArzA-

6 were observed at lower, optimal and higher growth temperatures. The relative 
proportions of different polar lipids in G. thermodenitrificans ArzA-6 was 

 1  2   3  4  5  6  7  8        1 2   3 4  5   6   7  8            1  2  3  4  5  6   7  8          1  2  3  4  5  6   7  8 

              A                                      B                                   C                                     D 
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obviously affected by temperature. As the growth temperature was increased, 
the phosphoglycolipids content increased in contrast to aminophospholipids, 
amount of which was decreased. Moreover, phosphoglycolipids was absent at 
the lowest temperature of growth (45 °C). Obtained results are in good 
agreement with data reported earlier confirming that lipid headgroup 
compositional changes are part of the mechanism regulating membrane fluidity 
[9, 15, 20]. 

Different strains of Geobacillus were investigated and different polar 
lipids, mainly phospholipid species such as phosphatidylethanolamines, 
phosphatidylglycerols, cardiolipins (glucopyranosylcardiolipin, alanylcardioli-
pin or lysylcardiolipin, bisphosphatidylglycerol, acylglycosylcardiolipins) were 
isolated [12]. Analysis of bidimensional TLC of lipid extracts from studied 
geobacilli also revealed components that could be identified as PEA (Fig. 2). 
Other tested phospholipids (CL, PC1, PC3, PG and PS) were absented or pro-
bably due to their small amount were not identified.   

The results for determination of FA composition of geobacilli strains are 
shown in Table 1. All strains were characterized by the predominance of bran-
ched chain iso- and anteiso- FAs (mainly iC15:0, aiC15:0, iC17:0, aiC17:0, of-
ten iC16:0, rarely aiC16:0, ai+iC14:0). The other major component was 
nC16:0. FAs of nC15:0 and nC17:0 were presented in low amount, while FAs 
of nC14:0 were absent or in trace amounts. The presence of nC18:0 as a minor 
component was detected only for G. toebii ArzA-33a. In general, at the optimal 
growth temperature branched FAs were predominant, ranging from 80 % to 
more than 89 % of all FAs measured, while straight-chained FAs were minor 
components (6-8 %). 

 

 
                        1                               2                               3 
Figure 2. Bidimensional TLC of phospholipids of G. thermodenitrificans ArzA-6 com-
pared with PEA using as standard. 1 – PEA; 2 – lipid solution extract of G. thermo-
denitrificans ArzA-6; 3 – mixture of PEA and lipid solution extract of G. thermo-
denitrificans ArzA-6. 
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Table 1 
FA composition (%) of geobacilli strains* 

Strains 
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G. caldoxylo-
silyticus ArzA-3 65 2.6 83 6 10 24.6 1.01 0.5 1.1 39.4 1.7 1.6 6.3 7.4 0.3 37.2 tr 3.8 - 

G. toebii ArzA-8  65 2.4 81 6 12 23.9 0.94 - 0.5 35.9 1.8 1.5 7.1 8.9 tr 37.9 1.1 4.6 tr 
G. toebii ArzA-33a 65 2.7 80 6 13 21.9 0.93 - Tr 35.1 1.8 1.6 6.9 8.2 tr 37.8 1.1 4.7 2.1 

G. thermodenitri-
ficans ArzA-6 

70 2.0 82 7 10  0.99 Tr 0.5 36.6 1.6 1.2 7.8 6.7 tr 36.9 1.4 6.4 tr 
65 2.6 83 8 9 37.4 1.17 0.2 Tr 41.1 1.4 1.1 7.0 6.8 tr 34.9 1.0 6.4 - 
60 2.3 82 10 7  1.23 0.6 Tr 41.0 1.3 1.9 6.9 6.6 1.1 33.2 tr 6.5 - 
55 1.4 80 10 9  1.35 1.0 - 42.2 1.1 3.1 7.0 6.1 1.0 31.2 tr 6.3 - 
45 1.1 79 11 9  1.49 1.2 - 42.8 0.8 3.8 7.2 5.8 1.3 28.7 tr 6.0 - 

aG. caldoxylosily-
ticus DSM 12041T 65 - 90 4 4 51.5 2.1 - - 56.7 1.7 1.1 6.8 2.2 - 26.7 - 2.5 - 
bG. toebii SK-1T 60 - 86 - - - 0.97 - - 34.03 - - 17.46 - - 34.86 - - - 
cG. thermodenitri-
ficans DSM 465T 65 - 78 8 13 27.8 1.04 0.4 0.38 35.64 1.79 1.28 8.07 6.77 - 34.23 1.61 6.4 0.55

 

* Values are the means of the least two determinations. 
tr: Trace amounts; -: Not detected.  
Abbreviation for FAME: i, iso-branched; ai, anteiso-branched; n, normal-elongated unbranched; C14:0-C18:0, saturated straight chains. 
aData from Fortina et al. (2001); bData from Sung et al. (2002); cData from Manachini et al. (2000) and Nazina et al. (2001). 
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The branched-iso-family was the most abundant component of the FAs mixture for 
all tested strains and greatly predominated over anteiso-branched FAs. The presence of 
branched FAs is considered to be a means of maintaining membrane fluidity; iso-
branched FAs generally have higher melting points, while anteiso-branched FAs 
typically have lower melting points. The studied bacterial strains contained less of the 
lower melting point pair (aiC15:0, aiC17:0) and more of the higher melting point pair 
(iC15:0, iC17:0). 

Unsaturated FAs were not detected. It is comprehensible: unsaturated FAs 
do not have appropriate properties suitable for maintaining membrane fluidity at 
higher temperature and they are not widespread in thermophilic microbes. 
Furthermore, in cold-adapted species the levels of unsaturated FAs or polyun-
saturated FAs are known to be relatively high [10, 21]. 

For G. thermodenitrificans ArzA-6 the change in FAs composition at 
different growth temperature were determined. At different growth temperatures 
the ratios of branched to straight and of iso- to anteiso-FAs did not change sig-
nificantly. The branched-chain FAs were major constituents at all temperature 
tested. The highest growth temperatures of the strain induced the synthesis of 
longer chains, while at the minimum temperature shorter chains were biosynthe-
sized. Study of FA profiles in relation to the different temperatures tested sho-
wed that iC17:0 were preferred at the higher growth temperatures and iC15:0 at 
the lower temperatures, accordingly the ratio of iC15:0/iC17:0 was decreased 
along with the temperature rise. With increasing temperature, a decrease of 
nC14 FAs and an increase of nC15-nC17 FAs were observed. Despite of trace 
amounts, nC18:0 were found only at the highest growth temperature.  

The strong presence of elongated, saturated and branched iso-FAs with 
high melting points and, on the other side, the absence of unsaturated acids with 
low melting points were detected for all tested thermophilic strains. The melting 
point of the major membrane constituents can be regarded as a factor influen-
cing the flexibility and stability of the membrane. Obtained results are in agree-
ment with previously published data, confirming significance of the membrane 
lipids structure and composition in thermophility formation [8, 10, 15, 21]. It 
was shown bacteria have elaborate mechanisms by which they regulate the FAs 
composition at temperatures just above the phase transition temperature [9]. 

The chemotaxonomic importance of ratio of the quantitatively predominant 
FAs i15C:0 and ai15C:0 for bacilli has been reviewed by Kaneda and later by 
Kampfer [2, 22]. It was shown for obligatory thermophilic bacilli at the optimal 
growth temperatures the i15C:0 was the predominant FA and 
i15C:0/ai15C:0>2. FA profiles of studied strains were compared with those of 
the following thermophilic reference strains: G. caldoxylosilyticus DSM 12041T 
[23], G. thermodenitrifcans DSM 465T [24, 25] and G. toebii SK-1T [26]. The 
ratio of i15C:0/ai15C:0 of studied thermophilic strains varied from 21.9 to 37.4 
(Table 1). This evidence and also high amounts of iC17:0 in all strains confir-
ming their affiliation to genus Geobacillus including only obligatory thermophi-
les. Thus, FAs analysis was used as chemotaxonomic approach for complete 
identification of isolates. 
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Polar Lipid Pattern and Fatty Acid Composition of Geobacilli 

 and Their Temperature Induced Changes  
 
Polar lipid patterns and fatty acid (FA) compositions of membrane of four geobacilli 

strains were analyzed. Phospholipids were found as the main polar lipids. The branched 
chain of iso- and anteiso- FAs were predominant, ranging from 80 % to 89 % of total FAs. 
The branched-iso-family FAs (iC15:0, iC17:0) were the most abundant components (73-
76.6 %). Unsaturated FAs were not detected. Temperature induced changes in polar lipids 
and FA composition were analyzed. With increasing temperature, a decrease of amino-
phospholipids and short straight (nC14) chains of FAs and an increase of phos-
phoglycolipids and long straight (nC15-nC17) chains of FAs were observed. The ratio of 
iC15:0/iC17:0 was decreased along with the growth temperature rise. FAs analysis was 
used as chemotaxonomic approach for complete identification of isolates. 

 
 

Հ. Հ. Փանոսյան, ՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամ Ա. Հ. Թռչունյան 
 

Գեոբացիլների բևեռային լիպիդների և ճարպաթթուների կազմը և դրանց 
ջերմաստիճանով մակածված փոփոխությունները 

 
Ուսումնասիրվել է չորս գեոբացիլների մեմբրանային բևեռային լիպիդների և 

ճարպաթթուների բևեռային լիպիդների և ճարպաթթուների (ՃԹ) կազմը: Հաստատվել 
է, որ բևեռային լիպիդներից գերակշռել են ֆոսֆոլիպիդները: Իզո- և անթեիզո-ճյուղա-
վորված ՃԹ-ները կազմել են գումարային ՃԹ-ների 80 – 90%-ը: Քանակապես գե-
րակշռել են իզո-ճյուղավորված (iC15:0, iC17:0) ՃԹ-ները՝ կազմելով ճյուղավորված ՉԹ-
ների 73 – 76.6%-ը: Չհագեցած ՃԹ-ներ չեն հայտնաբերվել: Ցույց է տրվել, որ բևեռային 
լիպիդների համամասնությունը և ՃԹ-ների կազմը կախված են ջերմաստիճանից: 
Ջերմաստիճանի բարձրացմանը զուգընթաց դիտվել է ամինալիպիդների և կարճ չճյու-
ղավորված ՃԹ-ների (nC14) քանակի նվազում ու ֆոսֆոգլիկոլիպիդների և երկար 
չճյուղավորված ՃԹ-ների (nC15-nC17) քանակի ավելացում: Ջերմաստիճանի բար-
ձրացմանը զուգընթաց iC15:0/iC17:0 հարաբերությունը նվազել է: Ճարպաթթուների 
վերլուծությունը կիրառվել է որպես քեմոտաքսոնոմիական մոտեցում ամբողջակա-
նացնելու շտամների նույնականացումը:  
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Состав полярных липидов и жирных кислот геобацилл  
и их температурные изменения 

 
Изучен состав полярных липидов и жирных кислот (ЖК) мембран четырех 

штаммов геобацилл. Установлено, что фосфолипиды являются основными поляр-
ными липидами изученных штаммов. Показано доминирование длинноцепочеч-
ных изо- и антеизо-разветвленных ЖК, составляющих 80-89% суммарных ЖК. 
Длинноцепочечные изо-разветвленные ЖК (iC15: 0, iC17: 0) оказались наиболее 
распространенными компонентами (73-76.6%). Ненасыщенные ЖК не обнару-
жены. Были обнаружены также изменения пропорции полярных липидов и сос-
тава ЖК, вызванные температурой. С повышением температуры наблюдалось 
уменьшение количества аминофосфолипидов и коротких неразветвленных (nC14) 
ЖК и увеличение количества фосфогликолипидов и длинных неразветвленных 
цепей (nC15-nC17) ЖК. Соотношение iC15:0/iC17:0 уменьшалось с повышением 
температуры роста. Анализ ЖК использаван как хемотаксономический подход 
для полной идентификации штаммов. 
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