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1. Introduction. This paper is devoted to an analysis of some Dirichlet 

type Hilbert spaces 2
Aω  of functions holomorphic in the upper half-plane 

{ }: : Im 0G z z
+ = > , which are similar to the case 2p = , 0γ =  of the considered 

in [1, 2] larger spaces 2

,Aω γ , though the new spaces are included in the Hardy 

space 2
H over G

+ . Initially, some extensions of the statements of Theorems 4, 5 

and 6 of [2] are proved, which relate with the orthogonal projection and 

isometry. Then, the spaces 2 2
A Hω ⊂  are introduced by the requirement that the 

derivative of a function belongs to a larger space 2

,0Aω , and some results on 

representations, boundary properties, isometry with 2
H , interpolation, 

biorthogonal systems and bases are obtained for the spaces 2 2
A Hω ⊂ . The 

reproducing kernel of the considered spaces 2
Aω , which also provides the 

approximations, in a sense is better than the Cauchy kernel or rational functions 
[3], since its singularity on the real axis can be integrable. 

2. Extension of the Results on 2

,0Aω  Spaces. This section gives some 

extension of the statements of Theorems 4, 5 and 6 of [2] to some spaces 2

,0Aω , 

where the functions are restricted by some other condition at ∞ . We start by 
several definitions from [1, 2].  

Definition 2.1. 2

,Aω γ  (0 , 2)p γ< < +∞ − ∞ < ≤  is the set of those 

holomorphic in G
+  functions f  which satisfy the Nevanlinna type condition   

                      ( ) ( )
1 /

1
liminf log Re sin 0,

2

i

R
f d

R

π χ
π β θ

β

π ϑ β
ϑ

π β

−
− +

→+∞

 −
=  − 

∫                (2.1) 
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For sufficiently small 0ρ >  and arcsin
2R

ρ π
β χ= = − , and simultaneously 

  ( )
( )

, ,
: ,

(1 | |)

pp

p G

d z
f f z

z

ω
γω γ

µ
+

= < +∞
+∫ ∫                              (2.2) 

where ( ) ( )2d x iy dxd yωµ ω+ =  and it is supposed that ω  is of a class αΩ  

( 1 )α− ≤ < +∞ , i.e. ω  is given in [ )0,+ ∞  and satisfies the following conditions: 

(i) ω  is non-decreasing in [ )0,+ ∞ , (0) 0ω =  and there exists a strictly    

decreasing sequence 0kδ ↓  such that also ( )kω δ  is strictly decreasing; 

(ii) 1( )t t
αω +

≻≺  for some 0 0∆ ≥  and any 0 t∆ ≤ < +∞  

( ( ) ( )f t g t≻≺  means that 1 2( ) ( ) ( )m f t g t m f t≤ ≤  for some constants 1,2 0m > ). 

The Lebesgue space ,

p
Lω γ  is assumed to be the set of those functions in G

+ , 

which satisfy only the condition (2.2). 

Note that 2

,Aω γ  (1 , 1, , 1)p αγ ω α≤ < +∞ − ∞ < < ∈ Ω ≥ −  is a Banach space 

with the norm (2.2) (see Proposition 1.2 in [1]) and it becomes a Hilbert space 
for 2p = . Later we shall deal with the M. M. Djrbashian kernel 

0 0 0
( ) : , ( ) : ( ) ( )

( )

izt tx txdt
C z e I t e d x x e x dx

I t
ω ω

ω

ω ω
+∞ +∞ +∞− −= = =∫ ∫ ∫  

 (see Section 2 of [2]) which for any αω ∈ Ω  ( 1 )α− ≤ < +∞  is holomorphic in 

G
+  and becomes the 2 α+ -order of the ordinary Cauchy kernel when 

1( )t t
αω += ( 1)α > − . Note that if �ω  is the Volterra square of ω , i.e. �(0) 0ω =  and 

�
0

( ) ( ) ( ), 0 ,
x

x x t d t xω ω ω= − < < +∞∫                            (2.3) 

Then � 1 2αω +∈ Ω  and �

2 ( ) ( )I x I xω ω
=  (0 )x< < +∞  by Lemma 4 of [2]. 

Theorem 2.1. If αω ∈ Ω ( 1 )α− ≤ < +∞  and (0) 0,ω =  then: 

1
0
. The orthogonal projection of 2

,0Lω  to 2

,0Aω  can be written in the form 

1
( ) ( ) ( ) ( ), .

2 G
P f z f w C z w d w z Gω ω ωµ

π +

+= − ∈∫∫    (2.4) 

2
0
. The following representations are true for any function  2

,0f Aω∈ : 

1
( ) ( ) ( ) ( )

2 G
f z f w C z w d wω ωµ

π +
= −∫∫  

1
Re{ ( )} ( ) ( ), .

G
f w C z w d w z Gω ωµ

π +

+= − ∈∫∫  (2.5) 

Remark 2.1. In the case of power functions 1( )t t
αω += ( 1)α > − , formulas 

(2.5) become the representations found in [8] (see also in [9]). For absolutely 
continuous measures $d\omega$ and spaces defined in a somehow different 
way, over multidimensional tube domains, the first line of (2.5) was obtained in 
[10, 11]. 

The next theorem is the analog of the Paley-Wiener Theorem for 2

,0Aω . 
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Theorem 2.2. If αω ∈ Ω ( 1 )α− < < +∞  and (0) 0,ω =  then the space 2

,0Aω  

coincides with the set of functions representable in the form 

2

0

1 ( )
( ) , , (0, ),

2 ( )

izt t
f z e dt z G L

I tωπ

+∞ +Φ
= ∈ Φ ∈ +∞∫     (2.6) 

where 2 2
,0(0, )L A

f
ω+∞

Φ = , and 

�
0

1
( ) ( ) (2 ),

( )

tv

vt e f t d v
I tω

ω
+∞ −Φ = ∫      (2.7) 

where �
vf  is the Fourier transform of the function f  on the level iv . 

Remark 2.2. For somewhat different spaces over tube domains of n
C  with 

absolutely continuous measures ( )t dtω , an analog of Theorem 2.2 is proved in 

[10]. 

Remark 2.3. Let 
1

S αα

+∞

=−
= Ω∪ . Then, the union of spaces 2

,0S
Aωω∈∪  

coincides with the set of all functions representable in the form 

0
( ) ( ) , ,itzf z e t dt z G

+∞ += Ψ ∈∫  

where 2( ) (0, )t
e t L

ε− Ψ ∈ +∞  for any 0ε > . 

Theorem 2.3. If αω ∈ Ω ( 1 )α− < < +∞ , (0) 0ω =  and �ω  is the Volterra 

square of ω  (2.3), then the space �

2

,0
A

ω
 coincides with the set of all functions 

representable in G
+  in the form 

1
( ) ( ) ( ) ,

2
f z C z t t dtω ϕ

π

+∞

−∞
= −∫    where   2 ( , ).Lϕ ∈ −∞ +∞             (2.8) 

For any �

2

,0
,f A

ω
∈  the function  

0
0

( ) ( ) : ( ) ( )z L f z f z i dωϕ σ ω σ
+∞

= = +∫  

is the unique one in the Hardy space 2
H  over G

+ , for which (2.8) is true. 

Besides, 
�

2 2
,0

0 H A
f

ω

ϕ = , and 0ϕ ϕ−  is orthogonal to 2H  for any function 

2 ( , )Lϕ ∈ −∞ +∞  which provides the representation (2.8). Further, the operator Lω  

is an isometry �

2 2

,0
A H

ω
→ , and the integral (2.8) defines 1

Lω
−  in 2H . 

3. Definition of Dirichlet type spaces 2
Aω , representations, isometry, a 

boundary property. Now we introduce some Dirichlet type spaces 2
Aω  which 

are subsets of the Hardy space 2H  in G
+ . Then we prove some representations, 

an isometry formula and some boundary properties of functions from 2
Aω . 

Definition 3.1. Assuming that 0 αω ∈ Ω (0 )α≤ < +∞  is continuously 

differentiable in (0, )+∞  and 0 ( )x Mxω ≥ (0 )x< < +∞  with some 0M > , we set 

0 0( ) : '( )x xω ω=  and 
1 0 0

0
( ) : ( ) ( ),

x

x x t d tω ω ω
+

= −∫   0 ,x< < +∞  

and define 2
Aω  as the set of those functions f  holomorphic in G+ , for which  

1

2

,0'f Aω∈  and  lim ( ) 0,
y

f x iy
→+∞

+ =   .x−∞ < < +∞                    (3.1) 
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Also, we set 2 2
,01

: '
A A

f f
ω ω

= . 

Note that the above definition is correct, since 1 1 2αω +∈ Ω  by Lemma 4 of 

[2]. Everywhere below, the functions ,ω 0ω  and 1ω  are assumed to be as above. 

Further, one can see that Lemma 4.2 in [12] is true also when there 0,α =  and 

therefore, if 0 'ω ω=  is a positive, nonincreasing in (0, )+∞  function such that 

1
1

0
0
{ '( )} ,t t dtω − < +∞∫  then for any z x iy G+= + ∈  

0

1 ( )
( ) ,

( )

d t
C z L

iz i z it
ω γ

γ+∞ 
= = − − +  ∫

 

where γ  is a nondecreasing function in (0, )+∞ , such that (0) 0γ =  and 
1

0( ) [ '( )] ,t tγ ω −≤ 0 ,t< < +∞  and hence the function Cω  is holomorphic out of the 

negative imaginary half-axis, and the origin is an integrable singularity. 
One of the representations of the next theorem is an analog of that of the 

Paley-Wiener Theorem (see, eg. [13], Theorem 11.9 at p. 186), while the other 

one gives an explicit isometry between 2
Aω  and the Hardy space 2H  over the 

half-plane.  

Theorem 3.1. 10. 2
Aω  is a Hilbert space and 2 2

A Hω ⊂ . Besides, 2
Aω  

coincides with the set of all functions representable in the form 

0

1 ( )
( ) , ,

2 ( )

izt t
f z e dt z G

i I tωπ

+∞ +Φ
= ∈∫                       (3.2) 

where 2 (0, ),LΦ ∈ +∞  and 2 2(0, )
.

L A
f

ω+∞
Φ =   

20. 2
Aω  coincides with the set of all functions representable in G

+  as  

21
( ) ( ) ( ) , ( ) ,

2
f z C z t t dt z H

i
ω ϕ ϕ

π

+∞

−∞
= − ∈∫                  (3.3) 

where 2 2 .
H A

f
ω

ϕ =  Formula (3.3) defines an isometry 2 2
H Aω→ , the inversion 

of which is  

0
( ) ( ) : '( ) ( ) , .z L f z f z it t dt z Gωϕ ω

+∞ += = + ∈∫          (3.4) 

The functions of the Dirichlet type spaces 2
Aω  possess nontangential 

boundary values out of some exceptional, zero omega-capacity sets on the real 
axis. Note that the mentioned omega-capacity is introduced in [14] as a 
generalization of the considered in [7] half-plane analog of Frostman’s well-
known alpha-capacity. Below, we give a somehow modified, but equivalent to 
that of [14] definition. 

Definition 3.2. Let ( , )E ⊆ −∞ +∞  be a Borel measurable set. Then E  is of 

positive ω -capacity, or ( ) 0,C Eω >  if for any 0R >  there exists a finite Borel 

measure 0σ ≥  supported on ( , ),E R R∩ − ( ( , )),E R Rσ ∩ −≺  such that  

: sup ( ) ( ) .
R

R
R

z G

S C z t d tω σ
+ −

∈

= − < +∞∫  
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If there is not such a measure, i.e. 
RS = +∞ for some 0R >  and any finite, 

nonnegative Borel  measure ( , ),E R Rσ ∩ −≺  then E  is of zero ω -capacity, or 

( ) 0.C Eω =  

Proposition 3.1. Since the functions 2
f Aω∈  possess representations of the 

form (3.3), Lemma 4.4 of [14] implies that these functions have nontangential 

boundary values ( )f x  at all points ,x−∞ < < +∞  except a set of zero omega-

capacity. 

4. Biorthogonal systems, bases and interpolation. The explicit form 

(3.3) of an isometry between the Hardy space 2
H  over the half-plane G

+  and 

the spaces 2
Aω  permits to convert any result of additive character in 2

H  into a 

similar statement in 2
Aω . In particular, for 2p =  the results of [15, 16] on 

biorthogonal systems and interpolation in p
H (1 )p< < +∞  imply some similar 

statements in 2
Aω . Almost all of these statements are given in the below 

propositions. For simplicity, we  assume that 1{ }kz
∞  is a sequence of pairwise 

different points in G
+ . It is said that 1{ } ,kz

∞ ∈ ∆  if the sequence 1{ }kz
∞  is 

uniformly separated, i.e. 

1
1,

inf 0.
j k

k
j j k j k

z z

z z
δ

∞

≥
= ≠

−
= >

−
∏                                   (4.1) 

Note that this relation implies the validity of the Blaschke condition 

2
1

Im

1

k

k
k

z

z

∞

=

< +∞
+

∑                                       (4.2) 

which is necessary and sufficient for the convergence of the Blaschke product 
2

2
1

1
( )

1

kk

k kk

zz z
B z

zz z

∞

=

+−
=

+−
∏  

 with zeros at 1{ }kz
∞  to a holomorphic function everywhere in the finite complex 

plane, except the closure of the set 1{ }kz ∞ . 

 The inequality (3.21) of [15] is transferred to the following proposition. 

Proposition 4.1. If 1{ } ,kz
∞ ∈ ∆  then for any function 2

f Aω∈  the following 

inequality is true: 
2 2

1
Im ( ) ,

k kk
z L f z C fω

∞

=
≤∑  where 0C >  is a constant 

independent of f . 

Before giving some other propositions on approximation and interpolation 

in 2 ,Aω  note that the functions 

1
( )k

k

r z
z z

=
−

   and   
( )

( ) ,
k

k

B z
z

z z
Ω =

−
  1,2,...,k =  

are of 2H  in .G
+  Hence, all functions 1

,( ) : ( )k kL r z r zω ω
− =  and 1

,( ) : ( )k kL z zω ω
− Ω = Ω  

( 1,2,...)k =  are of 2 ,Aω  and one can verify that ( ) ( ).k kr z iC z zω= − −  Theorem D 

and some other results of [15] imply the following statement. 
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Proposition 4.2. If the sequence 1{ }kz
∞  does not satisfy the Blaschke 

condition, i.e. the series (4.2) is divergent, then the systems 1{ ( )}kiC z zω
∞− −  and 

, 1{ ( )}k zω
∞Ω  are complete in 2

Aω . 

Further, a transformation in the conditions (1.16), (1.17) of [15] (or (2.2), 

(2.3) of [16]) leads to the introduction of a subset 2 2{ }kA z Aω ω⊂  of functions f  

for which there exist some 2
g H∈  such that for almost all x−∞ < < +∞  the non-

tangential boundary values of ( ) ( )g z B z−  from inside the lower half-plane 

{ : Im 0}G z z
− = <  coincide with those of the function 2

L f Hω ∈  form inside .G
+  

Evidently, 2 2{ }kA z Aω ω⊂  can be considered only under the condition (4.2). By 

Theorem 2 of [16] we get the following proposition. 

Proposition 4.3. The systems 1{ ( )}kiC z zω
∞− −  and , 1{ ( )}k zω

∞Ω  are 

biorthogonal: 

( ) 2,

1, ,
( ), ( )

0, .
k

A

if k
iC z z z

if kω
ω ν ω

ν

ν

=
− − Ω = 

≠
 

The next proposition is implied by Lemmas B and 1.1 of [15]. 

Proposition 4.4. If 2 ,f Aω∈  then: 

10. f  belongs to 2{ }kA zω  if and only if  

( )1
( ) 0, ,

2 ( )

L f t dt
z z G

i B t t z

ω

π

+∞ +

−∞
Ψ = ≡ ∈

−∫  

where ( )L f tω  and ( )B t  are the boundary values of 2( )L f z Hω ∈  and 
2 .B H∈  

20. The following orthogonal decomposition is true: ( ) ( ) ( )f z F z R z= +  

( ),z G
+∈  

2 2 2

2, 2, 2,
,f F R

ω ω ω
= +  where 2{ },kF A zω∈ 1 2[ ] .R L B Aω ω

−= Ψ ∈  

By Theorems 4.1 and 5.2 of [15] we get the next proposition. 

Proposition 4.5. Each of the systems 1{ ( )}kiC z zω
∞− −  and , 1{ ( )}k zω

∞Ω  is a 

basis in 2{ }kA zω  if and only if  1{ } .kz
∞ ∈ ∆  

Using formulas (4.29), (4.31) and a formula from the proof of Theorem 5.2 
in [15] we get the next proposition. 

Proposition 4.6. If  1{ } ,kz
∞ ∈ ∆  then any function 2{ }kf A zω∈  is 

representable in G
+  by both series  

,

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k

k k

f z c f C z z L f z zω ω ω

∞ ∞

= =

= − = Ω∑ ∑    with   ( ),( ) , ,k kc f f ω= Ω  

which converge in the norm of 2
Aω  and uniformly inside .G

+  

Theorem 4.2 of [15] implies the next proposition. 

Proposition 4.7. If 1{ } ,kz
∞ ∈ ∆  then any function 2

f Aω∈  is representable as 

1
( ) ( ) ( ) ( ),k kk

f z c f C z z zω ψ
∞

=
= − +∑  where the series is convergent in 2

Aω  and 

uniformly in ,G
+  and the following inclusions are true: 1( ) [ ( ) ( )]z L B z zωψ −= Ψ  

and 
( ) 21

2 ( )
( ) .

L f t dt

i B t t z
z Hω

πψ
+∞

−−∞
= ∈∫  
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By Theorems 5.1 and 5.2 of [15] we get the next proposition. 
Proposition 4.8. The following statements are true. 

10. If 1{ }kz
∞ ∈ ∆  and 1{ }kw

∞  is a sequence of complex numbers for which  

2

1

Im ,k k

k

A z w
∞

=

= < +∞∑ then there is a unique function 2

0 { }kf A zω∈  such that 

0 ( )k kL f z wω =  ( 1,2,...)k =  and 2
0

0 ,
f A

f C A
ω

δ∈
≤  where 0Cδ >  is a constant 

depending solely on δ  of (4.1). This function is expanded in the series  

0 ,

1

( ) ( ), ,k k

k

f z w z z Gω

∞
+

=

= Ω ∈∑  

which  converges in the norm of 2
Aω  and uniformly inside .z G

+∈  

20. Conversely, if the set of the sequences { }1/2

1
(Im ) '( )

k k
z f z

∞
 with all 

possible functions 2
f Aω∈  coincides with the space 2

l  of sequences of complex 

numbers, which possess finite sums of squares of modules, then 1{ }kz
∞ ∈ ∆ . 
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A. M. Jerbashian, J. Pejendino 

 

On Dirichlet Type Spaces 
2

ωA  over the Half-Plane 

 
Some extensions of the results of the first author related with the Hilbert spaces 

2

ω,0A  of functions holomorphic in the half-plane are proved. Some new Hilbert spaces 

2

ωA  of  Dirichlet type are introduced, which are included in the Hardy space 
2H  over 

the half-plane. Several results on representations, boundary properties, isometry, 

interpolation, biorthogonal systems and bases are obtained for the spaces 
2 2

ωA H⊂ . 

 
ԱԱԱԱ. . . . ՄՄՄՄ. . . . ՋրբաշյանՋրբաշյանՋրբաշյանՋրբաշյան, , , , ՋՋՋՋ. . . . ՊեքենդինոՊեքենդինոՊեքենդինոՊեքենդինո    

    

Դիրիխլեի տիպի Դիրիխլեի տիպի Դիրիխլեի տիպի Դիրիխլեի տիպի 2

ωA տարածություններ կիսահարթությունումտարածություններ կիսահարթությունումտարածություններ կիսահարթությունումտարածություններ կիսահարթությունում    

 
Տրված են համահեղինակներից առաջինի՝ կիսահարթությունում հոլո-

մորֆ ֆունկցիաների 2
,0Aω  տարածություններին վերաբերող որոշ արդյունք-

ների ընդլայնումներ։ Ներմուծված են նոր, Դիրիխլեի տիպի, հիլբերտյան 2Aω  

տարածություններ, որոնք պարունակվում են կիսահարթության Հարդիի 2
H  

տարածության մեջ։ 2 2A Hω ⊂ տարածություններում ստացված են արդյունք-



 202 

ներ ներկայացումների, եզրային հատկությունների, իզոմետրիայի, ինտերպո-
լյացիայի, բիորթոգոնալ համակարգերի և բազիսների վերաբերյալ։ 
 

А. М. Джрбашян, Дж. Пехендино 
 

Пространства 
2

ωA типа Дирихле в полуплоскости 

 
Даны расширения некоторых результатов первого из соавторов, относящиеся 

к пространствам 2
,0Aω  функций, голоморфных в полуплоскости. Введены новые 

гильбертовы пространства 2
Aω  типа Дирихле, содержащиеся в пространстве 2

H  

Харди. В пространствах 2 2A Hω ⊂ получены результаты о представлениях, гра-

ничных свойствах, изометрии, интерполяции, биортогональных системах и ба-
зисах. 
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Нормально плоские полусимметрические 

подмногообразия в евклидовых пространствах 

 
(Представлено академиком В. С. Захаряном 16/V 2018) 

 

Ключевые слова: полусимметрические подмногообразия, конусы, 
эйнштейновы и  полуэйнштейновы подмногообразия.  

 
1. Введение. Пусть M − m -мерное гладкое риманово многообразие с 

метрикой g , римановой связностю ∇  и тензором кривизны R . Тензор 

Риччи 1R  типа (1,1) определяется следующим образом: если ( )1, , me e −⋯  
локальный базис ортонормальных касательных векторных полей на M , то 

для любого касательного векторного поля X  полагаем ( )1R X =

 
( )

1

,
m

i i
i

R X e e
=

=∑ . В каждой точке x M∈  тензор 1R  действует как симметри-

ческий эндоморфизм касательного пространства ( )MTx . При IR λ=1  

( constλ = , −I тождественное преобразование) многообразие M  

называется эйнштейновым, а при −= 01R риччи-плоским. Операторы 

кривизны [ , ]
( , ) X Y Y X X YR X Y = ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ действуют как дифференцирования 

тензорной алгебры на M , например, 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1, , ,R X Y R Z R X Y R Z R R X Y Z= − , 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ( , ) , ( , ) , ,R X Y R U V W R X Y R U V W R R X Y U V W= − −

 ( , ( , ) ) ( , ) ( , ) ,R U R X Y V W R U V R X Y W− −

 где , , , , ,X Y Z U V W − произвольные касательные векторные поля на M . Тен-

зорное поле T называется параллельным, если 0X T∇ =   для любого X . 

Если же ( ), 0R X Y T =  для любых , ,X Y  то оно называется полупараллель-

ным. 

Римановы многообразия с параллельным тензором кривизны называ-

ются локально симметрическими, с полупараллельным тензором кривизны 

Հատոր 

Том 

Volume 
118 2018           № 3 
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– полусимметрическими, а с полупараллельным тензором Риччи−риччи-

полусимметрическими. Верны импликации: 

( )1 10 0 , 0R R R X Y R∇ = ⇒∇ = ⇒ = , ( ) ( ) 10 , 0 , 0R R X Y R R X Y R∇ = ⇒ = ⇒ = . 

Общая структурная теорема для полусимметрических многообразий 

была установлена З. Сабо [1], а для риччи-полусимметрических многооб-

разий – автором [2]. Настоящая работа посвящена исследованию нормаль-

но плоских полусимметрических подмногообразий в евклидовых прост-

ранствах. 

2. Пространства дефектности и относительной дефектности. 

Пусть M  является m -мерным подмногооборазием n -мерного евклидова 

пространства nE . Если −∇
~

 риманова связность на nE , то для любых каса-

тельных к M  векторных полей YX ,  и любого нормального к M  вектор-

ного поля ξ  имеем (см. [3, 4]) 

( ),,
~

2 YXYY XX α+∇=∇ ( ) ξξ ξ
⊥∇+−=∇ XX XA

~
, 

где YX∇  и ( )XAξ  в точке Mx ∈  принадлежат касательному пространству 

( )MTx , а ( )YX ,2α  и −∇⊥ξX нормальному пространству ( )MTx
⊥ . Эти фор-

мулы определяют на M  связность Леви-Чивита ∇ , нормальную 

связность ⊥∇  и вторую фундаментальную форму 2α .Тензоры кривизны R  

и ⊥R  связностей ∇ , ⊥∇   определяются равенствами 

( ) [ ]ZZZZYXR YXXYYX ,, ∇−∇∇−∇∇= ,  ( ) [ ]ξξξξ ⊥⊥⊥⊥⊥⊥ ∇−∇∇−∇∇= YXXYYXYXR ,, . 

При 0=R  подмногообразие M  называется локально евклидовым, а при 

−=⊥ 0R  нормально плоском. Тензор Риччи 1R  подмногообразия M  опре-

деляется через тензор кривизны R  так же, как и для риманова многооб-

разия. Вектор средней кривизны H  определяется по формуле 2αtrH = .  

Если 0=H , то подмногообразие называется минимальным.  

Пространства дефектности (0)

xT  и относительной дефектности xT ′  под-

многообразия M  в точке x  определяются, соответственно, формулами  
(0)

{ ( ) : ( , ) 0 ( )}x x xT X T M R X Y Y T M= ∈ = ∀ ∈ ,   

2{ ( ) : ( , ) 0) ( )}x x xT X T M X Y Y T Mα′ = ∈ = ∀ ∈ . 

Эти понятия были введены и использованы Чженем и Кюйпером [5]. Чи-

сла (0)
dimx xTµ =  и dimx xTν ′=  называются индексом дефектности и индек-

сом относительной дефектности подмногообразия М  в точке x . Имеет 

место включение (0)

x xT T′ ⊂ . Интегральное многообразие (0)M  распреде-

ления (0)T  является локально евклидовым в индуцированной метрике и 

вполне геодезическим в M . Интегральное многообразие распределения 

T ′  представляет собой плоскость. Ортогональное дополнение (1)

xT  про-

странства (0)

xT  в ( )xT М  относительно римановой метрики на М  называет-

ся пространством кодефектности в точке x , а его размерность – индексом 

кодефектности М  в этой точке. Подмногообразие M  с ненулевым индек-

сом дефектности называется полуэйнштейновым, если тензор Риччи 1R  в 
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каждой точке x M∈  имеет на (1)

xT  только одно ненулевое собственное 

значение [2].     

Изометрическое погружение nEM →  называется произведением по-

гружений 
ϕϕ nEM → , если rMMM ××= ⋯1 , 

rnnn EEE ××= ⋯
1

 и любые два 

подпространства 
ϕnE  и 

ψnE ( )ψϕ ≠  ортогональны в nE . В этом случае го-

ворят, что M  является прямым произведением подмногообразий 

rMM ,,1 ⋯  или, просто, является приводимым как подмногообразие. Если 

изометрическое погружение nr EMMM →××= ⋯1 неприводимо в nE  как 

подмногообразие, то оно называется сплетающимся произведением под-

многообразий rMM ,,1 ⋯ [6]. 

3. Редукция условий. Пусть ( )nO E − главное расслоение ортонорми-

рованных реперов { }neex ,,, 1 ⋯  в евклидовом пространстве nE . Отождест-

вляя точку x  со своим радиус-вектором, будем иметь  

A
A edx ω= ,         B

B
AA eed ω=  ,       0=+ B

A
A
B ωω , nBA ,,1,, ⋯⋯ = . 

Отсюда, путем внешнего дифференцирования, получим следующие  

структурные уравнения: A
B

BAd ωωω ∧= , B
C

C
A

B
Ad ωωω ∧= . Если −M m -

мерное подмногообразие в nE , тогда расслоение ( )nEO  может  быть 

приведено к главному расслоению ( )nEMO ,  адаптированных 

ортонормреперов { 1, , ,x e ⋯ }1, , ,m m ne e e+ ⋯ , характеризуемых тем, что 

( ) ,i xe T M∈
 ( ), , 1, , ,i j m=⋯ ⋯

 
( ),MTe x

⊥∈α ( ), , 1, ,m nα β = +⋯ ⋯ (см. [4]). В 

силу этого по известной схеме (см. [7-9]) получим 0=αω , j
jii h ωω αα = , 

αα
ijji hh = , где функции −α

jih компоненты формы 
2α . Компоненты j

lkiR , 

,
β
α lkR kiR  тензоров  кривизны R , ⊥R  и тензора Риччи 1R  выражаются 

через α
jih  по формулам 

   ∑−=
α

αα
jlki

j
lki hhR ][ ,  ∑−=

i

ilkilk hhR βαβ
α ][ , ( )∑ −==

α

αααα
ki

l
kli

l
lkiki hHhhRR , 

где αα
lk

l
k hh = , а ∑=

l

llhH αα  − компоненты вектора средней кривизны H .   

Известно (см. [7-9]), что условия полупараллельности тензоров R , 1R , со-

ответственно, имеют cледующй вид: 0
l p l p l p p l
p j k i i p k j i j p k i j k pR R R RΩ + Ω + Ω − Ω = , 

0=Ω+Ω k
jki

k
ijk RR , где j

kΩ , −Ωβ
α формы кривизны связностей ∇ , ⊥∇ .                                              

Пусть подмногообразие M  является нормально плоским, т.е. 0=β
α jiR . 

Тогда все матрицы α
jih  коммутируют между собой и в некотором  орто-

номрепере одновременно могут  быть приведены к диагональному  виду 

jii δλ α .Тогда kiikiR δρ= , где ( )2

[ ]i i iHα α α

α

ρ λ λ= −∑ . Нормальные векторы 

α
αλ en ii =  называются главными векторами кривизны (г.в.к.) нормально 
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плоского подмногообразия в nE . Очевидно, что mnnH ++= ⋯1 . 

Если −>< , скалярное произведение в nE , то прямым вычислением получим 
2

,j j jn H nρ = − < > ,  ( ) ,i j ijij i j i jk e e R n nα α

α

λ λ∧ = − = =< >∑ , 

( ) ( ) ,ijkl il jk ik jl i j il jk ik jl i jR n nα α

α

δ δ δ δ λ λ δ δ δ δ= − = − < >∑ ,            (1) 

где )( ji eek ∧ − секционная кривизна. Из (1) следует, что если секционная 

кривизна подмногообразия M  постоянна, т.е. qeek ji =∧ )( , то jkR =
 

( 1)
il

ijkl jkR q mδ δ= = − . В этом случае M (dim 2)M m= ≥ ) будет риччи-

плоским тогда и только тогда, когда оно локально евклидово.    

Для нормально плоского подмногообразия M  условия полупарал-

лельности тензора Риччи получены в [7] и [10]. Поскольку 
kj

kj
jk

kj
j
k nn ωωωωλλ α

α

α ∧><=∧−=Ω ∑ , , то     

( , , , , )

( , , , , )

( , , , , )

( , , , , ) .

p p p p
p j kl i i p kl j i j pl k i j kp l

l i
jk l j i l i j l i

k j
il k i k j i j k j

i k
jl k j i k i j k i

j l
ik l i l j i j l j

R R R R

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

δ ω ω

δ ω ω

δ ω ω

δ ω ω

Ω + Ω + Ω + Ω =

= < >< > − < >< > ∧ +

+ < >< > − < >< > ∧ +

+ < >< > − < >< > ∧ +

+ < >< > − < >< > ∧

 

Преобразуя правую часть, будем иметь 

, , , ,

, , , , .

p p p p
p j kl i i p kl j i j pl k i j kp l

l i k j
jk i l l i j il k j k j i

i k j l
jl i k k i j ik l j l j i

R R R R

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

δ ω ω δ ω ω

δ ω ω δ ω ω

Ω + Ω + Ω + Ω =

= < >< − > ∧ + < >< − > ∧ +

+ < >< − > ∧ + < >< − > ∧
       

(2)

 
Рассмотрим несколько случаев. Если в (2) все индексы имеют попарно 

различные значения, то правая часть равна нулю и, следовательно, усло-

вие полусимметричности 0=Ω+Ω+Ω+Ω p
lkpji

p
kplji

p
jklpi

p
ikljp RRRR  выпол-

няется. Легко проверить, что это условие также выполняется, если в 

(2) k l=  или i j= . Пусть в (2) jllkji =≠≠ ,, . Тогда из (2) получим 

, , .
p p p p i k

p j kj i i p kj j i j pj k i j kp j i k k i jR R R R n n n n n ω ωΩ + Ω + Ω + Ω =< >< − > ∧  

Отсюда следует, что левая часть будет равна нулю тогда и только тогда, 

когда , , 0i k k i jn n n n n< >< − >=  для любых трёх различных значений 

индексов , ,i j k . Точно такой же результат получим при jklkji =≠≠ ,, , а 

также при illkji =≠≠ ,,  или iklkji =≠≠ ,, . 

Таким образом, с учётом результатов, полученных в [7] и [10], за-

ключаем, что для нормально плоского подмногообразия в nE  необходи-

мые и достаточные условия полупараллельности тензора кривизны R  и 

тензора Риччи 1R  имеют, соответственно, следующий вид: 

, , 0i k j i kn n n n n< − >< >= ,                                        (3) 

, , 0i k i k i kn n n n H n n< − + − > ⋅ < >=                                  
(4)
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при любых различных значениях индексов. Условие (3) было приведено в 

[7] без доказательства. Покажем, что из (3) следует (4). Действительно, 

если в (3) , 0i kn n< >= , то (4) выполняется. Если в (3) , 0i kn n< >≠ , то 

, 0i k jn n n< − >= . Суммируя последнее равенство по ( , )j j i j k≠ ≠ , получим 

0, >=−+−< Hnnnn kiki . Следовательно, условие (4) также выполняется.  

Из (3) следует, что множество всех г.в.к. нормально плоского полу-

симметрического подмногообразия естественным образом разбивается на 

группы (0) (1) ( ), , , tW W W⋯  так, что векторы, принадлежащие разным груп-

пам, ортогональны, а векторы, принадлежащие одной и той же группе, 

удовлетворяют условию , 0i k jn n n< − >= . Из приведённых выше равенств 

следует, что при соответствии, устанавливаемой формулой 
2

j jnρ = −
 

, jH n− < > , группы (0) (1) ( )
, , ,

tW W W⋯  соответствуют различным соб-

ственным значениям тензора Риччи. Будем считать, что группа (0)W  соот-

ветствует нулевому собственному значению, а (1) ( ), , tW W⋯  соответствуют 

ненулевым собственным значениям 1 , , tρ ρ⋯  тензора Риччи 
1R . Заметим, 

что некоторые из групп ( ) , 0W σ σ > , вообще говоря, могут содержать вза-

имно ортогональные векторы. Речь идёт о тех векторах ,i kn n  из ( )W σ , ко-

торые удовлетворяют как условию , 0i k jn n n< − >= , так и условию 

, 0i kn n< >= . Однако все векторы в ( )W σ  не могут быть взаимно орто-

гональны, поскольку в этом случае соответствующие компоненты тензора 

кривизны, а следовательно, и соответствующее собственное значение σρ  

тензора Риччи будут нулевыми. 

4. Полусимметрические эйнштейновы подмногообразия. В [6] для 

риччи-полусимметрических подмногообразий была доказана следующая 

Теорема 1. В евклидовом пространстве nE  нормально плоское под-

многообразие M  удовлетворяет условию 0),( 1 =RYXR  тогда и только 

тогда, когда оно является открытой частью одного из следующих  под-
многообразий: (1) нормально плоского двумерного подмногообразия, (2) 
нормально плоского эйнштейнова подмногообразия, (3) нормально плос-
кого полуэйнштейнова подмногообразия, (4) нормально плоского сплетаю-
щегося произведения полуэйнштейновых подмногообразий и риччи-плоско-
го подмногообразия (возможно размерности ноль), (5) прямого произве-
дения перечисленных выше классов подмногообразий. 

В силу импликации ( ) ( ) 0,0, 1 =⇒= RYXRRYXR  и мультипликативно-

сти условия ( ) 0, =RYXR  эта теорема справедлива также для полусим-

метрических подмногообразий. Однако поскольку обратная импликация 

( ) ( ) 0,0, 1 =⇒= RYXRRYXR , вообще говоря, неверна, то каждое эйнштей-

ново или полуэйнштейново подмногообразие, будучи риччи-полусиммет-
рическим, может не быть полусимметрическим. Поэтому для полусимме-

трических подмногообразий теорему 1 можем перефразировать следую-

щим образом.  
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Теорема 2. В евклидовом пространстве nE  нормально плоское под-

многообразиеM  удовлетворяет условию ( ) 0, =RYXR  тогда и только тог-

да, когда оно является открытой частью одного из следующих подмного-
образий: (1) нормально плоского двумерного подмногообразия, (2) нор-
мально плоского эйнштейнова полусимметрического подмногообразия, (3) 
нормально плоского полуэйнштейнова полусимметрического подмногооб-
разия, (4) нормально плоского сплетающегося произведения полуэйнштей-
новых полусимметрических подмногообразий и риччи-плоского подмного-
образия (возможно размерности ноль), (5) прямого произведения перечис-
ленных выше классов подмногообразий.  

Поскольку нормально плоские двумерные подмногообразия автома-

тически являются полусимметрическими, то из теоремы 2 следует, что 

проблема исследования нормально плоских полусимметрических подмно-

гообразий сводится к исследованию нормально плоских эйнштейновых и 

полуэйнштейновых полусимметрических подмногообразий. 

Пусть M ( dim 3M ≥ ) является внутренне неприводимым нормально 

плоским эйнштейновым полусимметрическим подмногообразием в nE  с 

ненулевой эйнштейновой константой ρ . Тогда индекс дефектности равен 

нулю, т.е. 0µ = , и M допускает только одну группу главных векторов 

кривизны (1)W . Покажем, что имеем право предположить, что в (1)W  все 

векторы удовлетворяют условию , 0i k jn n n< − >= . Действительно, пред-

положим, что группа (1)W  разбивается на подгруппы (1,1) (1, ), , tW W⋯  так, что 

векторы каждой подгруппы ортогональны векторам любой другой под-

группы, а векторы одной и той же подгруппы (1, )W ϕ
( , 1,..., )tϕ ψ =  удовле-

творяют, следовательно,  условию , 0i k jn n n< − >= . Докажем, что в этом 

случае подмногообразиеM  внутренне приводимо (т.е. приводимо как ри-

маново многообразие). (В дальнейшем векторы подгруппы (1, )W ϕ  будем 

снабжать субиндексом ϕ ). Поскольку , 0i jn n
ϕ ψ

< >=  при ϕ ψ≠ , то из (3) 

следует, что 0i j k lR
ϕ ψ

= . Тогда 0k l i jR
ϕ ψ

=  и 0i j k l i k l j i l j j kR R R
ϕ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ϕ ϕ ψ

= − − = . Это 

значит, что из компонент тензора кривизны ненулевые имеют вид i j k lR
ϕ ϕ ϕ ϕ

. 

Следовательно, компоненты тензора кривизны разбиваются на блоки, со-

ответствующие подгруппам (1,1) (1, ), , tW W⋯ . Пусть −∈ Mx фиксированная 

точка. В линейном пространстве кососимметрических линейных операто-

ров ( ) ( )MTMT xx →  рассмотрим линейное подпространство xh , натянутое 

на элементы ( )YXRx , , где ( )MTYX x∈, , т.е. ( )YXRspanh xx ,= . Для элемен-

тов ( )YXRx ,  и ( )WZRx ,  из xh  коммутатор определим по формуле 

( ) ( ), , ,x xR X Y R Z W  =   ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x x x xR X Y R Z W R Z W R X Y= ⋅ − ⋅ . Через xh  

обозначим алгебру Ли, порождённую множеством xh  относительно этой 

операции, и пусть xP ─ связная подгруппа группы изометрий в ( )MTx , 

определенная алгеброй Ли xh . Эта группа называется примитивной груп-

пой голономии в точке x . В силу того, что компоненты тензора кривизны 
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разбиваются на блоки, алгебра xh  разлагается в прямую сумму своих под-

алгебр .ϕ
xh  Следовательно группа xP  разлагается в прямое произведение 

своих подгрупп ϕ
xP . Пусть ( ) ( ) ( )t

xxx VVMT ++= ⋯
1  является неприводимым 

разложением пространства ( )MTx  относительно .xP  
Подпространства )(ϕ

xV  

инвариантны относительно действия xP  и попарно вполне ортогональны. 

Неприводимость указанного разложения относительно xP  означает непри-

водимость подпространства )(ϕ
xV  относительно действия подгруппы ϕ

xP . 

Поскольку подмногообразие M  не является риччи-плоским, то его индекс 

дефектности равен нулю. В этом случае, согласно результатам З. Сабо [1], 

распределения 
)(ϕV  параллельны на M . Следовательно, M  внутренне 

представляет собой прямое произведение интегральных многообразий 

распределений 
)(ϕV , которые также являются эйнштейновыми с той же 

константой ρ .  

Если M  является риччи-плоским подмногообразием, т.е. допускает 

только группу главных векторов кривизны (0)W , и имеет нулевой индекс 

дефектности, то, рассуждая как и выше, получим, что оно внутренне явля-

ется прямым произведением риччи-плоских (но не плоских) подмногооб-

разий. 

Итак, пусть M ( dim 3M ≥ ) является внутренне неприводимым нор-

мально плоским эйнштейновым полусимметрическим подмногообразием 

с нулевым индексом дефектности в nE . Если M – риччи-плоское (т.е. 

0=ρ ), то оно допускает только группу главных векторов кривизны (0)W , 

которая не содержит нулевые главные векторы кривизны. Если же 0≠ρ , 

то оно допускает только группу главных векторов кривизны (1)W . В обоих 

случаях все векторы в этих группах удовлетворяют условию 

, 0i k jn n n< − >= . Тогда 

, , , ,i j j k k l l pn n n n n n n n< >=< >=< >=< >  

и, следовательно, в фиксированной точке все секционные кривизны 

( )i jk e e∧  равны между собой, т.е. подмногообразие M является подвиж-

ным в смысле [4]. Тогда согласно известной теореме Шура (см. [3, 4]) эти 

кривизны не зависят также от точки и M  является подмногообразием по-

стоянной секционной кривизны. Отметим, что секционная кривизна M  не 

может быть нулевой, так как в этом случае M  автоматически будет 

локально евклидовым, что противоречит условию 0µ = . Следовательно, 

M  является подмногообразием ненулевой постоянной секционной кри-

визны. 

Если нормально плоское полусимметрическое подмногообразие M  

является риччи-плоским, то нетрудно доказать, что оно локально евкли-

дово. 

Теорема 3. В евклидовом пространстве nE  нормально плоское эйн-

штейново полусимметрическое подмногообразие M ( dim 3M ≥ ) с ненуле-
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вой эйнштейновой константой и нулевым индексом дефектности являет-
ся подмногообразием ненулевой постоянной секционной кривизны или ло-
кально представляет собой прямое произведение таких подмногообразий. 
Если −M риччи-плоское полусимметрическое подмногообразие, то оно ло-
кально евклидово.  

Подмногообразия ненулевой постоянной секционной кривизны изо-

метричны эллиптическим и гиперболическим подмногообразиям, модели 

которых приведены в [3]. 

5. Полусимметрические полуэйнштейновы подмногообразия. 

Пусть M (dim 3)M m= >  
является нормально плоским полусимметричес-

ким полуэйнштейновым подмногообразием в nE  с индексом дефектности 

µ . На пространстве дефектности (0)

xT  тензор Риччи 1R  имеет нулевое соб-

ственное значение, а на пространстве кодефектности (1)

xT – ненулевое соб-

ственное значение ρ . Нулевому собственному значению соответствует 

группа главных векторов кривизны (0)W , а собственному значению ρ  – 

группа главных векторов кривизны (1)W . Покажем, что и в этом случае 

имеем право предположить, что в (1)W  все векторы удовлетворяют усло-

вию , 0i k jn n n< − >= . Действительно, предположим, что группа (1)W  

разбивается на подгруппы (1,1) (1, )
, ,

tW W⋯ так, что векторы каждой подгруп-

пы ортогональны векторам любой другой подгруппы, а векторы одной и 

той же подгруппы (1, )W ϕ
( , 1,..., )tϕ ψ =  удовлетворяют, следовательно,  ус-

ловию , 0i k jn n n< − >= , и будем рассуждать как и выше. В этом случае 

неприводимое разложение пространства ( )MTx  относительно  примитив-

ной группы голономии xP  будет иметь вид ( ) ( ) ( )t
xxxx VVTMT +++= ⋯

1)0( , где  

подпространства )(ϕ
xV  инвариантны относительно действия xP , а на (0)

xT  

группа xP  действует тривиально [1]. Поскольку в настоящем случае ин-

декс дефектности отличен от нуля, то распределения 
)(ϕV , вообще говоря, 

не являются параллельными на подмногообразии M . Однако методом З. 

Сабо [1] можем продолжить )(ϕ
xV  за счёт подпространства (0)

xT  и получить 

такие подпространства )(~ ϕ
xV , что распределения 

)(~ ϕV  будут параллельны-

ми на M . Из самого  метода построения подпространств )(~ ϕ
xV  следует, что 

если какое-либо подпространство )(ϕ
xV  не допускает продолжения, то рас-

пределение 
)(ϕV  параллельно, а его интегральное многообразие эйнштей-

ново. Если же )(ϕ
xV  допускает продолжение )(~ ϕ

xV , то интегральное много-

образие распределения 
)(~ ϕV  является полуэйнштейновым. Таким образом, 

M  внутренне является прямым произведением эйнштейновых и полу-

эйнштейновых подмногообразий и, может быть, некоторого локально ев-

клидова подмногообразия. Рассуждая точно так же, можно показать, что 
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риччи-плоское подмногообразие с отличным от нуля индексом дефектно-

сти внутренне является прямым произведением риччи-плоских подмного-

образий с нулевым индексом дефектности, риччи-плоских подмногообра-

зий с ненулевым индексом дефектности и, может быть, некоторого ло-

кально евклидова подмногообразия. 

Итак, пусть M  является нормально плоским полуэйнштейновым по-

лусимметрическим и внутренне неприводимым подмногообразием в nE , 

т.е. простым полусимметрическим листом в смысле З. Сабо [1]. Если 

2m µ− > , то µ  может принимать только значения 0, 1, 2 ([1], лемма 4.5). 

Случай 0µ =  рассмотрен фактически в п. 4. Здесь мы рассмотрим только 

случай 1µ = . Из результатов З. Сабо ([1], лемма 4.6, теорема 4.4) следует, 

что в этом случае распределение кодефектности (1)T  является интегриру-

емым, а его интегральное многообразие (1)M  вполне омбилично в M . Тог-

да выполняются условия следующей теоремы [10]: 

пусть M
~

 – n -мерное риманово многообразие с индексом дефектно-

сти 0≠µ  и интегрируемым распределением кодефектности (1),Tɶ  
(1)dim 2T n µ= − ≥ɶ . Если его интегральное многообразие )1(~

M  является 

вполне омбилическим в M
~

, то M
~

 локально изометрично либо цилиндру 
над )1(~

M , либо цилиндру с )1( −µ -мерными образующими над конусом, по-

строенным над )1(~
M  и, более того, M

~
 полуэйнштейново тогда и только 

тогда, когда )1(~
M  эйнштейново.  

Согласно этой теореме (1)M  является эйнштейновым подмногообрази-

ем, а само подмногообразиеM изометрично конусу над (1)M . Более того, 
(1)M  имеет плоскую нормальную связность (поскольку матрицы его вто-

рой фундаментальной формы во всех нормальных направлениях, т.е. в на-

правлениях eα  и одномерном направлении (0)

xT , имеют диагональный вид) 

и является неприводимым нормально плоским подмногообразием посто-

янной секционной кривизны (теорема 3). Таким образом, подмногообразие 

M  локально изометрично эллиптическому или гиперболическому конусу. 

Теорема 4. В евклидовом пространстве nE  нормально плоское полу-

симметрическое полуэйнштейново и внутренне неприводимое подмного-
образие M ( dim 3M m= > ) с индексом дефектности 1µ =  локально изоме-

трично эллиптическому или гиперболическому конусу. Если в nE  нормаль-

но плоское полусимметрическое полуэйнштейново подмногообразие M  
внутренне разлагается в произведение неприводимых подмногообразий с 
единичными индексами дефектности, то оно локально изометрично пря-
мому или сплетающемуся произведению эллиптических или гиперболи-
ческих конусов. 

Отметим, что классификация полусимметрических гиперповерхно-

стей в евклидовых пространствах была дана З. Сабо в [11], а риччи-полу-

симметрических гиперповерхностей – автором в [12]. Сформулированная 

ниже теорема показывает, насколько сложной может быть геометрическая 

структура полуэйнштейнова полусимметрического подмногообразия. 
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Теорема 5. Пусть в евклидовом пространстве nE m -мерное нормаль-

но плоское полуэйнштейново подмногообразие M  индекса дефектности 
1≥µ  имеет в каждой точке q ( )13 +−≤≤ mnq  ненулевых главных векто-

ров кривизны qnn ,,1⋯ с равными модулями и кратностями 2,,21 ≥≥ qpp ⋯  

соответственно. Если соответствующие этим векторам собственные 

распределения ( ) ( )qTT ,11,1 ,, ⋯  параллельны на M  друг относительно друга 

(но не относительно распределения дефектности ( )0T ), то  
(1) векторы qnn ,,1⋯  образуют попарно равные углы и ( )ppp q ===⋯1 , 

(2) M удовлетворяет условию ( ) 0, =RYXR , т.е. является полусимме-

трическим, и локально представляет собой прямое произведение PE ×−1µ , 

где −−1µE плоскость размерности 1−µ , а подмногообразие P  несёт 

( )1+q -компонентную ортогональную сопряжённую систему, состоящую 

из q  одинаковых  сфер ( ) ( )RSRS P
q

P
,,1 ⋯  ( 2≥p ) и прямой L , и представ-

ляет собой конус (с образующей L  в каждой точке) над прямым произве-

дением ( ) ( )RSRS P
q

P ××⋯1 , которое, в свою очередь, (а) является ( )1+pq -

мерным эйнштейновым подмногообразием евклидова пространства 

1+−µnE , (б) принадлежит гиперсфере ( )RS n µ−  пространства 1+−µnE ; 

радиусы R  и R  связаны условием 22 RqR ⋅=  и являются линейными (не 

постоянными) функциями на L . 
Если условие равенства модулей векторов qnn ,,1⋯  заменить условием 

минимальности подмногообразия M , то утверждение (б) будет иметь 

следующую редакцию: принадлежит гиперсфере ( )RS n µ−  пространства 

1+−µnE  и является минимальным в этой гиперсфере. 

Эта теорема доказывается с использованием результатов, полученных 

в [8] и [9]. 
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Пусть n
RΩ ∈  ограниченная область с достаточно гладкой границей 

Γ . Обозначим [ ]0, , 0.T TΣ = × Γ >  В данной работе изучается поведение 

траекторий решений следующей начально-краевой задачи: 

( ) ( )0

0,

0, ,

0, ,

Au Bu

u x u x

D u m
γ γ
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
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
 = <
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                                          (1) 

где дифференциальные операторы A  и B  имеют представления 
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В случае, когда операторы A  и B  линейны, задача (1) рассматрива-
лась во многих работах  С. Л. Соболева, Р. С. Александряна (см. например 
[1, 2]). В работе [3] изучены аттракторы эволюционных уравнений вида 

tu Au∂ = . Доказано существование аттракторов, порожденных этими урав-

нениями, а также исследованы их свойства. В [4] изучены аттракторы 
уравнений того же типа с дифференциальным оператором A  общего вида, 
в [5] – пример уравнения порядка 2m , часто встречающийся в приложе-
ниях. В работе [6] рассматриваются аттракторы задачи (1) в случае, когда 
A  и B  нелинейные дифференциальные операторы второго порядка. 

Введем понятие обобщенного решения задачи (1). 

Определение 1. Функцию ( ) ( ) ( )( )2 2, 0, , m
u t x L T W∈ Ω  назовем обобщен-

ным решением задачи (1), если для любой функции ( ) ( )(2, 0, ,v t x L T∈  

( ))2

m
W Ω  имеет место интегральное равенство 

Հատոր 

Том 
Volume 

118 2018           № 3 
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1 10 0

0
T Tm m m mn n

im m m m
i ii i i i

u v u v
dxdt b dxdt

x x x x= =Ω Ω

 ′∂ ∂ ∂ ∂
+ = 

∂ ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ . 

Это определение позволяет свести задачу (1) к следующей задаче: 

0

' 0

(0) ,

Lu Mu

u u

+ =


=
                                                     (2) 

где операторы  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2, : 0, , 0, ,m m
L M L T W L T W

−Ω → Ω  определены 

соответственно следующим образом: 

1 0

, ,
T m mn

m m
i i i

u v
Lu v dxdt

x x= Ω

∂ ∂
=

∂ ∂
∑∫ ∫  

1 0

, ,
T m mn

i m m
i i i

u v
Mu v b dxdt

x x= Ω

 ∂ ∂
=  

∂ ∂ 
∑∫ ∫  

Предположим, что функции ( ) ( )i i ib bξ ξ=  определены и непрерывны, 

а также существуют постоянные 1c  и 2c  такие, что функции ( )i ib ξ  удовле-

творяют условиям:     

( ) 1

1

,
n

i i

i

b cξ ξ
=

≤ ⋅∑                                        (3) 

( ) ( ) 2 .i i i ib b cξ η ξ η− ≤ −                                       (4) 

Существование и единственность решения задачи установим, используя 
результаты работы [7]. Так как в нашем случае оператор L  линейный, то 
для доказательства достаточно проверить липшиц-непрерывность опера-
тора M . Оценим норму: 

1 1 1 0

sup , sup
T m m mn

i im m m
W W i i i i

u v w
Mu Mv Mu Mv w b b dxdt

x x x= = = Ω

    ∂ ∂ ∂
− = − = − =     ∂ ∂ ∂    

∑∫ ∫  

( )
1 1 0

sup

mT mn
i

m m
W i i i i

u vb w
dxdt

x xξ= = Ω

∂ −∂ ∂
= ≤

∂ ∂ ∂
∑∫ ∫  

( )
1/2 1/22 2

2
1 1 10 0

sup

mT T mn n

m m
W i ii i

u v w
c dxdt dxdt

x x= = =Ω Ω

    ∂ −  ∂   ≤ ⋅ =       ∂ ∂     
∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫  

2 2
1

sup ,
W

c u v w c u v
=

= ⋅ − ⋅ = ⋅ −  

т.е. M  является липшиц-непрерывным оператором. Тем самым доказана 

однозначная разрешимость задачи (1) в ( ) ( )( )2 20, , m
L T W Ω . 

Дадим некоторые необходимые  определения.  

Определение 2. Полугруппой операторов { }, 0tS t ≥ , действующих на 

множестве E , назовем семейство отображений :tS E E→ , зависящих от 

параметра 0t ≥ , удовлетворяющих полугрупповому тождеству 
, 0t tS S S tτ τ+= ∀ ≥  

и условию 
tS I=  при 0t = , где I  – тождественный оператор. 
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Приведем схему, по которой операторному уравнению вида   
0Lu Mu′ + =  сопоставляется полугруппа операторов. Предполагаем, что 

для произвольного ( )0 2

m
u W∈ Ω  доказаны существование и единственность 

решения задачи Коши для этого уравнения. Из единственности следует, 

что решения задачи в ( ) ( )( )2 1 20, , m
L T W Ω  и в ( ) ( )( )2 2 20, , m

L T W Ω  при 2 1T T>   

совпадают на [ ]10,T . Так как T  произвольно, получаем единственное ре-

шение при любом [ )0,t ∈ + ∞ . Каждому элементу ( )0 2

m
u W∈ Ω  сопоставля-

ется единственное решение задачи (2). Далее, для каждого [ )0,τ ∈ + ∞  од-

нозначно определяется элемент ( ) ( )2, m
u t x W∈ Ω . Итак, можно написать 

следующую формулу для определения операторов: ( ) ( ): 0, ,S u x u xτ τ→ , где 

u  – решение задачи (2). 
Определение 3. Максимальным аттрактором полугруппы операторов 

{ }tS  называется такое замкнутое ограниченное множество ( )2

m
U W⊂ Ω , ко-

торое обладает следующими свойствами: 
1) инвариантность, т. е. , 0tS U U t= ∀ ≥ ,  

2) притяжениe, т.e. для каждого ограниченного множества B  из 

( )2

m
W Ω  расстояние ( ), 0tdist S B U →  при t → +∞ . 

Перейдем к изучению полугруппы, порожденной задачей (2). Для это-
го кроме условий (3) и (4) от функций  потребуем выполнения  нера-

венства 

( ) ( ) ( )
2

3

1

mn

i i m
i i

u
b dx c u t k t

x
ξ

= Ω

∂
≥ −

∂
∑∫ ,                                 (5) 

где ( )k t – непрерывная и неотрицательная на [ )0,+ ∞  функция, для которой 

( )32

0

0

.c t
e k t dt R

+∞

= < +∞∫                                          (6) 

Воспользуемся известной теоремой о существовании максимального ат-
трактора (см. [3]). 

Теорема А. Пусть полугруппа { }tS  удовлетворяет следующим усло-

виям. 

1) полугруппа { }tS  равномерно по t  ограничена; 

2) существует ограниченное (компактное) в ( )2

m
W Ω  поглощающее 

множество 0B , т.е. для любого ограниченного множества  

( )2

m
B W⊂ Ω  существует число 0T >  такое, что для произвольного 

t T>   имеет место включение 0tS B B⊂ ; 

3) операторы  ( ) ( )2 2: m m

tS W WΩ → Ω  непрерывны при 0t ≥ . 

Тогда у полугруппы { }tS  имеется ограниченный (компактный) в ( )2

m
W Ω  

максимальный аттрактор. 
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Приведем одно дифференциальное неравенство, которое также пона-
добится далее. Пусть для неотрицательной и непрерывно дифференциру-

емой на [ ]0 1,t t  функции ( )y t  выполнено неравенство ( ) ( ) ( )y t y t h tγ′ + ≤ , 

где ( )h t  является неотрицательной и непрерывной функцией на отрезке 

[ ]0 1,t t ,  а 0γ ≥ . Тогда имеет место оценка 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

t
t t

t

y t e h d y t e
γ τ γτ τ− − −≤ +∫ . 

Лемма 1. Пусть функции ( )i ib ξ  удовлетворяют условиям (3)-(5). Тог-

да решение задачи (2) удовлетворяет неравенству 

( ) ( ) ( )3 3
2 22 2

2

0

t

c t c t
u t e u t e k dγ τ τ−≤ + ∫ . 

Доказательство. Предположим u  – решение задачи с начальным зна-

чением 0u , т.е. для u  имеет место операторное уравнение ' 0Lu Mu+ =  в 

пространстве ( ) ( )( )2 20, , m
L T W

− Ω . В частности имеет место ',Lu u +  

, 0Mu u+ = . В раскрытом виде это соотношение имеет следующий вид: 

1 10 0

0
T Tm m m mn n

im m m m
i ii i i i

u v u v
dxdt b dxdt

x x x x= =Ω Ω

 ′∂ ∂ ∂ ∂
+ = 

∂ ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ . 

Далее преобразовав первое слагаемое, а для второго используя неравен-
ство (5), получим 

( ) ( ) ( )
2 2

3

1

2

d
u t c u t k t

dt
⋅ + ⋅ ≤ . 

К последнему неравенству применим лемму, приведенную выше. В нашем 
случае  

( ) ( )
2

y t u t= , ( ) 2

00y u= , 32cγ = , ( ) ( )2h t k t= . 

Получим 

( ) ( ) ( ) ( )3 3
2 22 2

0

2
t

c t c t
u t e k d u t e

τ τ τ− − 
≤ ⋅ +  
 
∫  

или 

( ) ( ) ( )3 3
2 22 2

0

2
t

c t c t
u t e k d u t eτ τ − 

≤ ⋅ +  
 
∫ , 

т.е. получили требуемое неравенство. 
Итак, по определению полугруппой, порожденной задачей (2), назы-

вается семейство операторов { }tS , которые определяются следующим об-

разом: ( ) ( ) ( )2 2 0 2: ,m m m

tS W W u WΩ → Ω ∀ ∈ Ω , причем значение ( ) 0tu t S u=  есть 

решение задачи (2) с начальным условием 0u  в точке t . 

Лемма 2. Полугруппа, определенная выше, равномерно ограничена. 

Доказательство. Нужно доказать, что для любого 0R >  существует 

постоянная C , зависящая только от числа R , такая, что ,tS u C≤  
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[ )0,t∀ ∈ + ∞ , как только u R≤ . Итак, пусть 
0

u R≤ , оценим 
2

0tS u , ис-

пользуя предыдущую лемму и неравенство (6): 

( ) ( )3 3
22 22 2 2

0 0 0

0

2 2 .
t

c t c t

t
S u u t e k u e R R Cτ

 
= ≤ ⋅ + ≤ + =  

 
∫  

Лемма доказана. 

Лемма 3. Полугруппа { }tS  обладает поглощающим множеством. 

Доказательство. Нужно доказать, что существует такое множество 

( )0 2

m
B W⊂ Ω , что для любого ограниченного множества ( )2

m
B W⊂ Ω  суще-

ствует число 0T >  такое, чтобы имело место включение 0tS B B⊂  для 

t T∀ ≥ . 

Обозначим через 0B  следующее множество: ( ){ }0 2 0;m
B u W u R= ∈ Ω ≤ . 

Докажем, что оно является поглощающим. Возьмем любое tu S B∈  и дока-

жем, что 0 0u B∈ . Если tu S B∈ , значит, существует 0u B∈  такое, что ( )u t  

является решением нашей задачи с начальным значением 0u . Следова-

тельно, 

( ) ( ) ( )3 3 3
2 22 2 2 2

0 0

0

2 2
t

c t c t c t
u t e k u e e R Rτ

 
≤ ⋅ + ≤ +  
 
∫  

Потребуем, чтобы 0 0u B∈ : 

( )32 2 2

0 02c t
e R R R

− + ≤ , 

2

0

2

3 0

1
ln

2 2

R
t

c R R
≥

+
. 

Если взять  
2

0

2

3 0

1
ln

2 2

R
T

c R R
≥

+
, 

то для любого t T≥  будем иметь ( ) 0u t B∈ . 

Лемма доказана. 

Лемма 4. Операторы ( ) ( )2 2: m m

tS W WΩ → Ω  непрерывны. 

Доказательство. Воспользуемся следующим представлением реше-
ния задачи (см. [6]): 

( ) ( )0

0

t

u t u Gu s ds= − ∫ , 

где оператор 1
Gu L M

−=  липшиц-непрерывен. Оценим разность: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0

0 0

T T

u t v t u v Gu s ds Gv s ds− = − − + ≤∫ ∫  

( ) ( )0 0

0

T

u v Gu s ds Gv s d≤ − + − ≤∫  

( ) ( )0 0

0

.
T

u v M u s v s ds≤ − + −∫  
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Далее, по лемме Гронуолла будем иметь 
 

( ) ( ) 0

0 0 0 0

t

Mds
tM

u t v t u v e u v e
∫

− ≤ − ⋅ = − ⋅ . 
 

Следовательно, непрерывность оператора 
tS  доказана. 

Из лемм 1-4 и теоремы А следует, что у полугруппы { }tS  имеется ог-

раниченный в ( )2

m
W Ω  максимальный аттрактор, т.е. имеет место следую-

щая теорема. 

Теорема. Пусть функции ( )i ib ξ  определены и непрерывны, а также 

существуют постоянные 1 2 3, ,c c c  и такие, что функции ( )i ib ξ  удовлетво-

ряют условиям (3)-(5). Тогда у полугруппы { }tS , порожденной задачей (1), 

имеется ограниченный в ( )2

m
W Ω  максимальный аттрактор. 

 
Ереванский государственный университет 
e-mail: hmamikonyan8@gmail.com  

 
А. А. Мамиконян 

 

Аттрактор полугруппы, порожденной одним  

псевдопараболическим уравнением 

    
Изучается  начально-краевая задача 
 

( ) ( )0

0

0,

0, ,

Au Bu

u x u x

D u m
γ γ


+ =


=


 = <

∑

 

 

где дифференциальные операторы A  и B  имеют представления 
 

( )
2

2
1

1
mn

m

m
i i

u
Au

x=

∂
= −

∂
∑ , ( )

1

1
m mn

m

im m
i i i

u u
Bu b

x x=

  ∂ ∂
= −    ∂ ∂  

∑ . 

 

Доказывается, что эта задача имеет единственное решение в про-

странстве ( ) ( )( )2 20, , m
L T W Ω  при любом ( )0 2

m
u W∈ Ω . Устанавливается су-

ществование ограниченного в ( )2

m
W Ω  максимального аттрактора полу-

группы, порожденной данной задачей. 
    

ՀՀՀՀ. . . . ԱԱԱԱ. . . . ՄամիկոնյանՄամիկոնյանՄամիկոնյանՄամիկոնյան    
    

ՊսՊսՊսՊսևևևևդոպարաբոլական տիպի մի հավասարմամբ ծնված դոպարաբոլական տիպի մի հավասարմամբ ծնված դոպարաբոլական տիպի մի հավասարմամբ ծնված դոպարաբոլական տիպի մի հավասարմամբ ծնված     

կկկկիսախմիսախմիսախմիսախմբիբիբիբի    ատրակտորըատրակտորըատրակտորըատրակտորը    
    

Ուսումնասիրվում է սկզբնական պայմաններով հետևյալ եզրային խնդիրը. 
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( ) ( )0

0

0,

0, ,

Au Bu

u x u x

D u m
γ γ


+ =


=


 = <

∑

 

 

որտեղ A   և  B դիֆերենցիալ օպերատորները ունեն հետևյալ ներկայացումները. 

( )
2

2
1

1
mn

m

m
i i

u
Au

x=

∂
= −

∂
∑ , ( )

1

1
m mn

m

im m
i i i

u u
Bu b

x x=

  ∂ ∂
= −    ∂ ∂  

∑ . 

Ապացուցվում է այդ խնդրի լուծման գոյությունն ու միակությունը ( ) ( )( )2 20, , m
L T W Ω -

ում ( )0 2

m
u W∈ Ω  համար, ինչպես նաև այդ խնդրով ծնված կիսախմբի ( )2

m
W Ω -ում 

սահմանափակ մաքսիմալ ատրակտորի գոյությունը: 

 
H. A. Mamikonyan 

 

Attractor of Semigroup Generated by an Equation of  

Pseudoparabolic Type 
 

In this paper the following initial boundary value problem is considered 

( ) ( )0

0

0,

0, ,

Au Bu

u x u x

D u m
γ γ


+ =


=


 = <

∑

 

where differential operators A  and B  have the following forms 
 

( )
2

2
1

1
mn

m

m
i i

u
Au

x=

∂
= −

∂
∑ , ( )

1

1
m mn

m

im m
i i i

u u
Bu b

x x=

  ∂ ∂
= −    ∂ ∂  

∑ . 

It is proved that this problem has unique solution in ( ) ( )( )2 20, , m
L T W Ω  for 

( )0 2

m
u W∈ Ω . Also it is proved the existence of bounded in ( )2

m
W Ω  attractor of 

semigroup generated by this problem. 
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ω
 классы гармонических в единичном круге 

функций ωU . 

 

Введение. Пусть Ω  – класс функций )(xω , удовлетворяющих услови-

ям: 

1) )(xω положительна и непрерывна на [ )0; 1 ; 

2) 
1

0

(0) 1, ( ) .x dxω ω= < +∞∫  

Класс ωP  определяется как множество тех функций ( )τp , для которых  

(0) 1,p = ( )
( )1

2

x
p dx

xτ

ω
τ τ= ∫ ,      ( ]0,1τ ∈ , 

где ( ) .xω ∈ Ω  
Функция ( )p τ  неотрицательна и непрерывна на [ ]0,1 , и 

( ) .0)1(,1)0(0 ===+ ppp  
Отметим, что (см. [1], с. 27) если ( )p Pωτ ∈  и  

1

0

( 1) ( ),
k

k k dpτ τ∆ = + ∫            ( )0,1,2,k = … , 

то будем иметь  

( )
1

1

0

0

1, ,
k

k k x x dxω −∆ = ∆ = ∫            ( )1,2,k = … . 

Пусть  последовательность { }
1n n

a D
∞

=
⊂ , …,2,1,0 =≠ nan  , такая что 

1

1

( ) .

n
n a

x dxω
∞

=

< +∞∑ ∫                                               (1) 
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Пусть D – единичный круг комплексной плоскости C, тогда беско-

нечное произведение { }( ) ∈zazB n ,;ω D М. М. Джрбашяна определяется сле-

дующим образом (см. [1], с. 46):   

{ }( ) { }
1

; 1 exp ( , ) ,n n

n n

z
B z a W z a

a
ω ω

∞

=

 
= − − 

 
∏   

где для Dζ ∈  

1 1

1 1

1 0

( )
W ( , ) ( ) ( ) .

k
k

k k k

k k

x z
z dx x x dx x x dx

x

ζ

ω
ζ ζ

ω
ζ ζ ω ζ ω

∞
− − − −

=

  
= − − 

∆  
∑∫ ∫ ∫  

В специальном случае 1)( =xω  произведения М. М. Джрбашяна пре-

вращаются в обычные произведения Бляшке (см. [1], с. 51): 

{ }( ) ∈








−

−
= ∏

∞

=

z
z

z

zz

zz
azB

n

n

n n

n
n ,

1
;

1

D. 

В случае ( ) (1 ) , 1 ,x x αω α= − − < < +∞ произведения  ωB
 
превращаются в 

произведения { }( );
n

B z aα  
М.М. Джрбашяна (см. [2], гл. IX). 

Известно следующее утверждение о взаимосвязи между произведени-

ями ωB , где ( ) Ω∈xω  не убывает на 
 [ )1;0 , и B (см. [1], с. 55).   

Теорема (о взаимосвязи произведений ωB
 
и B ): если функция 

Ω∈)(xω  не убывает на [ )1;0  
и последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удовлетво-

ряет условию (1), то имеет место представление   

{ }( ) { }( ) ( ) ( )
2

0

1
; ; exp ;

2

i

n n
B z a B z a S e z d

π
γ

ω ω µ γ
π

−  
= − 

  
∫ , ,z D∈  

где { }( )nazB ;  – произведения Бляшке, с нулями на последовательности { }na ,  

( )γµ  
– некоторая неубывающая ограниченная функция на [ ]π2;0  

и  

( )
1

; 1 2
k

k k

z
S z ω

∞

=

= +
∆

∑
 

ядро типа Шварца  М. М. Джрбашяна. 

Обозначим через *Ω  подмножество функций )(xω из класса Ω , под-

чиненных дополнительному условию  

xKx )(1)( τω ω≤− ,      )10( <≤≤ τx  , 

где )(τωK  – некоторая постоянная, через 0Ω – подмножество тех функций 

из *Ω , для которых ( )xω  не убывает на [ ]1,0 , и через *
0Ω

 
– подмножество 

функций )(xω из класса 
0 ,Ω  подчиненных дополнительному условию  

( )

'

1 0

(1 ) ( )
lim sup 1

x

x x

x

ω
ω→ −

−
< . 

Как известно (см [3], с. 54), для существования радиального предела 

произведения Бляшке в граничной точке 
i

e
ϕ  необходимо и достаточно, 

чтобы в этой точке выполнялось условие Фростмана: 
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0

1
.

n

i
n n

a

e aϕ

∞

=

−
< +∞

−
∑  

Для произведения 0)(, Ω∈xB ωω  доказано (см [1], с. 105), что если име-

ет место условие (1), то в граничной точке ϕi
e  существует конечный и от-

личный от нуля радиальный предел произведения { });( nazBω  для всех  

[ ]πϕ 2,0∈  за исключением, быть может, некоторого множества [ ]π2,0∈E , 

для которого ( ) 0C Eω = . 

B -измеримое множество [ ]0, 2E π⊂  имеет положительную ω -емкость 

( )C Eω , если существует мера Eµ ≺ , для которой функция  
2

( )

0

( ) ( ; ) ( )i i
U re C re d

π
ϕ ϕ γ

ω ω µ γ−= ∫  

остается равномерно ограниченной по [ ]πϕ 2,0∈  при 01−→r . В случае от-

сутствия такой меры, т. е. в случае, когда для любой меры E≺µ   

,)(maxlim
2001

+∞=
≤≤−→

ϕ
ω

πϕ

i

r
reU  

считаем ω -емкость множества E  равной нулю. При этом соответственно 

( ) 0C Eω >  или ( ) 0C Eω = . 

Оператор ( )ω
L  определяется следующим образом: 

( ){ } ( )












−≡ ∫
1

0

)()( ττϕϕω
dpxx

dx

d
xL ,          ( )1,0∈x  

При предположении, что в надлежащих классах допустимых функций  

( )xϕ , определенных на ( )1,0 , левая часть тождества существует хотя бы 

почти всюду на ( )1,0 . 

В специальном случае ( ) ( )1,0)(,1 Lxx ∈≡ ϕω    

( ) ( ){ } ( )L x x
ω ϕ ϕ=  

почти всюду на ( )1,0 . 

Для произвольной функции Ω∈)(xω  имеет место формула (см.[1], с. 

32) 
( ){ } ( ) [ ) [ ],1,0,,0, ∈+∞∈∆= xrxrxL

rrω  

где функция   

( ) ),0(,)(,1)0(

1

0

1 +∞∈=∆=∆ ∫
−

rdxxxrr
rω  

непрерывна на полуоси [ )+∞,0 , причем очевидно, что  

( ) ).,2,1,0( …=∆=∆ kk k  

Когда ( ) ( )+∞<<−−= αω α
1,1)( xx , то оператор ( )ω

L  совпадает с опера-

тором интегродифференцирования D
α−  Римана – Лиувиля.  
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Обозначим через ωU  множество гармоничных в круге 1<z  функций 

( )u z , удовлетворяющих условию 

,)(sup

2

0
10

+∞<












∫
<<

π
ϕ

ω ϕdreu
i

r

 

 где ( ) Ω∈xω  и 

 { }.)()( )( ϕωϕ
ω

ii reuLreu =  

Класс ωU  совпадает с множеством функций )(zu  (см.[1], с. 37), пред-

ставимых в виде интеграла 

( ) ( ) ( ),20,10,;;
2

1
)(

2

0

πγγµωγϕ
π

π
ϕ ≤≤<≤−= ∫ rdrPreu

i  

где ( )γµ  
– произвольная вещественная функция с конечным полным изме-

нением на [ ]π2;0 . 

Отметим, что все результаты этой работы при ( )( ) 1 ,x x
α

ω = −
 

( )1 0α− < <  выведены В.С. Захаряном и Р.В.Даллакяном [4]. 

Основные результаты. Сначала доказывается следующее утвержде-
ние. 

Теорема 1. Пусть *
0)( Ω∈xω , последовательность 

 
{ }

1n n
a D

∞

=
⊂  удов-

летворяет условию (1) и пусть )(rn  – количество точек na , лежащих в 

круге 1<≤ rz . Тогда, если 

∫
≤

1

)(

)(
)(

r

dxx

r
rn

ω

λ
, 

где )(rλ  такая, что 0)(lim
01

=
−→

r
r

λ , то для любого значения [ ], 0; 2 ,ϕ ϕ π∈  

( )
{ }( )
{ }( ) 0

;

;
log

;

1
lim

1
01

=⋅
−→

n
i

n
i

r areB

areB

zC ϕ

ϕ
ω

ω
. 

Далее, пользуясь результатом теоремы 1, получим второй результат. 

Теорема 2. Пусть *
0)( Ω∈xω

 
и последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна. Тогда если для некоторого 

значения [ ]πϕϕ 2;0, ∈ , 

( )
{ }( )
{ }( ) 0

;

;
log

;

1
lim

1
01

>=⋅
−→

d
areB

areB

zC
n

i

n
i

r ϕ

ϕ
ω

ω
, 

то существует последовательность { }kr   

1 2 10 1,k kr r r r−< < < < < < <⋯ ⋯ 1
k k

r
→∞

→  

такая, что  
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1
( ) ,

( )

k

k

r

c
n r

x dxω

=

∫
                                        

(12)  

где c  – некоторая постоянная. 

Пользуясь теоремой 1 работы [6], докажем следующее утверждение. 

Теорема 3. Пусть *
0)( Ω∈xω , последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна и пусть z  стремится к гра-

ничной точке 
ϕi

e  касательным путем. Тогда 

{ }( )
{ }( )1

;1
lim log 0

( ; ) ;
i

n

z e
n

B z a

C z B z a
φ

ω

ω→
= . 

Далее, пользуясь теоремой 2, докажем следующую теорему. 

Теорема 4. Пусть *
0)( Ω∈xω , последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна и пусть       

( )
1

,

( )

k

k

r

c
n r

x dxω

=

∫
   

    ,,2,1 …=k  

где последовательность { }kr  такая, что  

,10 121 <<<<<<< − ⋯⋯ kk rrrr 1 →
∞→kkr . 

Тогда   
1

1

1

( )

n
n a

x dxω
∞

=

= +∞∑ ∫ , 

где )(1 xω – любая неубывающая функция из класса *
0Ω  такая, что  

( )
( )

1

1 0r

r

r

ω

ω → −
→+∞  . 

В соответствии с теоремой 4 из теоремы 2 следует справедливость 
следующего утверждения. 

Теорема 5. Пусть *
0)( Ω∈xω  и последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удов-

летворяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна. Тогда если для некоторого 

значения [ ]πϕϕ 2;0, ∈ , 

{ }( )
{ }( )

,0
;

;
log

);(

1
lim

1

>=
→

d
azB

azB

zC n

n

ez
i

ω

ωϕ
 

то 

,)(

1

1

1∑ ∫
∞

=

+∞=
n an

dxxω

 

где )(1 xω – любая неубывающая функция класса *
0Ω  такая, что  

+∞ →
−→ 01

1

)(

)(
rr

r

ω
ω

. 
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Далее доказываются следующие утверждения.  

Теорема 6.  Пусть *
0)( Ω∈xω  и последовательность { } ⊂∞

=1nna D удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна. Тогда если для некоторого 

значения [ ]πϕϕ 2;0, ∈ , 

{ }( )
{ }( )

,0
;

;
log

);(

1
lim

1

>=
→

d
azB

azB

zC n

n

ez i

ω

ωϕ
 

то точка ϕi
e  является точкой сгущения для последовательности { }na . 

Более того, 
1

1

1
( ) .

n

i
n an

x dx
e a

ϕ
ω

∞

=

= +∞
−

∑ ∫  

Теорема 7. Пусть *
0)( Ω∈xω , последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удов-

летворяет условию (1) Бляшке–Джрбашяна и пусть 

 

E – множество тех 

точек ϕi
e  , [ ]πϕ 2;0∈ , для которых  

{ }( )
{ }( )

,0
;

;
log

);(

1
lim

1

>=
→

d
azB

azB

zC n

n

ez i

ω

ωϕ
 

тогда 0.cap Eω =
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Академик В. С. Захарян, Т. В. Таварацян 
 

О граничных значениях произведений М. М. Джрбашяна 
 

Исследуется граничное поведение частного произведений ,Bω  
где ( ) Ω∈xω , 

и 
1 .B B≡  

 

ԱկադեմիկոսԱկադեմիկոսԱկադեմիկոսԱկադեմիկոս ՎՎՎՎ. ՍՍՍՍ. ԶաքարյանԶաքարյանԶաքարյանԶաքարյան, ԹԹԹԹ. ՎՎՎՎ. ՏավարածյանՏավարածյանՏավարածյանՏավարածյան 
 

ՄՄՄՄ. ՄՄՄՄ. ՋրբաշյանիՋրբաշյանիՋրբաշյանիՋրբաշյանի ωB  արտադրյալներիարտադրյալներիարտադրյալներիարտադրյալների եզրայինեզրայինեզրայինեզրային արժեքներիարժեքներիարժեքներիարժեքների մասինմասինմասինմասին    

    

Ուսումնասիրվում է ( ), ( )B xω ω ∈ Ω ,
 
 և BB ≡1 արտադրյալների հարաբերության 

եզրային վարքը: 

 

Academician V. S. Zakaryan, T. V. Tavaratsyan 
 

On Boundary Properties of Products of Bω  
M. M. Djrbashyan 

 

In this work we investigate boundary properties partial products ( ), ( )B xω ω ∈ Ω
 
 

and 
1

B B≡ -products Blaschke. 
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Н А Ц И О Н А Л Ь Н А Я  А К А Д Е М И Я  Н А У К  А Р М Е Н И И  
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Введение. Многолетний опыт проектирования и эксплуатации много-
этажных зданий и сооружений показывает, что для обеспечения их проч-
ности и надежности недостаточно проведения расчетов на статическую и 
динамическую прочность при малых колебаниях. Существующие методы 
описания колебательных процессов справедливы лишь для колебаний с 
малыми амплитудами. В истории известно немало крупных катастроф и 
разрушений, произошедших из-за неучёта непонятных и неизвестных ди-
намических явлений, вызывающих потери устойчивости всего сооружения 
или его частей. При поперечных колебаниях высотных зданий, особенно 
при землетрясениях, амплитуды колебания иногда достигают существен-
ных величин, вызывая трещины, а порой и разрушения.  

При поперечных колебаниях высотных зданий и сооружений с боль-
шой амплитудой (например, при 9-балльном землетрясении наблюдалось 
отклонение вершины 9-этажного здания на величину одного метра и бо-
лее) произвольное поперечное сечение здания перемещается помимо гори-
зонтального также и в вертикальном направлении. При малых колебаниях 
этим явлением пренебрегают, а при колебаниях с большой амплитудой та-
кое пренебрежение может привести к катастрофе. Это явление приводит к 
возникновению нелинейных инерционных сил. Приоритетные задачи по 
осуществлению современных методов исследований колебательных про-
цессов с учетом нелинейной инерционности берут начало в знаменитых 
трудах А.М. Ляпунова и А. Пуанкаре [1, 2], и для колебательного дви-
жения уравнение нелинейных колебаний представлено в виде  

( ) ( )02 , , .y k y y y y y y tω ϕ+ ⋅ + ⋅ + =ɺɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺɺ  

Нелинейная инерционность такого типа отмечена и в других работах 
[3-8], также с функцией нелинейной инерционности в неявном виде. Необ-
ходимость учета нелинейных инерционных сил при исследовании динами-
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ки и устойчивости высотных зданий и сооружений была отмечена и в ра-
ботах И. И. Голденблата [10], где указывалoсь на чрезвычайную важность 
их учета, особенно при исследовании сейсмостойкости высотных зданий и 
сооружений. 

Постановка задачи. Для того чтобы перейти к понятию нелинейной 
инерционности, рассмотрим простую задачу. 

Пусть упругий однородный стержень (балка) постоянного сечения с 
длиной l  защемлен в грунте. При колебании грунта с амплитудой y  бу-

дет колебаться и балка с распределенной по длине массой в плоскости  
xOy  (плоскость рис. 1). Если мысленно перенести балку на величину 0y  

(рис. 1), то по инерции произвольное сечение ее будет перемещаться по 
направлению движения, вызывая ее прогиб на величину y . Рассмотрим 

упругую защемленную в грунте балку с распределенной по длине массой. 
В недеформированном состоянии балка занимает вертикальное положение 
AO  (рис.1). В процессе изгибных колебаний произвольная точка балки пе-

реместится из положения K  в 1K с координатами
 xx u−

 
и y . Если принять 

y  за величину первого порядка малости, то при условии нерасторжимости 

стержня разность между абсциссой точек K  и 1K
 
окажется величиной 

второго порядка малости. Обычно при малых колебаниях этой величиной 
пренебрегается. 

 

 
 

Рис. 1. Балка, защемленная одним концом в грунте, с распределенной по длине 
массой. 

 
Перемещение произвольного сечения, изображаемого точкой ,K  на 

величину y  за счет деформации изгиба балки приведет к ее перемещению 

в вертикальном направлении на величину xu
 
(рис.1). В этом случае воз-

никает дополнительная вертикальная сила x xN m u′∆ = ⋅ ɺɺ , где m′ – масса еди-

ницы длины балки (
m

m
l

′ = , m – масса балки). Величину xu
 
можно найти 

как разность между первичной длиной балки l  и проекцией искривленной 
балки по направлению вертикали [5] 



 230 

2

0 0

cos 1 1 .
l l

x

dV
l dx l dx

dx
u θ

   = − = − − ⋅    
∫ ∫ɺ

                          

(1)

 
Разложив радикал в ряд  

2 2 4
1 1

1 1 ...
2 8

dV dV dV

dx dx dx

     
− = − − −     
     

 

и интегрируя его, получим 
2 4

0 0

...
2 8

l l

x

l dV l dV
u dx dx

dx dx

   
= + +   

   
∫ ∫ ,                                (2)  

Здесь V – фундаментальная функция [3] 

( ), sin .
2

x

x
V V u t y

l

π
= = ⋅

                                         
(3)

 
Подстановка (3) в (2) дает 

2 4
2 4

3

3
...

4 64
xu y y

l l

π π
= ⋅ + ⋅ ⋅ + . 

Пренебрегая остальными членами ряда, кроме первого, и продиффе-
ренцировав 

xu
 
дважды по времени, получим 

( )
2

2
.

2
xu y y y

l

π  = ⋅ +
 

ɺɺ ɺɺ

                                                    
(4)

 
С учетом (4) вертикальная сила инерции будет  

( ) ( )
2 2

2 2

2
.

2 2
x

m m
N y y y y y y

l l l

π π   ∆ = ⋅ ⋅ + = ⋅ +
   
ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ

                      
(5)

 
Приняв во внимание равномерность распределения массы по длине 

балки и основываясь на вариационных принципах Галеркина – Остро-
градского, уравнение колебания представим в виде 

( )
4 2

04 2
.

x

d V V V
N m my t

x xdx t

∂ ∂ ∂  ′Εℑ + ∆ ⋅ + ⋅ = ∂ ∂ ∂ 
ɺɺ                            (6)                                    

   
С помощью вариационного метода Галеркина уравнение (6) с учетом 

(3) и (5) можно привести к обыкновенному дифференциальному уравне-
нию вида                                    

( ) ( )22

0 1 02 ,y y y y y y y tω χ  + + ⋅ + =
 

ɺɺ ɺɺ ɺ ɺɺ  

где                              2

0 4

3
;

m l
ω

Εℑ
=

′ ⋅ 1 2 2

1 5
.

34 8

m

l m

π
χ

π
 

= − ′⋅  
                                 (7) 

Влияние силы нелинейной инерционности балки с распределенной 
массой мажно заменить эквивалентной массой, сосредоточенной на сво-
бодном конце балки. Тогда для балки с массой, сосредоточенной на сво-
бодном конце, уравнение колебания без учета сопротивлений будет иметь 
вид 

( ) ( )0, , .
c

y y y y y y t
m

ϕ+ + =ɺɺ ɺ ɺɺ ɺɺ                                       (8) 
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Вертикальное перемещение сосредоточенной массы можно найти, как 
и прежде, из выражения 

2
2 ,

4
xu y

l

π
= ⋅  

тогда будем иметь 
 

( )
2

2
.

2
x

u y y y
l

π  = ⋅ +
 

ɺɺ ɺɺ ɺ                                             (9) 

С учетом (9) уравнение колебания балки с сосредоточенной массой на 
конце будет иметь вид  

( ) ( )22

02 ,y y y y y y y tχ  + Ω + ⋅ ⋅ + =
 

ɺɺ ɺɺ ɺ ɺɺ                              (10) 

где 
2

2 2 2

0 0 3

3
1 ; ,

3

mgl E

E ml
ω ω

  ℑ
Ω = + = 

ℑ 

2

2
.

4l

π
χ =  

Если сравнить значение 1  χ
 
для случая балки с распределенной мас-

сой со значением χ для случая балки с сосредоточенной на свободном кон-
це массой, то можно распределенную массу балки заменить эквивалент-
ной массой, сосредоточенной на свободном конце балки, и тогда эквива-
лентная масса будет равна  

2

1 5
.

3 8

m
m

ππ∋

 
= − ⋅ 
   

  
Уравнение (10) с учетом эквивалентной массы и сопротивления среды 

будет иметь вид 

( ) ( )22

1 1 02 2 ;y k y y y y y y y tχ  + + Ω + ⋅ + =
 

ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺɺ

                        
(11)                       

 
здесь  

                                        
2

2 2

1 01 1 ;
3

m g l

E
ω ∋ ⋅ ⋅

Ω = + 
ℑ 

  2

01 3

3
.

E

m l
ω

∋

ℑ
=  

Дальнейшее решение уравнения (11) проводится по форме 
( )sin ( ) cos ,y a t t b t tω ω= +                                       (12)                                             

где ( )a t  и ( )b t −  медленно изменяющиеся амплитуды. 

Уравнение (11) перепишем в виде  

( ) ( )22 2 2

1 0 0 1 1sin 2 2 .y y y t y k y y y y yω ω ω χ  + Ω = + − Ω − − ⋅ +
 

ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ

         
(13)

 
Приближенное решение уравнения (13) с учетом (12) можно предста-

вить в виде 

0

1
( ) ( ) ;

2

l

a t G dτ τ
ω

= ∫
0

1
( ) ( ) .

2

l

b t F dτ τ
ω

= ∫
                          

(14)

 
Подставив (12) (с учетом (14)) в уравнения (13) и разложив в ряд, 

получим  

( )2 2 2 2

0 1 1( , ) 2 ),F a b y a k b bω ω ω ϕ(α,= + − Ω − −  
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( )2 2 2

1 1( , ) 2 ( , ),G a b b k a a bω ω ψ= − − Ω − −  

где ( ),a bϕ и ( ),a bψ − пока еще неизвестные функции. 

После дифференцирования (14) получим уравнения Ван дер Поля 

1
( , ),

2

1
( , )

2

da
G a b

dt

db
F a b

dt

ω

ω


=


 =


                                            

(15)                                                   

или в более развернутой форме  

( )

( )( )

2 2

1

2 2 2

0 1

1
2 ( , ),

2

1
2 ( , ) .

2

da
b k a a b

dt

db
y a k b a b

dt

ω ω ϕ
ω

ω ω ω ψ
ω

  = − − Ω − −  

 = − Ω − −


 

Вместо уравнения (11) мы получили простую систему из двух урав-
нений первого порядка, которая не содержит явного времени. В случае 

стационарного режима колебания  0,
da db

dt dt
= =

 
и для установившихся 

амплитуд получим систему двух алгебраических уравнений 

( )
( )

2 2

1

2 2 2

0 1

2 ( , ) 0,

2 ( , ) 0.

b k a a b

y a k b a b

ω ω ϕ

ω ω ω ψ

− − Ω − − =


+ − Ω − − =

                           (16) 

Неустойчивое решение линейной задачи на границах первой, третьей 
и вообще нечетных областей согласно [1-3] имеет вид  

1,2,3

( ) sin cos ,
2 2

n n

n

n t n t
y t a b

ω ω

=

 
= + 

 
∑                                   (17) 

где 
na  и 

nb  – искомые постоянные. 

Ряд (17) при определенном выборе коэффициентов может удовлетво-
рять уравнению (11). В самом деле, результаты подстановки (17) в (11) не 

будут содержать никаких других периодических членов, кроме sin
2

n tω
 и 

cos
2

n tω
. Условие будет выполнено только в том случае, если нелинейная 

функция не будет содержать членов четной степени. Если нас интересуют 
колебания, происходящие при главном резонансе, когда 12ω = Ω , то мы 

можем пренебречь разложением (17), положив приближенно   

( ) sin cos .
2 2

t t
y t a b

ω ω
= +                                       (18)                           

Разложив функцию нелинейной инерционности ( , , )y y yψ ɺ ɺɺ  в ряд Фу-

рье, подставив (18) в (13) и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
sin-ах и cos-ах, получим систему двух уравнений, содержащих неизве-
стные a  и b  
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2
2

1

2
2

1

( , ) 0,
4

( , ) 0.
4

a k b a b

b k a a b

ω
ω ϕ

ω
ω ψ

 
Ω − − + = 

 

  Ω − − − = 
 

                                

(19) 

 
Для определения ( ),a bϕ  и ( ),a bψ  подставим (18) в (13). 

Вычисление дает 
4

2( , ) ;
4

A
a b aϕ χ ω= − ⋅ ⋅

4
2( , ) .

4

A
a b bψ χ ω= − ⋅ ⋅

                     
(20)      

 
 Здесь члены, содержащие гармоники, не вписаны, а через A  обозна-

чена амплитуда установившихся колебаний 
2 2 2 .А a b= +  

С учетом (20) система уравнений (19) примет вид 

( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2(l 0,

,

)

1 0

k n
a b A n a

k n
n b a A n b

n χ
π

χ
π

′
− + − ⋅ =

 ′ − − + − ⋅ ⋅ =


−


                             

(21)

 
где                                               

1

,
2

n
ω

=
Ω 1

2
.k k

π
′ = ⋅

Ω
 

Система имеет отличное от нуля решение в том случае, если опреде-
литель системы, составленной из коэффициентов при неизвестных, равен 
нулю. Решением уравнения (21) относительно установившихся движений 
будет  

21
1

k n
A n

m πχ∋

′
= ⋅ − ±

 

или 
2

2 2

1 1

2
. 1 .

k
A

ω π ω

ω χ

′
= − ±

Ω Ω
              (22) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 2. Зависимость амплитуды колебания вершины балки (или высотного здания) 
от соотношения вынужденных и собственных частот. 1 – с учетом нелинейной 
инерционности, 2 – без учета. 

 

Здесь мы имеем два решения, одно из которых неустойчиво. На рис. 2 
приведен график, построенный по уравнению (22) (зависимость амплиту-

1

ω
Ω
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ды A  от соотношения 
1

ω
Ω

). Как видно из рисунка, резонансные кривые 

имеют наклон в сторону меньших частот. Первая собственная частота сни-
жается почти на 35%. Причиной этого является нелинейная инерцион-
ность, и если система будет обладать еще и нелинейной упругостью, то 
она может попасть в область динамической неустойчивости. В этом слу-
чае конечность амплитуды колебания может сохраниться лишь за счет 
наличия нелинейного затухания. Помимо увода балки из опасной области 
путем изменения ее параметров могут быть рекомендованы и такие прие-
мы, как введение в систему линейных и нелинейных сил сопротивления 
(демпферов). 

Выводы. Исследования колебательных процессов с большой ампли-
тудой, проведенные на закрепленной одним концом в грунте балке с рас-
пределенной по высоте массой, имитирующей высотное здание, показы-
вают, что нелинейная инерционность возникает за счет продольного пере-
мещения произвольного сечения балки при ее изгибных колебаниях в го-
ризонтальной плоскости. Полученные функции нелинейной инерционно-
сти и уравнение колебания балки с распределенной по длине массой поз-
волили получить амплитудно-частотные кривые и раскрыть причину укло-
на резонансных кривых в сторону низких частот, что полагает возмож-
ность возникновения параметрических колебаний и субгармонических ре-
зонансов, которые особенно опасны для высотных зданий и сооружений 
при землетрясении. 
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Динамика и устойчивость балки, защемленной одним  

концом в грунте  

 
Современные методы математического описания горизонтальных колебаний 

высотных зданий справедливы лишь для колебательных процессов с малыми ам-
плитудами. Однако при землетрясениях отклонение вершин высотных зданий до-
стигает порой одного метра и более. При таких колебаниях произвольное сечение 
здания, помимо горизонтальных перемещений, перемещается и в вертикальном 
направлении, вследствие чего возникают нелинейные инерционные силы. Рас-
смотрены колебания с равномерно распределенной по длине и сосредоточенной 
на свободном конце массой балок с учетом нелинейной инерционности. Получе-
ны уравнения колебания таких балок с учетом нелинейной инерционности, а 
также функции нелинейности и зависимость амплитуды колебания произвольного 
сечения балки от максимального ускорения грунта, которое может возникнуть 
при землетрясении. 
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ՀՀՀՀ....    ԳԳԳԳ. . . . ՇեկյանՇեկյանՇեկյանՇեկյան    
    

ՄիՄիՄիՄի    ծայրովծայրովծայրովծայրով    գետնահողումգետնահողումգետնահողումգետնահողում    ամրակցվածամրակցվածամրակցվածամրակցված    հեծանիհեծանիհեծանիհեծանի    դինամիկանդինամիկանդինամիկանդինամիկան    
ուուուու    կայունությունըկայունությունըկայունությունըկայունությունը 

 
 Բարձրահարկ շենքերի հորիզոնական տատանողական շարժման նկարագրման 

ժամանակակից մաթեմատիկական եղանակները ճիշտ են միայն փոքր ամպլիտուդով 
տատանողական պրոցեսների համար: Սակայն երկրաշարժի ժամանակ շենքերի կա-
տարների տատանման ամպլիտուդը  հաճախ հասնում է մեկ մետրի և ավելին: Հորի-
զոնական ուղղությամբ այդպիսի մեծ ամպլիտուդով տատանումների ժամանակ շենքի 
ցանկացած ընդլայնական կտրվածք ինչ-որ չափով տեղաշարժվում է  նաև ուղղահա-
յաց, որի պատճառով առաջանում են ոչ գծային իներցիոն ուժեր: Աշխատանքն ուղ-
ղված է այդ ոչ գծային իներցիոն ուժերի բացահայտմանը: Դիտարկված է մի ծայրով 
գետնահողում ամրակցված, մյուս ազատ ծայրում կենտրոնացված կամ երկարությամբ 
հավասարաչափ բաշխված զանգվածով հեծան, որը նմանակում է բարձրահարկ շի-
նություն և կատարում է մեծ ամպլիտուդով ընդլայնական տատանումներ: Ստացված է 
մի ծայրով գետնահողում ամրակցված, հավասարաչափ բաշխված զանգվածով հեծա-
նի ընդլայնական տատանման հավասարումը՝ ոչ գծայինին իներտության ֆունկցիայի 
հաշվառումով: Ստացված են նաև ոչ գծային իներտության ֆունկցիան և ցանկացած 
ընդլայնական կտրվածքի տատանման ամպլիտուդի կախվածությունը գետնահողի 
տատանման մաքսիմալ արագացումից, որը կարող է առաջանալ երկրաշարժի ժամա-
նակ: 

 

 
H. G. Shekyan 

 

Dynamics and Stability Fixed by One End in the Beam Ground 

 
Existing methods of mathematical description of transverse oscillations of high-

rise buildings are just superfluous for oscillatory processes with small amplitudes. In 
earthquakes, the amplitude of transverse oscillations of the tops of high-rise buildings 
sometimes reaches up to a meter and more. With such oscillations in the horizontal 
direction, an arbitrary section of the building moves in the vertical direction, 
contributing to the appearance of nonlinear inertial forces. The work is aimed at 
investigating the nuclear inertia, crammed at one end in the beam ground with a mass 
concentrated at the free end, which imitates a high-rise building, with transverse 
vibrations. The function of nuclear inertia, the equation of oscillation of a beam with a 
mass distributed over the length, and the dependence of the oscillation amplitude on the 
maximum acceleration of the soil, taking into account nuclear inertial forces, are 
obtained. 
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МЕХАНИКА 

УДК 591.7; 519.715 

В. Р. Барсегян  

Управляемость поэтапно меняющихся линейных 

нестационарных динамических систем 

 
(Представлено академиком Л. А. Агаловяном 11/V 2018) 

 
Ключевые слова: поэтапно меняющиеся линейные системы, неста-

ционарные системы, переходная матрица, вполне управляемость. 

 

Введение. Исследование многих прикладных задач процессов управ-
ления сводится к исследованию динамических систем с переменной струк-
турой, в частности, поэтапно меняющихся систем. Поэтапно меняющаяся 
система может быть получена также при кусочно-линейной аппрокси-
мации сложной нелинейной системы дифференциальных уравнений. Поэ-
тому решение различных задач управления для нелинейной системы мо-
жет быть аппроксимировано решениями аналогичных задач для поэтапно 
меняющейся системы. Кроме того для проектирования и исследования со-
временных автоматизированных технологических процессов разными ав-
торами предложены, в частности, математические модели более сложных 
динамических систем управления фиксированной структуры с выделенной 
переменной структурой и возможностью мгновенного изменения в них 
значения параметров и мгновенной смены поведения.  

Как в обычных задачах управления нестационарных систем [1-5], так 
и в задачах управления поэтапно меняющихся динамических систем прин-
ципиальным является вопрос управляемости. В работах [6-12] исследова-
ны вопросы управляемости и наблюдаемости линейых систем переменной 
структуры и получены условия для таких стационарных систем. В работе 
[13] исследовано решение задачи оптимального управления линейных гиб-
ридных систем (в дискретном времени) с квадратичным критерием каче-
ства. Работы [14, 15] посвящены качественному анализу, вопросам управ-
ляемости и наблюдаемости кусочно-линейных и импульсных систем. И 
несмотря на возрастающий интерес к многоэтапным динамическим систе-
мам и успехи в развитии теории ощущается недостаток конструктивных 
методов и практических инструментов для исследования их управляе-
мости. В частности, необходимо иметь критерии управляемости для мно-
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гоэтапных нестационарных динамических систем, сравнимых по завер-
шенности с известными критериями.  

В настоящей работе сформулированы основные свойства переходной 
матрицы для поэтапно меняющихся систем. Получено необходимое и до-
статочное условие вполне управляемости поэтапно меняющихся линей-
ных нестационарных динамических систем, которое выражено положи-
тельной определенностью интегральной матрицы управляемости. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим управляемый процесс, динамика 
которого описывается поэтапно меняющимися линейными нестационар-
ными дифференциальными уравнениями 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

1 1 0 1

2 2 1 2

1

, ,

, ,

, ,m m m

A t x B t u t t t

A t x B t u t t t
x

A t x B t u t t T−

 + ∈


+ ∈
= 

 + ∈

ɺ
⋮

C!,

C!,

C!,

,                      (1.1) 

где ( ) n
x t R∈  – фазовый вектор системы, ( )kA t , ( )( )1, ,kB t k m= …  – матрицы 

параметров системы (модели объекта), ( )u t  – управляющее воздействие 

соответственно с размерностями ( ) ( )kA t n n− × , ( ) ( )1kB t r− × , ( ) ( )1u t r− × .  

В общем случае будем предполагать, что элементы матриц-функций 

( )kA t , ( )kB t  и вектор-столбца ( )u t  являются измеримыми ограниченными 

функциями. 

Пусть заданы начальное ( )0 0x t x=  и конечное ( ) Tx T x=  состояния 

системы (1.1).  
Предполагается, что в заданные промежуточные моменты времени 

0 1 10 m mt t t t T−≤ < < < =… конец движения предыдущего этапа является нача-

лом следующего этапа, т.е. в моменты времени 
kt  имеем условия связи 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1, , 1k k kx t x t x t k m− = + = = −… .                     (1.2) 

Определение 1. Поэтапно меняющаяся система (1.1), для которой 

конец движения предыдущего этапа является началом следующего этапа, 

называется вполне управляемой на отрезке времени [ ]0 ,t T , если для любых 

начальных ( )0 0x t x=  и конечных ( ) Tx T x=  состояний можно найти управ-

ление ( )u t , [ ]0 ,t t T∈
 
такое, что решение ( )x t  начиная из состояния ( )0x t  

в момент времени t T=  удовлетворяет условию ( ) Tx T x= . 

Вполне управляемая поэтапно меняющаяся система (1.1) обладает тем 
свойством, что с помощью соответствующего допустимого управления ее 
можно перевести из любого заданного начального состояния, проходя че-
рез все этапы, в заданное конечное состояние. 

Принципиальным для любой задачи управления является вопрос о ее 
разрешимости, который сводится к анализу управляемости системы [1-6]. 

Задача заключается в том, чтобы найти условия, при которых объект, 
описываемый поэтапно меняющейся системой (1.1), будет вполне управ-
ляемым. 
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2. О движении поэтапно меняющейся управляемой линейной си-

стемы. Следующая теорема [6] определяет представление решения си-
стемы (1. 1) с условиями (1.2). 

Теорема 1. Для любых начальных значений ( )0 0x t x=
 
и допустимых 

управлений ( )u t  существует решение ( )x t  системы (1.1), удовлетворяю-

щее условиям (1.2), и для [ ]1,k kt t t−∈  представляется в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )
1 1

1

0 0

1

, , , , ,
j

j k

t tk

j j k

j t t

x t V t t x t V t t H t u d H t u dτ τ τ τ τ τ
− −

−

=

 = + + ∑ ∫ ∫     (2.1) 

где 

( ) [ ] ( )1 1, , ,j k k k jV t t X t t V t t− −= , ( ) [ ]
1

1

0

, ,
k j

k j k i k i k i

i

V t t X t t
− −

− − − −
=

= ∏ ,  

( )1, , ; 0, , 1k m j k= = −… … ,                                    (2.2)    

[ ] [ ] ( ), ,k kH t X t Bτ τ τ= , а через [ ],kX t τ  обозначена нормированная фунда-

ментальная матрица решений однородной части k -го уравнения систе-

мы (1.1). 

Отметим, что согласно введенному обозначению при 1j k= −  

( ) [ ]1 1, ,k k k k kV t t X t t− −= . Принимая, что при j k=  ( ),k kV t t E= , формулу (2.1) 

при mt t T= =
 
можно записать следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1

, , ,
j

j

t
m

j j j

j t

x T T T t V T t H t t u t dt

−
=

 = +  ∑ ∫ .                   (2.3) 

Введенная в (2.2) матрица позволяет компактно (в виде (2.1)) пред-

ставить фазовое состояние ( )x t  поэтапно меняющейся системы (1.1), вы-

ходящей из начального состояния ( )0x t , для произвольного момента вре-

мени t  из любого промежутка времени ),[ 1 kk tt − .  

Матрица (2.2) является переходной матрицей для поэтапно меняю-
щихся систем и играет важную роль в управлении поэтапно меняющихся 
линейных систем. Основные свойства этой матрицы сформулируем в виде 
следующей теоремы. 

Теорема 2. Матрица V , определенная в (2.2) при любом 0t , обладает 

следующими свойствами: 

1) ( ),k kV t t E=  при любом 0,1, ,k m= … ; 

2) композиционное свойство: ( ) ( )( )0 0, , ,s sV t t V t t t t=  при любом 

, , 1, , 1st t s m= −… ; 

3) ( )0det , 0V t t ≠  при любом [ )1,k kt t t−∈ , 1, ,k m= … ;  

4) ( ) ( )1

0 0, ,V t t V t t
− =  при любом [ )1,k kt t t−∈ , 1, ,k m= …  

5) матрица ( ), jV t t  удовлетворяет уравнению ( ) ( ) ( ), ,j k jV t t A t V t t=  

при любом [ ]1,k kt t t−∈  и 0, , 1, 1, ,j k k m= − =… … ;  
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6) матрица ( ),T

jV t t  удовлетворяет уравнению ( ) ( ), ,T T

j jV t t V t t=   

( )T

kA t  при любом [ )1 ,k kt t t−∈  и;  

7) матрица ( )1 , jV t t
−  удовлетворяет уравнению 

( ) ( ) ( )1, ,j j kV t t V t t A t
−= −ɺ   при любом [ )1 ,k kt t t−∈  и 0, , 1, 1, ,j k k m= − =… … . 

Здесь и далее верхний индекс Т означает операцию транспони-
рования. 

Отметим, что справедливость этих свойств следует из определения 
матрицы V  или непосредственной их проверки с использованием некото-

рых свойств из алгебры матриц, поэтому доказательство теоремы не при-
водится.  

Управляющее воздействие, решающее задачу управления поэтапно 

меняющейся системы (1.1) с заданными начальными ( )0 0x t x=  и ко-

нечными ( ) Tx T x=
 
условиями, представляется в следующем виде [6]:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

0 0

1

, , ,

T
m

j j j

j

u t V T t H t t Q x T V T t x t v t
−

=

 
= − + 
 
∑ ,        (2.4) 

где введены обозначения: 

[ ] [ ]1 1 0 1

1 1

1

, ,
,

0,

H t t t t t
H t t

t t T

 ≤ <
= 

≤ ≤

ïðè

ïðè
, 

[ ] [ ]
0 1

1 1 1 1

0,

, , , 2, , 1

0,

k

k k k

k

t t t

H t t H t t t t t k m

t t T

−

−

≤ ≤


= ≤ < = −
 ≤ ≤

…

ïðè

ïðè

ïðè

                 (2.5) 

[ ] [ ]
0 1

1

0,
,

, ,

m

m m

m m m

t t t
H t t

H t t t t T

−

−

≤ ≤
= 

≤ ≤

ïðè

ïðè
. 

( ) ( ) ( )
0

0

1 1

, , , , , ,

T
T m m

j j j j j j

j jt

Q t T V T t H t t V T t H t t dt
= =

  
   =      

  
∑ ∑∫… ,  

а ( )v t – некоторая вектор-функция такая, что 

( ) ( )
0

1

, , 0
T m

j j j

jt

V T t H t t v t dt
=

 
  =  

 
∑∫ .                               (2.6) 

Учитывая обозначения (2.5), при ( ) 0v t =  управляющее воздействие 

( )u t  согласно (2.4) представится в виде:  

( )

( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )( ) [ )

( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )( ) [ )

[ ]( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

1

1 1 1 0 0 0 1

1

2 2 2 0 0 1 2

1

0 0 1

, , , , ,

, , , , ,

......................................................................................

, , , ,

T

T

T

m m m

V T t H t t Q x T V T t x t t t t

V T t H t t Q x T V T t x t t t t
u t

H t t Q x T V T t x t t t T

−

−

−
−

 − ∈



− ∈
= 

− ∈

ïðè

ïðè

ïðè







   (2.7) 
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3. Условия вполне управляемости поэтапно меняющейся нестаци-

онарной системы. При помощи введенных в (2.5) функций соотношение 
(2.3) запишется следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

1

, , ,
T m

j j j

jt

V T t H t t u t dt X T V T t x t η
=

  = − = ∑∫ .             (3.1) 

Таким образом, получаем, что система (1.1) вполне управляема тогда 

и только тогда, когда для любого вектора ( ) ( ) ( )0 0,x T V T t x tη = −  из nR  мо-

жно указать управление ( ),u u t η= , удовлетворяющее условию (3.1). 

Пусть ( ),ih T t – i -й столбец матрицы ( )
1

, , ;

T
m

j j j

j

V T t H t τ
=

 
   

 
∑ iη – i -я 

компонента вектора C . Тогда соотношение (3.1) можно записать в виде 

( ) ( ) ( )
0

1 , 1, ,
T

T

i

t

h T t u t dt i nη= =∫ … . 

Условие вполне управляемости системы (1.1) можно сформулировать 
в виде следующего утверждения [6].  

Для того чтобы система (1.1) была вполне управляемой на отрезке 

времени [ ]0 ,t T , необходимо и достаточно, чтобы вектор-функции 

( ) ( ), , ,i nh T t h T t…  были линейно независимыми на этом отрезке. 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема 3. Поэтапно меняющаяся система (1.1) вполне управляема 

на отрезке времени [ ]0 ,t T  тогда и только тогда, когда интегральная 

матрица  

( ) ( ) ( )
0

0

1 1

, , , , , ,

T
T m m

j j j j j j

j jt

Q t T V T t H t t V T t H t t dt
= =

  
   =      

  
∑ ∑∫…         (3.2) 

положительнo определенна. 

Доказательство. Пусть матрица ( )0 , ,Q t T…  положительно определен-

на. Покажем, что система (1.1) вполне управляема. По определению мат-
рица (3.2) является симметричной, следовательно, она является неособой 

матрицей, т.е. ( )0det , , 0Q t T ≠… . Таким образом, обратная матрица 

( )1

0 , ,Q t T
−

…  существует. Выберем управляющее воздействие в следующем 

виде:  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) )1

0 1, , , ,
T

j j j j j
u t V t t H t t Q x T V T t t t t

−
−  = − ∈   .           (3.3) 

Подставляя (3.3) в выражение (2.1), будем иметь   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0 0

1

, , , , ,
j

j

t
m T

j j j j j j

j t

x t V t t x t V t t H t V t t H t tτ
−

−

=

   = +    
∑ ∫  

( ) ( ) ( )( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1

0 0 0 0, , , ,

m

t
T

m m m

t

Q x T V T t x t d H t H t t Q x T V T t x t dτ τ τ
−

− − − + −   ∫

или 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0 0

1

, , , , ,
j

j

t
m T

j j j j j j

j t

x t V t t x t V t t H t V T t H t t dτ τ
−

−

=


   = + +   

∑ ∫  

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0 0, , ,

m

t
T

m m m

t

H t H t t d Q x T V T t x tτ τ
−

−


+ × −


∫ .          (3.4) 

В момент времени 
mt T t= =  из формулы (3.4) получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0 0

1

, , , , ,
j

j

t
m T

j j j j j j

j t

x T V T t x t V T t H t V T t H t t dτ τ
−

−

=


   = + +   

∑ ∫  

 ( ) [ ] ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0 0, , , , ,

m

t
T

m m m

t

V T T H t V T T H t t d Q x T V T t x tτ τ
−

−


+ × −


∫ .        (3.5) 

Учитывая, что ( ),V T T E=  (свойство 1 теоремы 2), выражение (3.5) можно 

представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

0 0

1

, , , , ,
j

j

t
m T

j j j j j j

j t

x T V T t x t V T t H t V T t H t dτ τ τ
−

=

 
    = + ×     

∑ ∫  

( ) ( ) ( )( )1

0 0,Q x T V T t x t
−× − .                                   (3.6) 

Выражение (3.6) с учетом обозначения (2.5) запишем в следующем виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

1 1

, , , , ,

T
t m m

j j j j j j

j jt

x T V T t x t V T t H t V T t H t dτ τ τ
= =

   
    = + ×         
∑ ∑∫  

( ) ( ) ( )( )1

0 0,Q x T V T t x t
−× − ,                                (3.7) 

здесь также учтено, что 

( )( ) ( )( )
0

, , , , 0
T

T

j j j j j j

t

V T t H t V T t H t d i jτ τ τ    = ≠   ∫ . 

Согласно (3.2) из формулы (3.7) получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

0 0 0 0, ,x T V T t x t Q Q x T V T t x t x T
−= + × − = . 

Таким образом, с помощью управления (3.3) движение системы (1.1) 

из любого заданного начального состояния ( )0x t  переведено в любое за-

данное конечное состояние ( )x T . Отметим, что управление вида (3.3) не 

является единственным. Действительно, управление вида (2.4) с условием 
(2.6) также переводит движение системы (1.1) из любого начального 

состояния ( )0x t
 
в любое заданное конечное состояние ( )x T . 

Покажем теперь, что если поэтапно меняющаяся система (1.1) вполне 
управляема, то матрица (3.2) будет положительно определенной. 

Введем обозначение 

( ) ( )
1

, ,
m

j j j

j

R t V T t H t τ
=

 =  ∑ .    (3.8) 

Размерность матрицы ( )R t  равна ( )n r× .  

Рассмотрим квадратичную форму    
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( ) ( ) ( )
0

0, , , ,
T

T

t

Q t T R t R t dtξ ξ ξ< >= < >∫… ,                       (3.9) 

где ξ – n - мерный вектор. 

Так как для любой матрицы ( )R t  размерностью ( )n r×  имеет место 

[5]  

( ) ( ) ( ) ( ), ,T T T
R t R t R t R tξ ξ ξ ξ< >=< > , 

для квадратничной формы (3.9) будем иметь  

( ) ( ) ( )
0

0, , , , 0
T

T T

t

Q t T R t R t dtξ ξ ξ ξ< >= < > ≥∫… .                  (3.10) 

Теперь покажем, что ( )0 , ,Q t T…  – неособая матрица. Для этого пред-

положим обратное. Пусть ( )0 , ,Q t T…  – особая матрица. В этом случае су-

ществует такой n -мерный вектор 0b ≠ , что ( )0, , , 0b Q t T b< >=… . 

Обозначим ( ) T
t R bσ = , тогда будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

, , ,
T T T

T T T

t t t

t t dt R t b R t b dt b R t R t b dtσ σ< > = < > = < > =∫ ∫ ∫
 

( ) ( ) ( )
0

0, , , , 0
T

T

t

b R t R t dtb b Q t T b=< >=< >=∫ …  

Из этого следует, что ( ) 0tσ =  на отрезке [ ]0 ,t T . Так как система (1.1) 

вполне управляема, существует управление ( )u t , которое переводит дви-

жение системы (1.1) из любого заданного состояния 0( )x t  в конечное 

состояние ( )x T , при этом ( ) ( ) ( )0 0, 0x T V T t x t− ≠ . Для этого управления 

будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1

, , , , ,

T
T T T m

T

j j j

jt t t

t u t dt R t u t dt V T t H t b u t dtσ τ
=

 
 < > = < > = < > =  

 
∑∫ ∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1

, , , , , , .
T m m

j j j j j j

j jt

b V T t H t u t dt b V T t H t u t dtτ τ
= =

   
   = < > =< >      

   
∑ ∑∫

 
С учетом (3.1) получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0, , ,
T

t

t u t dt b x T V T t x tσ< > =< − >∫ .                  (3.11) 

Так как ( ) 0tσ =  на отрезке [ ]0 ,t T ,  

( ) ( )
0

, 0
T

t

t u t dtσ< > =∫ , 

а если принимать, что ( ) ( ) ( )0 0, 0b x T V T t x t= − ≠ , то из (3.11) получим 

, 0a b< >= . Это противоречит предположению, что 0b ≠ . Полученное 

противоречие доказывает, что матрица ( )0 , ,Q t T…  является неособой 
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матрицей, т.е. матрица ( )0 , ,Q t T…  положительно определенна. Теорема 3 

доказана. 
Отметим, что из теоремы 3 можно получить известное условие 

вполне управляемости линейных нестационарных систем [1, 4, 5], движе-
ние которых происходит на одном интервале времени. Действительно, 
если вместо системы (1.1) рассматривать систему 

( ) ( )x A t x B t u= +ɶ ,  [ ]0 ,t t T∈ , 

где ( ) n
x t R∈  – фазовый вектор системы, размерности матрицы ( )A t , ( )B t  

вектора ( )u t  соответственно равны ( )n n× , ( )n r×  и ( )1r × , то  эта система 

вполне управляема на отрезке времени [ ]0 ,t T  тогда и только тогда, когда 

интегральная матрица  

( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( )
0

0 , , ,
T

T

t

Q t T X T t B t X T t B t dt= ∫  

положительно определенна. 
Заключение. В теории управления поэтапно меняющихся линейных 

нестационарных динамических систем важную роль играют понятия пере-
ходной матрицы и интегральной матрицы управляемости. Сформули-
рованы основные свойства переходной матрицы для поэтапно меняю-
щихся систем. Получено необходимое и достаточное условие вполне уп-
равляемости поэтапно меняющихся линейных нестационарных динами-
ческих систем, которое выражено положительной определенностью инте-
гральной матрицы управляемости.  
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Введение. Известно, что напряжения, возникающие в армированных 
композитных тонкостенных трубчатых элементах, эксплуатирующихся в 
реальных условиях, можно воссоздать, применяя соответсвующую схему 
растягивающих или сжимающих усилий и крутящих моментов [1]. По 
этой же причине считается, что исследования механического поведения 
таких элементов при двух комбинациях нагрузок: растяжении со сдвигом 
или сжатии со сдвигом, являются наиболее актуальными [2]. 

В данной работе приводятся и обсуждаются результаты эксперимен-
тального исследования сопротивления разрушению при кручении стекло-
пластиковых труб, предварительно нагруженных внутренним гидростати-
ческим давлением (растяжение в кольцевом направлении) или осевым рас-
тягивающим усилием. 

1. Методика проведения исследований. 1. Кручение труб, предва-

рительно нагруженных осевым растягивающим усилием. Исследования 
влияния осевого растяжения на сопротивление разрушению при кручении 
труб проводились на слоистых стеклопластиковых трубчатых элементах с 
внутренним диаметром 38 мм, толщиной стенки 2.25 мм и длиной 285 мм 
(рис. 1).  

Трубы были изготовлены методом намотки стеклоткани, предвари-
тельно пропитанной модифицированной эпоксидной смолой, на металли-
ческую оправку с последующим горячим прессованием по боковой по-
верхности в специальных формах [3]. Была применена стеклоткань полот-
няного переплетения марки Т-23 (ТУ 6-11-231-76) толщиной 0.27 мм с 
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плотностью (число нитей на 1см2 ткани) 36:20 (основа: уток), производи-
мая Севанским заводом «Электростеклоизоляция» (Республика Армения). 

 Связующее для стеклопластика изготавливалось на основе эпо-
ксифенольных смол (ЭД-20 и БФ-4). Величина коэффициента 

армиирования стеклопластика составляет 0.45µ =  ( 0.29,основаµ =  

)0.16утокµ =   Направление основы стеклоткани 

совпадает с направлением продольной оси 
трубчатых образцов ( )0 .ϕ = °  Краткие сведения о 

методике проведения экспериментальных 
исследований, осуществленных через 7 лет 
после изготовления стеклотканевых труб, 
приводятся ниже. 

Предварительно на одной части из общего 
числа образцов были определены пределы про-
чности (временного сопротивления) при осевом 

растяжении ( 146.6B

zz
σ = МПа) и при простом 

кручении ( 47.3B

zθτ = МПа). 

Другая часть опытных образцов-близнецов 
была подвергнута осевому растяжению до оп-
ределенного уровня (соответствующего 0.2; 

0.4; 0.6 и 0.8 B

zz
σ ), а затем, сохраняя эту нагрузку 

постоянной, была доведена до разрушения пу-
тем приложения ступенчатообразно увеличива-
ющегося крутящего момента. 

1.2 Кручение труб, предварительно нагру-

женных внутренним гидростатическим дав-

лением. Изучение влияния внутреннего гидро-
статического давления на сопротивление разру-
шению стеклопластиковых трубчатых элемен-
тов при кручении было осуществлено с ис-
пользованием опытных образцов, полученных 
из указанных в п. 1.1 труб (исходные образцы) 
при помощи шлифования. Внешний рабочий 
диаметр опытных трубчатых образцов состав-
лял 39.7 мм, а длина рабочей части – 60 мм. 

Далее приводится краткое описание 
методики проведения экспериментальных 
исследований, осуществленных через 30 лет 
после изготовления исходных трубчатых 
элементов. 

Как и в случае испытаний, описанном в п. 1.1, предварительно на од-
ной части из общего числа опытных трубчатых образцов были определены 
пределы временного сопротивления на растяжение в кольцевом направле-

нии ( 458.2B

θθσ =  МПа) и при простом кручении ( 2.36=B
zθτ МПа). Остальная 

Рис.1. Чертеж стекло-
пластикового трубчато-

го элемента. 
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часть опытных образцов-близнецов была подвергнута внутреннему гидро-
статическому давлению до определенного уровня (соответствующего 0.4; 

0.6 и 0.8 
B

θθσ ), а затем, сохраняя эту нагрузку постоянной, была доведена 

до разрушения путем ступенчатого увеличения крутящего момента. 
При проведении указанных выше экспериментальных исследований 

каждая ступень увеличивающегося в процессе испытания крутящего мо-
мента соответствовала 0.06 - 0.07 доли прочности стеклопластиковых труб 
при простом кручении. Выдержка труб на каждой ступени нагрузки со-
ответствовала лишь времени, необходимому для снятия показаний дефор-
маций (здесь они не рассматриваются). В каждом случае испытания были 
использованы данные 4-6 образцов-близнецов, разрушение которых имело 
место в рабочей зоне. 

Описанные в п.п. 1.1 и 1.2 испытания стеклотканевых труб были осу-
ществлены на трехосной разрывной машине ZDe 30. 

2. Результаты и их обсуждение. 2.1. Предварительное нагружение 

труб осевым растягивающим усилием. Прежде чем перейти к обсужде-
нию представленных в данном пункте результатов исследований отметим, 
что деформационные и прочностные свойства стеклотканевых труб при 
сложном нагружении растягивающим усилием и крутящим моментом с 
учетом очередности их приложения подробно рассматривались в работе 
[4]. Здесь приводятся отдельные результаты из указанной работы, позво-
ляющие сделать некоторые обобщающие выводы. 

Рассматриваемые в настоящем пункте результаты исследований на 
рис. 2 представлены в виде предельной кривой прочности в координатах 

zz
σ  - zθτ , построенной по шести меткам включая 

B

zz
σ  и 

B

zθτ . 

Согласно данным рис. 2 нагружение на первом этапе испытания по-
стоянным осевым растягивающим усилием приводит к увеличению значе-
ния сопротивления разрушению стеклотканевых труб при кручении по 
сравнению с их прочностью при простом кручении. Максимальное значе-
ние роста этой характеристики (более чем 30%) наблюдается у труб, пред-
варительно нагруженных растягивающим усилием, соответствующим 

0.6
B

zzσ , что в основном связано с более равномерным распределением вну-

тренних напряжений в армирующем компоненте композита при этом ре-
жиме испытания. Значение упомянутого выше роста сопротивления раз-
рушению труб при предварительном нагружении осевым растягивающим 

усилием, соответствующим 0.4  и 0.8 B

zz
σ , составляет примерно 6 и 13%. 

Օтметим также, что согласно проведенным расчетам с увеличением 

уровня предварительного нагружения растягивающим усилием наблюда-
ется стабилизация показателей сопротивления разрушению стеклоткане-
вых труб при кручении, полученных при одних и тех же режимах ис-
пытаний. Так, при уровне осевого растягивающего напряжения, составля-

ющем 0; 0.2; 0.4; 0.6 и 0.8 
B

zzσ , величина коэффициента вариации для ука-

занного сопротивления разрушению составляет соответственно 0.14; 0.12; 
0.05; 0.03 и 0.01. 
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Рис. 2. Предельная кривая сопротивления разрушению тканевых стеклопласти-
ковых труб при совместном действии осевого растягивающего усилия и крутяще-

го момента: ' ( )B

z zz
fθτ σ= . 

 
2.2. Предварительное нагружение труб внутренним гидростатиче-

ским давлением. Результаты рассматриваемых здесь исследований в виде 

предельной кривой прочности в координатах θθσ  - 
zθτ представлены на 

рис. 3. Кривая построена по пяти меткам включая 
B

θθσ  
и 

B

zθτ . 

Сравнение данных рис. 3 показывает, что сопротивление разрушению 
при кручении стеклотканевых труб, предварительно нагруженных вну-

тренним гидростатическим давлением, соответствующим 0.4 B

θθσ , оказы-

вается примерно на 40% выше по сравнению с пределом их прочности при 

простом кручении 
B

zθτ . 

Такое сравнение также показывает, что в случаях кручения труб, 
предварительно нагруженных внутренним  гидростатическим давлением, 

соответствующим 0.6 и 0.8 B

θθσ , упомянутое выше сопротивление разру-

шению оказывается соответственно на 22 и 47% меньше по отношению к 
пределу их прочности при простом кручении. 

Указанное выше существенное увеличение сопротивления разруше-
нию при кручении стеклотканевых труб, находящихся под воздействием 
постоянного внутреннего гидростатического давления, соответствующего 

0.4 B

θθσ , можно объяснить более равномерным распределением внутренних 

напряжений между армирующими волокнами. А наблюдаемое уменьше-

ние упомянутой характеристики при больших уровнях θθσ  
связано в ос-

новном с тем, что еще до начала процесса кручения трубы приобретают 
бочкообразную форму, приводящую тем самым к снижению первоначаль-
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ной плотности армирующей стеклоткани, а следовательно, и увеличению 
степени податливости труб относительно кручения. 

 
 
 

 
 

 
Рис. 3. Предельная кривая сопрoтивления разрущению тканевых стеклопластико-
вых труб при совместном действии внутреннeго гидростатического давления и 

крутящего момента ' ( )
zθ θθτ ϕ σ= . 

 
3. Экспериментальное обоснование наблюденных эффектов. Со-

гласно результатам, представленным в работе М. М. Мартиросяна [5], в 
условиях сложного нагружения на первом этапе испытаний приложенное 
предварительное растягивающее осевое усилие оказывает существенное 
положительное влияние на сопротивление разрушению по кольцевому 
направлению стеклопластиковых трубчатых образцов, подвергнутых на 
втором этапе нагружения внутреннему гидростатическому давлению. Об-
наруженный при этом рост сопротивления разрушению зависит как от 
уровня действующего на образец постоянного растягивающего усилия, так 
и от величины угла φ его армирования. 

Согласно данным М. М. Мартиросяна [5] при рассматриваемых углах 
армирования максимальное увеличение сопротивления разрушению по 

кольцевому направлению 'Bθθσ  наблюдается у трубчатых образцов, предва-

рительно нагруженных осевым растягивающим усилием, соответствую-

щим 0.6 
B

zz
σ . Значение указанного роста при углах армирования труб 

00ϕ = , 022.5ϕ =  и 045ϕ =  составляет соответственно 65 (коэффициент ва-

риации 0.02); 85 (коэффициент вариации 0.13) и 30% (коэффициент вари-
ации 0.04). 

В работе [5] приводятся также результаты контрольных эксперимен-
тов, подтверждающие достоверность обнаруженного эффекта. При этом 



 251 

разработка методики этих экспериментов была осуществлена исходя из 
следующего предположения: если при двухосном растяжении от воздей-
ствия 0

zz
σ >  наблюдается повышение сопротивления разрушению труб по 

кольцевому направлению 'Bθθσ  
и при этом 'B B

θθ θθσ σ> , то разгрузка осевого 

напряжения до нулевого его значения должна привести к непременному 
разрушению образца от внутреннего давления. 

Контрольные эксперименты, проведенные на трубчатых образцах с 
045ϕ =  ( 140B

zz
σ = МПа, 130B

θθσ = МПа), подтвердили справедливость отме-

ченного выше предположения M. M. Мартиросяна [5]. Трубы, нагружен-
ные двухосным растяжением и выдерживающие напряжения в кольцевом 

направлении ' 156B

θθσ = МПа в условиях наличия 49
zz

σ = МПа, при разгруз-

ке последнего моментально разрушались. 
Следуя изложенному выше, нами также были осуществлены конт-

рольные эксперименты. Согласно их данным тканевые стеклопластиковые 
трубы, подвергнутые кручению в условиях 60

zz
σ = МПа=const  и 

выдерживающие при этом касательные напряжения 53zθτ = МПа, в про-

цессе разгрузки по осевому направлению разрушались от кручения. 
Аналогичное явление было зафиксировано и в контрольных экспери-

ментах кручения труб в условиях постоянно действующего внутреннего 

гидростатического давления, соответствующего 100θθσ = МПа=const. В 

этом случае испытания трубы, выдерживающие касательные напряжения 

46zθτ =  МПа, разрушались от кручения в процессе снижения уровня 

гидростатического давления. 
Заключение. Если при последовательном нагружении осевым растя-

гивающим усилием или внутренним гидростатическим давлением и крутя-
щим моментом сначала прикладывается растяжение или внутреннее дав-
ление, имеет место повышение, в некоторых случаях существенное, со-
противления разрушению на сдвиг тканевых стеклопластиковых трубча-
тых элементов с основой, направленной вдоль оси трубы. 

Отмеченное явление, обнаруженное в результате прямых измерений, 
указывает на то, что существенного повышения несущей способности од-
них и тех же трубчатых конструкционных элементов на основе стеклотка-
ни, эксплуатируемых в условиях кручения, можно достичь путем обес-
печения постоянно действующего на них осевого растягивающего усилия 
или внутреннего давления. 

Решение указанных задач довольно успешно можно осуществить кон-
структивным методом.  
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К. А. Карапетян, С. Ш. Валесян, Н. С. Мурадян 
 

Влияние внутреннего гидростатического давления и осевого 

растягивающего усилия на сопротивление разрушению 

стеклопластиковых труб при кручении 
    

Приводятся результаты исследования влияния приложенного на первом эта-
пе нагружения внутреннeго гидростатического давления или осевого растяжения 
на сопротивление разрушению при кручении тонкостенных стеклопластиковых 
трубчатых элементов. Эксперементально установлено, что влияние упомянутых 
выше силовых факторов на сопротивление разрушению стеклопластиковых труб 
при кручении в некоторых случаях может оказаться существенным. Предлагается 
способ увеличения несущей способности при кручении одних и тех же тонко-
стенных композитных трубчатых элементов. 

 
ԿԿԿԿ. . . . ԱԱԱԱ. . . . ԿարապետյանԿարապետյանԿարապետյանԿարապետյան, , , , ՍՍՍՍ. . . . ՇՇՇՇ. . . . ՎալեսյանՎալեսյանՎալեսյանՎալեսյան, , , , ՆՆՆՆ. . . . ՍՍՍՍ. . . . ՄուրադյանՄուրադյանՄուրադյանՄուրադյան    
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ազդեցությունըազդեցությունըազդեցությունըազդեցությունը ապակեպլաստեապակեպլաստեապակեպլաստեապակեպլաստե խողովակների ըստխողովակների ըստխողովակների ըստխողովակների ըստ ոլորմանոլորմանոլորմանոլորման  

քայքայելուքայքայելուքայքայելուքայքայելու դիմադրությանդիմադրությանդիմադրությանդիմադրության վրավրավրավրա    

 
Բերվում են տարբեր մակարդակի ներքին հիդրոստատիկ ճնշման կամ առանց-

քային ձգող ճիգի ազդեցության տակ գտնվող ապակեպլաստե բարակապատ խողո-

վակների ըստ ոլորման քայքայելուն դիմադրելու հետազոտությունների արդյունք-

ները: Փորձնականորեն հաստատված է, որ վերը նշած ուժային գործոնների ազդեցու-

թյունը ապակեպլաստե խողովակների ոլորմամբ քայքայման դիմադրության վրա որոշ 

դեպքերում կարող է լինել  էական: Առաջարկվում է նույն և միևնույն բարակապատ 

կոմպոզիտե խողովակաձև տարրերի ըստ ոլորման կրողականության բարձրացման 

եղանակ: 

 
K. A. Karapetyan, S. Sh. Valesyan, N. S. Muradyan 

 

The influence of the Hydrostatic Pressure and Axial Tension on the 

Resistance to Facture of Glass-Plastic Tubes Subjected to Torsion 
 

The research results of the influence of the inner hydrostatic pressure and axial 
tension applied at the loading first stage on the resistance to fracture of thin-walled 
glass-plastic tubular elements subjected to torsion are brought. It is experimentally 
established that the effect of above-mentioned force factors on the resistance to fracture 
of the glass-plastic tubes subjected to torsion can be essential in some cases. The 
method of increasing the magnitude of resistance to fracture of the same thin-walled 
composite tubular elements subjected to torsion is suggested. 
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Введение. Изучение геодинамических процессов земной коры прово-

дится в лаборатории геофизических обсерваторных наблюдений посредст-

вом комплекса гидрогеодинамических мониторинговых и непрерывных 

наклономерно-деформографических измерений. Основными задачами из-
мерений являются изучение вариаций напряженно-деформированного со-

стояния земной коры, изучение физических проявлений сейсмической ак-

тивации региона и определение прогностических признаков. Мониторин-

говые наблюдения гидрогеодинамики подземных вод региона и гидрогео-

химии состава вод минеральных источников Центральной Армении вклю-

чают работы по изучению геодинамики напряженно-деформированного 

состояния земной коры во времени и пространстве и их связь с сейсмичес-

кой активностью. Наклономерно-деформографический аппаратурный ком-

плекс состоит из кварцевого штангового деформографа и наклономера. 

Точность измерения относительной линейной деформации 1010− , наклонов 

– до 0.001 сек. дуги. Работы включают мониторинг современных движе-

ний земной коры методами наклонометрии и деформографии, анализ по-

ведения во времени физических параметров и выявление характеристик, 
коррелирующих с состоянием сейсмичности. Сейсмичность является од-

ним из чувствительных показателей интенсивности современных тектони-

ческих движений, поэтому данные, характеризующие сейсмичность изуча-

емого района, используются для изучения современных движений земной 

коры. Данные по сейсмичности, уровню вод гидрогеодинамических сква-

жин и наклономерно-деформографических измерений предоставлены На-

циональной службой сейсмической защиты РА. 

Հատոր 

Том 

Volume 
118 2018           № 3 



 261 

Результаты мониторинговых наблюдений. Сейсмический режим 

территории Армении за последние годы характеризуется слабой сейс-

мичностью в 2016 г. и повышенной – в 2017г.; это касается и количества 

произошедших сейсмических событий (рис. 1), и величин их магнитуд  

(рис. 2). 

 

 
Рис. 1. Гистограмма количества сейсмических событий с М >2, произошедших на 

территории Армении за последние годы. 

 

Исходя из рис.2 магнитуда землетрясений находится 2>M<4.5. Глубины 

гипоцентров большинства землетрясений находятся между 5-15 км. Не-

сколько сейсмических событий с M>3 имели место на глубинах до 5 км, 

что свидетельствует о повышенной геодинамике верхних слоев земной 

коры. По составленному графику повторяемости землетрясений опреде-

лены параметр сейсмической активности а и параметр наклона графика b. 

Оба параметра в регионе по численному значению за последние десять лет 
ниже средних значений: a=3.63, b=0.98, что характеризует среднюю сей-

смичность территории за последние годы. 

 
Рис. 2. График распределения произошедших землетрясений по магнитуде. 

 

По данным каталога землетрясений построена карта сейсмичности 

территории Армении за последние годы (рис. 3) с нанесением эпицентров 

землетрясений с М>2.   
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Рис. 3. Карты сейсмичности территории Армении: М>2;▲ – гидрогеодинамичес-

кие скважины; ♦ – минеральные источники; эпицентры землетрясений: ● – М>2; o 

– М>3. 

 

Общая картина сейсмичности территории Армении отражает концен-

трацию эпицентров землетрясений на Джавахетском нагорье и вдоль глу-

бинных разломов: Ереванского, Гарнийского, Арарат-Севанского – и ча-

стично на ЮЗ региона. 
Землетрясения с М>3 имели место: М=3.9, 07.01.2015 на юге РА; 

М=3.6, 06.04.2015 на ЮЗ побережье оз.Севана; М=3.8, 24.03.2015, М=4.8, 

12.07.2016, М=3.3, 15.08.2017, М=3.7, 04.07.2017 на Джавахетском на-

горье, М=3.9, 28.02.2017 в Зангезуре (юг РА); М=3.0, 24.07.2017 в Ехег-

надзоре и М=3.1, 29.06.2017 на СЗ РА. 

Вариации напряженно-деформированного состояния сейсмоак-

тивных участков земной коры региона. Сопоставление результатов ана-

лиза сейсмичности региона с вариациями напряженно-деформированного 

состояния земной коры выявило корреляционную связь между ними. Кар-

та напряженно-деформированного состояния земной коры (рис. 4) состав-
ляется по вариациям параметров гидрогеодинамических и гидрогеохими-

ческих пунктов наблюдений. Этими параметрами являются уровни под-

земных вод в скважинах и компоненты химического состава минеральных 

вод, представляющие собой индикаторы сейсмичности и других геодина-

мических процессов земной коры [3]. 

При сопоставлении с картой эпицентров землетрясений (рис.3б), и 

описания динамики сейсмичности, карта напряженно-деформированного 

состояния земной коры территории Армении отражает распределение 

деформации в сейсмоактивных участках земной коры региона [7]. 

Структура деформационного сжатия (сгущения изолиний величин 

расчетной деформации) сформирована: на Джавахетском нагорье, на 

границе с Грузией, западном побережье оз.Севан, в центральной части и 
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на ЮЗ территории Армении. Структура растяжения и ослабления нап-

ряженности земной коры наблюдается на СВ и юге республики (рис. 4). 

Yerevan

Garni

 

    – изолинии деформации 

 – активные разломы 

Рис. 4. Карта напряженно-деформированного состояния земной коры территории 

Армении  2016-2017 гг.).  
 

Наклономерно-деформографические измерения земной поверхно-

сти. Изнерения наклонов земной поверхности проводятся в штольне Гар-

нийской обсерватории где установлен наклономер. Наклономер работает в 
непрерывном режиме, фиксирует медленные процессы и позволяет иссле-

довать динамику деформаций земной коры. Результатами измерений явля-

ются бюллетени значений суточного хода наклонов земной поверхности 

по отдельным составляющим с получасовым и часовым интервалом во 

времени и значения поправок за лунно-солнечные приливы. Построены 

графики суточного хода наклонов по составляющим (рис. 5,а,б). 

 
 

 

 

 

 

а)    

   

б) 

 

 

 
 

Рис. 5. Суточный ход наклона за 24.03.2015 г.: а – по направлению СЮ; б – по на-

правлению ВЗ. 
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Наблюденный суточный ход наклонов аппроксимуруется синусоидой 

по формуле [1, 6]:
2

sin( )
24

Vt A
π

ϕ= + . Совпадение вычисленных и наблю-

денных ходов суточных наклонов возможно, за исключением случайных 

погрешностей.  

По полученным бюллетеням хода наклонов по составляющим, поми-

мо графика хода наклонов, строится векторная диаграмма хода наклона по 

отдельным составляющим наклона. В работе построена векторная диа-

грамма хода наклона на первый час каждых суток на протяжении 2015 г. 

(рис. 6). Стрелками на диаграмме и на графиках отмечены моменты зем-

летрясений. 

 

a) 

 

 

 

 

б)  

в) 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6. Записи хода наклона в штольне обсерватории «Гарни»: а – векторная диа-

грамма хода наклонов, построенная по ежесуточным данным (на 0 ч) с 01.01.15 по 

31.12.15; б,в – график вариации хода наклона (сек.дуги) компоненты: север-юг (б) 

и восток-запад (в). 
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Векторная диаграмма хода наклонов земной поверхности показывает 

циклический характер деформирования процессов земной коры, а также 

изменение направления и скорости в периоды региональных землетрясе-

ний (рис.6,а). За период с 10.02.15 по 2.05.15 зафиксирована деформация- 

сжатие, равная 8.34*10-6, которая на векторной диаграмме отмечена в виде 

круга. Параметры произошедших землетрясений, указанных на графиках, 
приводятся в таблице. 

                                                 

 

В таблицу включены те значения эпицентральных расстояний (∆), 

которые выбирались согласно величинам деформационных радиусов зем-

летрясений, вычисляемые по известной формуле: R=10
0,43М

 [4] и местные 

землетрясения с M>2.  

В дальнейшем будут получены амплитудный и фазовый спектры ме-

сячного хода наклона, что позволит наблюдать смещение от месяца к ме-
сяцу фаз и амплитуд суточного наклона по составляющим для выявления 

сезонных изменений [8] и сопоставления с сейсмичностью.  

Выводы. Сейсмический режим Армении указывает на повышение 
сейсмической активности на севере региона и по Базум-Севанскому и Гар-

нийскому разломам. Насышенный сейсмический фон Центральной Арме-

нии является индикатором активации динамических процессов земной ко-
ры. По результатам наблюдений геодинамических процессов земной коры 

Армении выявлено, что за последние годы повысилась геодинамическая 

активность земной коры Ширакского тектонического блока, Центрально-

Армянского тектонического комплекса. 

Метод наклономерных измерений позволяет получать информацию о 

характере современных движений земной коры в регионе, а также отра-
жает процессы сейсмической активации. 

Наблюдения за многолетними вариациями хода наклонов (периоды от 

3 до 20 лет) позволят отразить сейсмический процесс региона. Векторная 

диаграмма хода наклонов земной поверхности показывает циклический 

характер деформирования. 
 

1
Институт геофизики и инженерной сейсмологии  

 им. А. Назарова НАН РА 
2
Институт общей и неорганической химии им. М. Манвеляна НАН РА 

Координаты 

зелмлетря-

сений 

Дата 

землетря-

сения 

y x 

Пункт 

наблюдения 

 

Эпицент- 

ральное рас 

стояние 

∆, км 

Магни-

туда, 

М 

Расчетная 

деформация, 
ε  

7.01.2015 39.35 45.96 Гарни 52.63 3.9 4.88E-09 

8.01.2015 41.15 43.55 - //- 38.77 3.5 3.90E-09 

24.03.215 41.04 43.87 - //- 4.00 3.8 8.34E-06 

6.04.2015 40.27 45.15 - //- 39.53 3.6 4.89E-09 

13.04.2015 40.23 45.17 - //- 44.40 3 6.24E-10 

10.06.2015 41.02 43.95 - //- 8.7 2 4.83E-09 

11.07.2015 40.42 45.6 - //- 28.9 2.1 1.73E-10 

18.07.2015 39.72 45 - //- 36.6 2.8 6.27E-10 

19.07.2015 39.73 45.03 - //- 38.8 2.6 2.98E-10 

29.08.2015 40.98 43.87 - //- 10.2 2 2.94E-09 
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Л. А. Ахвердян, Р. А. Пашаян, Л. В. Арутюнян 

Связь между вариациями напряженно-деформированного 

состояния земной коры и сейсмической активностью 

на территории Армении 
 

Приводятся результаты обработки данных мониторинговых наблюдений тер-

ритории РА, проводимых с целью выявления современных движений земной ко-

ры. Мониторинг наблюдения включает изучение сейсмического режима, данных 

по уровню вод гидрогеодинамических скважин, химического состава минераль-

ных вод, данных по измерению наклонов и деформации земной поверхности в 

штольне обсерватории «Гарни». Выявлены геодинамические процессы по вариа-

ции уровня подземных вод и химических  компонентов минеральных вод. Отме-

чены наклоны и деформации земной поверхности, коррелируемые с сейсмической 

активностью. 
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վարիացիաներիվարիացիաներիվարիացիաներիվարիացիաների ևևևև սեյսմիկաակտիվությանսեյսմիկաակտիվությանսեյսմիկաակտիվությանսեյսմիկաակտիվության միջևմիջևմիջևմիջև կապըկապըկապըկապը 

 
Բերվում են ՀՀ տարածքի մոնիթորինգային դիտարկումների տվյալների մշակ-

ման արդյունքները, որոնք իրականացվել են՝ բացահայտելու երկրակեղևի ժամանա-
կակից շարժումները: Դիտարկումների մոնիթորինգն ընդգրկում է սեյսմիկ ռեժիմի 

ուսումնասիրությունը ըստ հիդրոերկրադինամիկական հորատանցքերի ջրի մակար-
դակի տվյալների, ինչպես նաև հանքային ջրերի քիմիական բաղադրության ուսումնա-
սիրությունն ըստ Գառնիի դիտարանի հանքաբովի մակերեսի  թեքության  և դեֆոր-
մացիաների չափման տվյալների: Բացահայտվել են երկրադինամիկական գործըն-
թացներ՝ ըստ ստորգետնյա ջրերի վարիացիաների և հանքային ջրերի քիմիական 

բաղադրիչների: Վեր են հանվել երկրի մակերեսի դեֆորմացիաներ և թեքություններ, 

որոնք հարաբերակցվում են սեյսմիկ ակտիվության հետ: 
 

 

L. A. Akhverdyan, R. A. Pashayan, L. V. Arutyunyan 

The Relationship between Variations in the Stress-Strain State 

of the Earth’’’’s Crust and Seismic Activity in Armenia 

 

Current article provides the results of processing of monitoring data of the territory 

of RA. The aim of the monitoring was to reveal the modern movements of earth crust. 

The monitoring includes the study of seismic regime, the data of the water level of 

hydrogeodynamic boreholes, the chemical composition of mineral water, data of the 

measurement of earth surface tilt in the adit of Garni Observatory. Geodynamic 

processes were revealed based on the variations of underground water level and 

chemical components of mineral water. The tilts of earth surface which are related with 

seismic activity were observed. 
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Член-корреспондент НАН РА В. О. Топузян, В. М. Казоян 
 

2,4-Дизамещенные 5(4Н)-имидазолоны: новый класс 

ингибиторов холинэстераз 
 

(Представлено 4 /V 2018) 

 
Ключевые слова: 5(4Н)-имидазолоны, синтез, ингибитор, ацетил-

холинэстераза, бутирилхолинэстераза. 

 

Известно, что имидазолоновое кольцо входит в состав различных 

природных веществ, таких как белки, в частности семейство зеленого флу-

оресцентного белка (Green Fluorescent Protein) [1], котамиды A-D [2], по-

паладины A-D [3] и др. Как природные, так и синтетические производные 
5(4Н)-имидазолона проявляют различные биологические свойства [4-9]. 

Однако в литературе отсутствуют данные по антихолинэстеразным свой-

ствам этого класса соединений. 

Настояшее сообщение посвящено синтезу и изучению антихолинэсте-

разных свойств 2,4-дизамещенных 5(4Н)-имидазолонов (13-24). Синтез со-

единений 13-24 осуществляли ранее разработанным нами методом [10] – 

взаимодействием 2-арил-4-арилиден-5(4Н)-оксазолонов (1-12) с 1,1,1,3,3, 

3-гексаметилдисилазаном (HMDS) в диметилформамиде в условиях кипя-

чения реакционной смеси от 20 до 60 мин (рис. 1). 
Выходы синтезированных 2-арил-4-арилиден-5(4Н)-имидазолонов 

(13-24) колеблются в пределах 69-92 % (табл.1). В ЯМР – спектрах сое-

динений 13-24 синглетный сигнал экзоциклического винильного протона 

проявляется при 6.87-7.04 м.д., что свидетельствует о Z-конфигурации – 

соединений, в ИК-спектрах наблюдается поглощение в области 1698 - 

1715 см
-1

 принадлежащего СО-группе имидазолонового кольца.  

По методу [11] исследованы антихолинэстеразные свойства получен-

ных имидазолонов 13-24 по отношению к ацетилхолинэстеразе (АХЭ КФ 

3.1.1.7) и бутирилхолинэстеразе (БуХЭ 3.1.1.8). Полученные данные при-

ведены в табл. 2. Согласно этим данным, 2-арил-4-арилиден-5(4Н)-имида-
золоны 13-24 в основном являются слабыми ингибиторами ацетилхолин-

Հատոր 

Том 

Volume 
118 2018           № 3 
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эстеразы (0-41%), однако по отношению к БуХЭ проявляют сравнительно 

высокие ингибируюшие свойства (2-87%). (табл.2).  

 

N O

O

Ar

R

N NH

O

Ar

R

DMFA, 140oC

HMDS

1-12 13-24
 

1,13Ar = C6H5, R = C6H4Cl-4;  2,14Ar = C6H5, R = C6H4F-4;  3,15Ar = C6H5, R = 

C6H4NO2-3;   

4,16 Ar = C6H5, R = C6H4(OSO2C6H4CH3-4)-4; 5,17Ar = C6H5, R = C6H4CH=CH;  

6,18Ar = 2-CH3C6H4, R = C6H4Cl-4; 7,19 Ar=4-CH3C6H4, R = C6H4COCH3-4;  

8,20 4-BrC6H4, R = C6H4C(OSO2C6H4CH3-4)-4;  9,21 Ar=2-ClC6H4, R = C6H4Cl-4; 

10,22 Ar=3-O2NC6H4, R = C6H5;  11,23 Ar=2,4-Cl2C6H3, R = C6H4OCH3-4;   

12,24 Ar=2,4-Cl2C6H3, R = C6H4Br-4;   

  
Рис. 1 

         
 Таблица 1 

Данные продолжительности реакции, выходы и физикохимические 

константы 2-арил-4-арилиден-5(4Н)-имидазолонов 13-24  
 

 

*Подвижная фаза бензол-метанол 5:2  

 

Как видно из табл. 2, сравнительно высоким антибутирилхолинэс-

теразным свойством (87%) обладает 2-фенил-4-(4-толуолсульфонилокси-

бензилиден)-5(4H)-имидазолон (16). Нами по методу [12] определены зна-

чения концентраций соединения 16, ингибирующие холинэстеразы на 50% 

 

№ 
Продол-

жителнoсть 

реакции, 

Мин 

 

Выход, 

% 

 

Т.пл., 
оС 

 

Rf* 

 

 

Найдено, 

N% 

 

Брутто- 

Формула 

 

Вычис 

лено, 

N% 

13 35 80 285-288 0.60 10,24 C16H11N2ClO 9.91 

14 40 76 326-328 0.64 10.12 C16H11N2FO 10.52 

15 60 69 251-254 0.75 14.56 C16H11N3O3 14.33 

16 60 71 279-281 0.65 6.43 C23H18N2O4S 6.69 

17 60 82 268-271 0.74 10.39 C18H13N2O 10.25 

18 45 74 290-293 0.70 9.70 C17H13N2ClO 9.44 

19 60 87 278-281 0.65 9.41 C18H16N2O2 9.58 

20 60 92 265-268 0.80 5.74 C23H17N2BrO4S 5.63 

21 35 86 252-255 0.83 8.61 C16H10N2ClO 8.83 

22 20 85 255-258 0.47 14.50 C16H11N3O3 14.33 

23 60 84 220-223 0.74 8.27 C17H12N2Cl2O 8.07 

24 60 87 230-233 0.73 6.90 C16H9N2BrCI2O 7.07 
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(IC50%). Полученные данные свидетельствуют о том, что соединение 16 по 

данным IC50% уступает всем приведенным в табл. 3 известным антихолин-

эстеразным средствам, а по отношению к БуХЭ уступает только гептил-

стигмину. Одновременно соединение 16 по селективности к БуХЭ превос-

ходит все приведенные в табл. 3 антихолинэстеразные препараты. 

          
 Таблица 2 

Данные ингибирования ацетилхолинэстеразы (АХЭ) и 

бутирилхолинэстеразы (БуХЭ) 8 µµµµM 2,4-дидидидизамещенными 5(4Н)-

имидазолонами (13-24) 

 

№ Ингибирование 

AChE, %  

Ингибирование 

BuChE, % 

13 19 2 

14 13 20 

15 5 16 

16 29 87 

17 39 79 

18 12 11 

19 19 28 

20 7 27 

21 14 5 

22 32 44 

23 41 51 

24 26 61 

 
        Таблица 3 
 

Значения IC50% и селективности 2-фенил-4-(4-толуолсульфонилокси)- 

бензилиден-5(4H)-имидазилона (16) и некоторых известных 

антихолинэстеразных препаратов 

 

Соединение 
IC50, nM,  

AChE (A) 

IC50, nM  

BuChE (Б) 

Селективность 

A/Б или Б/А 

16 4201±49
 

6±0.3
 700-БуХЭ 

Такрин 

(Cognex)* 
190±40 47±1.0 4-БуХЭ 

Донепезил 

(Aricept)* 
22±8 4150±1700 188-БуХЭ 

Ривастигмин 

(Exelon)* 
4150±160 37±5 122-БуХЭ 

Галантамин 

(Reminyl)* 
800±60 7300±830 9-АХЭ 

Фенсерин* 22±1.4 1560±45 70-АХЭ 

Гептилстигмин 

(Eptastigmine)* 
22±2 5±0.1 4-БуХЭ 

  

*Данные взяты из [13]. 
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Таким образом, найден новый класс соединений – 2,4-дизамещенные 

5(4Н)-имидазолоны, проявляющие антихолинэстеразные свойства и как 

ингибиторы, в основном, специфичные по отношению к БуХЭ. 

 
Научно-технологический центр органической и фармацевтической  

химии НАН РА, Институт тонкой органической химии 

 

Член-корреспондент НАН РА В. О. Топузян, В. М. Казоян 

 

2,4-Дизамещенные 5(4H)-имидазолоны: новый класс  

ингибиторов холинэстераз  
 

Взаимодействием 5(4H)-оксазолонов с 1,1,1,3,3,3-гексаметилдисилазаном 

были синтезированы 2,4-дизамещенные 5(4H)-оксазолоны. Установлено, что эти 

соединения проявляют ингибирующие свойства по отношению к ацетил- и бути-

рилхолинэстеразам. В ряду синтезированных соединений сравнительно высокая 

антибутирилхолинэстеразная активность обнаружена у 2-фенил-4-(п-толуолсул-

фонилоксибензилиден)-5(4H)-имидазолона. 
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ԽոլինէսթերազաներիԽոլինէսթերազաներիԽոլինէսթերազաներիԽոլինէսթերազաների    արգելակիչներիարգելակիչներիարգելակիչներիարգելակիչների    նորնորնորնոր    դասդասդասդաս` ` ` `     
2,42,42,42,4----երկտեղակալված երկտեղակալված երկտեղակալված երկտեղակալված 5555((((4444HHHH))))----իմիդազոլոններ իմիդազոլոններ իմիդազոլոններ իմիդազոլոններ     

 
Ելնելով չհագեցած 5(4H)-օքսազոլոնների և 1,1,1,3,3,3-հեքսամեթիլդիսիլազանի 

փոխազդեցությունից՝ իրականացվել է 2,4-երկտեղակալված 5(4H)-իմիդազոլոնների 
սինթեզ: Ցույց է տրված, որ այդ միացություններն ընդունակ են արգելակելոու ացետիլ-
խոլին- և բութիրիլխոլինէսթերազաները: Սինթեզված միացությունների շարքում որ-
պես բութիրիխոլինէսթերազի արգելակիչ աչքի է ընկնում 2-ֆենիլ-4-(պ-տոլուոլսուլ-
ֆոնիլօքսիբենզիլիդեն)-5(4H)-իմիդազոլոնը:  
 

 
Corresponding member of NAS RA V. O. Topuzyan,  

V. M.    Ghazoyan  
 

2,4-Disubstituted 5(4H)-Imidazolones: New Class     
of Cholinesterase Inhibitors 

 
According to the interaction of unsaturated 5(4H)-oxazolones with 1,1,1,3,3,3-

hexamethyldisilazane, have been synthesed 2,4-disubstituted 5(4H)-imidazolones. 

There where shown, that this compounds can inhibit acethylcholine- and butyryl-
cholinesterases. From synthesed compounds there was evident the 2-phenil-4-(p-toluol-
sulfoniloxybenzilidene)-5(4H)-imidazolone as active butyrylcholinesterase inhibitor.  
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Роль микроорганизмов в миграции химических элементов неоспори-
мо велика [1]. Размеры процессов поглощения металлов микроорганиз-
мами и вовлечения в биогенную миграцию огромны благодаря большой 
скорости их размножения. Проводятся  исследования соединений с содер-
жанием таких химических элементов, как литий, медь, цинк, железо, се-
лен, кобальт, марганец, которые уже успешно находят применение в меди-

цинской практике [2-4].  
Представленное исследование является продолжением ранее опубли-

кованных работ в области производных аминокислот, в частности трипто-
фана, содержащих необходимые для организма катионы металлов [5-7]. 

Материалы и методы исследования. Антибактериальная активность 
Cu(II), Zn(II), Li катионсодержащих производных триптофана (1-13) изу-
чена методами «диффузии в агаре» и «двукратных серийных разведений» 
на мясопептонном бульоне (рН 7.2-7.4) [8], при бактериальной нагрузке 20 
млн. микробных тел на 1 мл среды. В экспериментах использовали стан-
дартные эталонные штаммы микроорганизмов (Государственный конт-
рольный институт медицинских и биологических препаратов им. Л.А. Та-
расевича, Россия), 2 штамма грамположительных стафилококков, отлича-
ющиеся по чувствительности к антибактериальным препаратам (Staphylo-
coccus aureus 209Р, Staphylococcus aureus 1), и грамотрицательные палочки 

(Shigella flexneri 6858, Esherichia coli 0-55). При диффузионном методе 
растворы соединений и контрольного препарата готовили в ДМСО в 
разведении 1:20. В чашки Петри одинакового диаметра разливали рас-
плавленные среды в 2 слоя. Для нижнего слоя использовали незасеянные 
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среды в количестве 10 мл, для верхнего – агаровую среду с предвари-
тельно засеянной соответствующей тест-культурой. После застывания за-
сеянного агара на его поверхности расставляли стерильные цилиндрики из 
нержавеющей стали одинакового размера (6x10 мм). В цилиндрики каж-
дой чашки одновременно пипеткой наносили 0.1 мл раствора испытуемых 
веществ. Учет результатов производили по диаметру (d, мм) зоны отсутст-
вия роста микробов на месте нанесения веществ после суточного выращи-
вания тест-культур в термостате при 37o С. 

В методе серийных разведений на каждый подопытный микроорга-
низм составляли ряды по 8-10 пробирок, содержащие питательную среду с 
различными концентрациями испытуемых веществ начиная с концентра-
ций 1000 мкг/мл. Пробирки засевали одинаковым количеством бактери-
альной взвеси, приготовленной из 18-часовой культуры микроорганизмов. 
Результаты опытов учитывали визуально по наличию и по интенсивности 
роста микробов после суточной инкубации в термостате при 37o

С. За 
действующую дозу принимали ту наименьшую концентрацию вещества в 
мкг/мл, которая в состоянии ингибировать рост микроорганизмов (ми-
нимальная ингибирующая концентрация – МИК). В качестве положитель-
ного контроля в аналогичных условиях использовали лекарственный пре-
парат фуразолидон [9].  

Результаты и обсуждения. Исследования методом «диффузии в ага-
ре» показали, что DL-триптофан, а также Cu(II) хелат DL-триптофана (1,2) 
полностью лишены антибактериальной активности (табл. 1). При видоиз-
менении структуры данной аминокислоты получены вещества, обладаю-
щие различной степенью антибактериальной активности. Так, Zn(II) хелат 
DL-триптофана и литиевая соль L-триптофана(3,4) проявляют слабую ак-
тивность, подавляя рост всех использованных микроорганизмов в зоне ди-
аметром 10-12 мм, а литиевая соль DL-триптофана по сравнению с соеди-
нением № 4 оказывает умеренное действие (d=15 мм). Литиевые соли 
салицилиден триптофана (6,7) в отличие от L- и DL-триптофана (4,5) 
проявляют выраженную антибактериальную активность (d=17-23 мм). 
Выраженную активность проявляют также соединения № 8 и 9 – Cu(II) 
хелат салицилиден DL-триптофана (в отношении грамположительных 
микробов) и Cu(II) хелат этилового эфира салицилиден DL-триптофана 
(d=17-24 мм). Zn(II) хелат салицилиден L-триптофана (10) по сравнению с 
Zn(II) хелат DL-триптофана (3) проявляет значительно большую 
активность (d=16-21 мм). Этиловый эфир салицилиден L-триптофана (13) 
оказывает слабое действие (d=10-13 мм), а DL производная данного 
вещества (12) проявляет по отношению к грамположительным микробам 
слабую (d=11 мм), а грамотрицательным – выраженную активность (d=16-
18 мм). Среди изучаемых соединений наиболее активным оказалось 
вещество салицилиден L-триптофан (11), которое проявляет несколько 
большую активность, чем контрольный препарат (d=28-37 мм). Анализи-
руя приведенные в табл. 1 данные, нетрудно заметить, что салицилиден 
производные триптофана более активны.  

В опытах методом «двукратных серийных разведений» также исполь-
зовали вышеуказанные 4 штамма. Исследования показали, что соединения 
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№ 3, 4 и 13 (Zn(II) хелат DL-триптофана, литиевая соль L-триптофана, эти-
ловый эфир салицилиден L-триптофана) подавляют рост микроорганизмов 
в значительно высоких концентрациях (МИК>1000 мкг/мл) (табл. 2). Вы-
раженную активность проявляют вещества № 6, 7 и 10 (литиевые соли 
салицилиден L- и DL-триптофана, Cu(II) хелат этилового эфира DL-трип-
тофана и Zn(II) хелат салицилиден L-триптофана; МИК=62.5-250 мкг/мл). 
Наиболее активным оказалось соединение № 11 – салицилиден L-трипто-
фан, которое по отношению ко всем использованным штаммам проявляет 
равную с контрольным препаратом активность (МИК=31.2 мкг/мл).  

Следует отметить, что изучаемые вещества за исключением салици-
лиден L-триптофана (11) по активности значительно уступают контроль-
ному препарату фуразолидону (d=24-25 мм, МИК=31.2 мкг/мл).  

 

Таблица 1 

  

Антибактериальная активность Cu(II), Zn(II), Li 

катионсодержащих производных триптофана 

 
Диаметр зоны задержки роста микроорганизмов, мм 

 
 

Staphylococcus  
aureus 

 
 
№ 

 
               
 
 
            Соединение 

209p 1 

 
 

Shigella flexneri  
6858 

 
 

Esherichia 
coli 0-55 

1 DL триптофан 0 0 0 0 

2 Cu(II)-хелат  
DL-триптофана 

0 0 0 0 

3 Zn(II)-хелат  
DL-триптофана 

12 10 12 10 

4 Литиевая соль   
L-триптофана 

10 10 10 10 

5 Литиевая  соль   
DL-триптофана 

15 15 15 15 

6 Литиевая  соль салицилиден  
DL-триптофана 

17 19 23 17 

7 Литиевая  соль салицилиден  
L-триптофана 

21 22 23 17 

8 Cu(II)-хелат салицилиден  
DL-триптофана 

18 17 14 11 

9 Cu(II)-хелат этилового  
эфира салицилиден 
 DL-триптофана 

24 22 17 17 

10 Zn(II)-хелат салицилиден  
L-триптофана 

18 16 20 19 

11 Салицилиден   
L-триптофан 

30 28 32 37 
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Таблица 2 

 
Минимальная ингибирующая концентрация Cu(II), Zn(II), Li 

катионсодержащих производных триптофана 

 

 

12 Этиловый эфир салицилиден  
DL-триптофана 

11 11 16 18 

13 Этиловый эфир салицилиден  
L-триптофана 

13 12 12 10 

14 Фуразолидон 25 24 24 24 

Минимальная ингибирующая концентрация, мкг/мл 

 
Staphylococcus  

aureus 

 
 
№ 

 
 
               Соединение 

209p 1 

 
Shigella 

flexneri 6858 

 
Esherichia 
coli 0-55 

1 DL-триптофан - - - - 

2 Cu(II)-хелат  
DL-триптофана 

- - - - 

3 Zn(II)-хелат  
DL-триптофана 

>1000 >1000 >1000 >1000 

4 Литиевая  соль   
L-триптофана 

>1000 >1000 >1000 >1000 

5 Литиевая соль   
DL-триптофана 

500 500 500 500 

6 Литиевая  соль  
салицилиден  
DL-триптофана 

250 250 62.5 250 

7 Литиевая соль  
салицилиден  
L-триптофана 

125 125 62.5 250 

8 Cu(II)-хелат  
салицилиден 
 DL-триптофана 

250 250 >1000 >1000 

9 Cu(II)-хелат этилового  
эфира салицилиден  
DL-триптофана 

31.2 62.5 250 250 

10 Zn(II)-хелат  
салицилиден  
L-триптофана 

250 500 125 125 

11 Салицилиден   
L-триптофан 

31.2 31.2 31.2 31.2 

12 Этиловый эфир  
салицилиден  
DL-триптофана 

>1000 >1000 250 250 

13 Этиловый эфир  
салицилиден  
L-триптофана 

>1000 >1000 >1000 >1000 

14 Фуразолидон 31.2 31.2 31.2 31.2 
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Таким образом, на основании полученных результатов можно заклю-
чить, что целесообразно продолжать поиски новых высокоэффективных 
веществ, особенно в ряду салицилиден триптофана.    
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Антибактериальная активность Cu(II), Zn(II), Li катионсодержащих 

производных триптофана 
 

Показано, что большинство производных L- и DL-триптофана обладает анти-
бактериальными свойствами как по отношению к грамположительным 
(Staphylococcus aureus 209P, 1), так и грамотрицательным (Shigella flexneri 6858, 
Esherichia coli 0-55) микроорганизмам. При этом более активными оказались 
литиевые соли салицилиден L- и DL-триптофана, салицилиден L-триптофан, 
Cu(II) хелат этилового эфира салицилиден DL-триптофана и Zn(II) хелат 
салицилиден L-триптофана. 
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ԿԿԿԿ. . . . ՊՊՊՊ. . . . ԳրիգորյանԳրիգորյանԳրիգորյանԳրիգորյան    

    
ՏրիպտոֆանիՏրիպտոֆանիՏրիպտոֆանիՏրիպտոֆանի    Cu(II), Zn(II), Li կատիոնկատիոնկատիոնկատիոն    պարունակողպարունակողպարունակողպարունակող        ածանցյալներիածանցյալներիածանցյալներիածանցյալների    

հակամանրէայինհակամանրէայինհակամանրէայինհակամանրէային    ակտիվությունըակտիվությունըակտիվությունըակտիվությունը    
 

Ցույց է տրված, որ հետազոտված տրիպտոֆանի ածանցյալների մեծ մասը ցու-
ցաբերում է հակամանրէային ակտիվություն թե՛ գրամդրական (Staphylococcus aureus 

209P, 1) և թե՛ գրամբացասական (Shigella flexneri 6858, Esherichia coli 0-55) մանրէների 

նկատմամբ: Պարզվել է, որ այդ շարքում համեմատաբար ակտիվ են սալիցիլիդեն L- և 

DL-տրիպտոֆանի լիթիումական աղերը, սալիցիլիդեն L-տրիպտոֆանի Zn(II) խելա-
տը, սալիցիլիդեն DL-տրիպտոֆանի էթիլային եթերի Cu(II) խելատը և սալիցիլիդեն L-

տրիպտոֆանը: 

 

 

S. H. Ghazaryan, H. M. Stepanyan, R. V. Paronikyan,  

K. P. Grigoryan 

 

Antibacterial activity of Cu (II), Zn (II), Li Cation Containing  

Tryptophan Derivatives 

 
It has been shown, that most L and DL-tryptophan derivatives have antibacterial 

properties both for Gram-positive (Staphylococcus aureus 209P, 1) and Gram-negative 



 278 

(Shigella flexneri 6858, Esherichia coli 0-55) microorganisms. At the same time lithium 
salts of salicylidene L and DL-tryptophan, salicylidene L-tryptophan, Cu (II) Sali-
cylidene DL-tryptophan ethyl ester chelate and Zn (II) salicylidene L-tryptophan chelate 
were more active. 
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