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МАТЕМАТИКА 
УДК 519.2 
 

Ф. А. Талалян 
 

Об одной теореме о подрядах расходящихся  
числовых рядов 

 
(Представлено академиком Н. У. Аракеляном 10/XI 2016) 

 
Ключевые слова: мера, независимость, последовательность, 

подряды. 
 
В связи с разными задачами, касающимися рядов и по-

следовательностей, многими авторами рассматривалась мера на множе-
стве S  всех строго возрастающих последовательностей натуральных чи-
сел, вводимая следующим естественным образом (см. [1-4]). 

Пусть T  есть множество всех точек интервала ( ]0,1 , отличных от дво-

ичнорациональных. Каждой точке t T∈  сопоставим последовательность 
( ) { }is t nϕ= =  следующим образом. Возьмем двоичное разложение точки  

t  
( )

1 2 3
1

0, , , ,
2
k

k
k

t
t

α
α α α

∞

=

= =∑ …  

и в качестве ( ) { }it nϕ =  возьмем последовательность номеров единиц в 

этом разложении. Таким образом ( ) 1, 1,2,
in t nα = = … . 

Для каждого t T∈  таких номеров n  бесконечно много. 
Отображение :T Sϕ →  взаимно однозначное. Для каждого множества 

A S⊂  меру ( )Aµ  определим, полагая ( ) ( )( )1A m Aµ ϕ −= , где m – мера Ле-

бега. В дальнейшем выражения для почти всех t T∈  или для почти всех 
s S∈  понимаются по мере m или, соответственно, по мере µ . 

Известен следующий классический результат. 
Теорема 1. Почти все подряды расходящегося числового  ряда рас-

ходятся. 
В известном нам доказательстве данной теоремы применяется техни-

ка бесконечных произведений вероятностных пространств включая теоре-
му Фубини, а также свойства однородных множеств. 

Հատոր 
Том 

Volume 
117 2017 № 2 
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В настоящей работе мы доказываем теорему о последовательностях 
измеримых множеств, эквивалентную теореме 1. При доказательстве од-
нородностью мы не пользуемся. Вместо нее наряду с теоремой Фубини мы 
пользуемся леммой Бореля – Кантелли о последовательностях независи-
мых событий. 

Очевидно, nD  независимы, и так как ( ) 1

2nm D =  для всех 1,2,n = … , то 

( )
1

n
n

m D
∞

=

= ∞∑ . Этим свойством обладают и все подпоследовательности nD . 

Поэтому в силу второй леммы Бореля – Кантелли ([5], с.69) 

( )limsup 1
inm D =  для всех { }in S∈ .                             (1) 

Это простое наблюдение играет ключевую роль в доказательстве при-
водимой ниже теоремы 2. 

Отметим, что в (1) через lim sup n
n

E
→∞

 обозначен верхний предел после-

довательности nE . Таким образом 

1

limsup n n
n

k n k

E E
∞ ∞

→∞
= =

=∩∪ . 

Теорема 2. Пусть ( ),X P  – вероятностное пространство, nE – произ-

вольная последовательность событий в X , удовлетворяющая условию 

limsup 1n
n

P E
→∞

  = 
 

.                                              (2) 

Тогда для почти всех { }is n S= ∈  имеет место равенство  

limsup 1
in

i
P E

→∞

  = 
 

.                                              (3) 

Доказательство. Представим каждое t T∈  в виде необрывающегося 
двоичного разложения 

( )
1 2

k

k
k

t
t

α∞

=

=∑ .                                                   (4) 

Таким образом, для каждого t T∈  ( ) 0k tα =  или ( ) 1k tα = , причем ( ) 1k tα =  

для бесконечно многих k , следовательно 

( )
1

,k
k

t t Tα
∞

=

= ∞ ∈∑ .                                             (5) 

Пусть Eχ  – характеристическая функция множества E . Для каждого 

limsup n
n

x E
→∞

∈  последовательность ( )
nE xχ  содержит бесконечно много 

единиц. Номера этих единиц обозначим ( )in x . Тогда для каждого 

limsup n
n

x E
→∞

∈  выполняется равенство  

( ) ( )
1

nE n
n

x tχ α
∞

=

= ∞∑  при limsup n
n

t E
→∞

∈ .                              (6) 

Действительно, имеем 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

n n i ii
E n E x n x n x

n i i

x t x t tχ α χ α α
∞ ∞ ∞

= = =

≥ = = ∞∑ ∑ ∑ , 

так как в силу условия ( )limsup
iin xi

t D
→∞

∈  последняя сумма содержит беско-

нечно много единиц. 
В силу (1) и (2) утверждение (6) мы можем сформулировать так: для 

почти всех x χ∈  имеет место равенство 

( ) ( )
1

nE n
n

x tχ α
∞

=

= ∞∑  для почти всех ( ]0,1t ∈ .                      (7) 

Теперь применим теорему Фубини к произведению вероятностных 
пространств ( ),X P  и ( ]( )0,1 ,m . Получим, что почти для всех ( ]0,1t ∈  ряд 

(7) расходится P -почти всюду по x  на X . 
Обьясним это чуть подробнее. Пусть 

( ) ( ) ( )
1

, :
nE n

n

Q x t x tχ α
∞

=

 = = ∞ 
 

∑ . 

Тогда по теореме Фубини 

( ) ( )
1 1

0 0

, ,Q Q

X X

x t dx dt x t dt dxχ χ
  

=      
   
∫ ∫ ∫ ∫ .                               (8) 

Из (7) легко следует, что интеграл в правой части (8) равен единице. Тогда 

( )
1

0

, 1Q

X

x t dx dtχ
 

=  
 
∫ ∫ .                                           (9) 

Из (9) получаем, что для почти всех ( ]0,1t ∈  равенство ( ), 1Q x tχ =  выпол-

няется для почти всех x X∈ , т. е. для почти всех ( ]0,1t ∈  выполняется ра-

венство 

( ) ( )
1

nE n
n

x tχ α
∞

=

= ∞∑                                           (10) 

для почти всех x X∈ . 
Это эквивалентно утверждению теоремы 2, так как для каждого t T∈  

номера in , при которых ( ) 1
in tα = , определяют последовательность { }is n=  

и условие (10) переходит в равенство 

( )
1

ni
E

i

xχ
∞

=

= ∞∑ , 

т. е. limsup
in

i
x E

→∞
∈ , что и требовалось. 

Теперь докажем эквивалентность теорем 1 и 2. Импликация 1 2⇒  
очевидна. Она следует из теоремы Фубини. Докажем обратную импли-
кацию 2 1⇒ . 

Пусть задан расходящийся ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑ . Надо доказать, что для почти 

всех t T∈  ряд ( )
1

n n
n

a tα
∞

=
∑  расходится. Без ограничения общности можно 

считать, что 0 1, 1,2,na n< = … . Далее легко построить вероятностное 
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пространство ( ),X P  и последовательность независимых событий nE X⊂  

так, чтобы выполнялись равенства ( ) , 1,2,n nP E a n= = … . В качестве такого 

( ),X P  можно взять, например, произведение счетного числа вероятно-

стных пространств, каждое из которых есть [ ]0,1  с мерой Лебега (см. [6], 

с. 429). 

Тогда, поскольку ( )
1

n
n

P E
∞

=

= ∞∑ , согласно второй лемме Бореля – Кан-

телли имеем 

limsup 1n
n

P E
→∞

  = 
 

.                                      (11) 

В силу теоремы 1 из (11) в силу той же леммы Бореля – Кантелли сле-
дует, что для почти всех { }is n=  выполняется равенство 

( )
1 1

i in n
n i

P E a
∞ ∞

= =

= = ∞∑ ∑ , 

что и требовалось. 
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1. Введение. Пусть M − риманово многообразия с тензором Риччи 1R  

и операторами кривизны ( ),R X Y , где ,X Y− произвольные векторные по-

ля на M . Если ( ) 1, 0R X Y R=  для любых ,X Y , то тензор 1R  называется по-

лупараллельным, а само многообразие M  называется риччи-полупарал-
лельным или риччи-полусимметрическим. Риччи-полусимметрические 
многообразия являются естественными обобщениями симметрических, 
эйнштейновых, полусимметрических многообразий и римановых много-
образий с параллельным тензором Риччи (см. [1-3] и цитированную в них 
литературу). Общая классификация римановых риччи-полусимметриче-
ских многообразий получена в [2]. Различные классы риччи-полусиммет-
рических подмногообразий исследованы и геометрически описаны в [3-
11].  

В настоящей работе результаты, полученные в [12] для одного класса 
нормально плоских риччи-полусимметрических подмногообразий кораз-
мерности два с нулевым индексом сингулярности и индексом регулярно-
сти два, распространяются на случай подмногообразия произвольной ко-
размерности. За стандартными сведениями по геометрии подмногообра-
зий отсылаем к монографии [1] и к работам  [4, 5, 8].   

2. Нормально плоские риччи-полусимметрические подмногооб-
разия, удовлетворяющие условиям 2,Ri µ ν= = . Пусть в n− мерном  ев-
клидовом пространстве nE  m-мерное нормально плоское риччи-полусим-
метрическое подмногообразие M  удовлетворяет указанным условиям и 
имеет только одно ненулевое собственное значение тензора Риччи. Первое 

Հատոր 
Том 

Volume 
117 2017 № 2 
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условие означает, что группа ( )1W  (см. [8, 9]) регулярных главных векто-
ров кривизны (г.в.к.) содержит два линейно независимых вектора, а ос-
тальные векторы являются их линейными комбинациями. Второе условие 
означает, что пространства дефектности (0)

xT  и относительной дефектности 

xT ′  (см. [8, 9]) совпадают. Следовательно,  подмногообразие M  допускает 
только нулевой сингулярный г.в.к. Если xT ′  является нулевым простран-
ством, то M − эйнштейново подмногообразие. При dim 1xT ′ ≥  подмногооб-
разие M  является полуэйнштейновым. 

Здесь мы рассмотрим случай, когда подмногообразие M  имеет толь-
ко два различных линейно независимых г.в.к. 1 2,n n  с кратностями 1 2,p p  

соответственно. В этом случае 2 2

1 1 2 2, ,n H n n H nρ = − 〈 〉 = − 〈 〉 , где ρ − един-

ственное ненулевое собственное значение тензора Риччи, 1 1 2 2H p n p n= + −  
вектор средней кривизны, а ,〈 〉 − скалярное произведение в nE . Если 

0H = , то векторы 1 2,n n  будут линейно зависимы, что противоречит 

условию. Следовательно, в рассматриваемом случае подмногообразие не 
может быть минимальным. Подставляя значение H  в приведённую выше 
формулу, получим 

2 2

1 1 1 2 1 2 2 2( 1) ( ) , ( 1) 0p n p p n n p n− − − 〈 〉 − − = .                       (1) 

Из этого равенства можем получить ряд следствий. Во-первых, от-
метим, что при 1 2 1p p= =  оно автоматически выполняется. Во-вторых, по-

скольку 1 2 1 2, cosn n n n ϕ〈 〉 = , где ϕ − угол между векторами 1n  и 2n , то из 

(1) следует, что 
2 2

1 1 2 2

1 2 1 2

( 1) ( 1)
cos

( )

p n p n

p p n n
ϕ

− − −
=

−
. 

Эта формула справедлива, если хотя бы одна из кратностей 1p , 2p  больше 
единицы и 1 2p p≠ . Из этой формулы следует, что угол между векторами 

1n  и 2n  вполне определяется их кратностями и отношением их модулей. 

В третьих, если в (1) положить 1 2 2p p= ≥ , то получим 1 2n n= . Верно 

и обратное, если 1 2n n= , то из (1) после необходимых преобразований 

будем иметь 1 2( )(1 cos ) 0p p ϕ− − = . Так как векторы 1 2,n n  линейно незави-

симы, то 1 cos 0ϕ− >  и, следовательно, 1 2 2p p= ≥ . Итак, доказано, что ус-

ловия 1 2n n=  и 1 2( 2)p p= ≥  эквивалентны. 

Если в равенстве (1) положить 2 1p = , то получим 2

1 1( 1)(p n− −  

1 2, ) 0n n−〈 〉 = . Отсюда следует, что или 1 1p = , или 1 2p ≥  и 2

1 1 2,n n n= 〈 〉 . 

Таким образом, необходимо рассмотреть всего три случая: 

1) 1 2 1,p p= =     2) 2

1 2 1 1 22, 1, ,p p n n n≥ = = 〈 〉 ,      3) 1 22, 2p p≥ ≥ . 

В первом случае кодефектность подмногообразия M  равна двум. Как 
известно, всякое подмногообразие кодефектности два является полуэйн-
штейновым. Примером рассматриваемого класса подмногообразий коде-
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фектности два является прямое произведение двух одинаковых кривых и 
некоторой k −мерной плоскости. Третий случай был исследован в В. А. 
Мирзояном и Г. С. Мачкаляном [9]. Здесь мы рассмотрим только второй 
случай. 

Итак, пусть 1 2p ≥ , 2 1p = , 2

1 1 2,n n n=< > . Из последнего равенства сле-

дует, что 1 2 cosn n ϕ= . Следовательно, векторы 1n  и 2n  образуют острый 

угол. Вычисляя в настоящем случае ρ  по приведённой выше формуле, по-

лучим 2

1 1p nρ = − . Следовательно, кривизна Риччи исследуемого подмно-

гообразия отрицательна. Кроме того, легко видеть, что условие 2

1n =  

1 2,n n=< >  равносильно условию 1 1 2, 0n n n< − >= , т.е. 1 1 2n n n⊥ −  в каждой 
точке на подмногообразии M .  

Пусть ( )1n
xT , ( )2n

xT , ( )0
xT  обозначают собственные подпространства, со-

ответствующие векторам 1n , 2n  и нулевому главному вектору кривизны в 

касательном пространстве ( )xT M . Поскольку ( )1

1dim n
xT p p= = , ( )2dim 1n

xT = , 
( )0dim xT µ= , то адаптированный ортономированный репер { 1, , ,x e …  

}1, , ,m m ne e e+ ⋯  можем выбрать так, чтобы он был согласован со структурой 

прямой суммы ( ) ( ) ( )1 2 0( ) n n
x x x xT M T T T= + + , т.е.  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0
1, , ,n n

a x p x r x xe T e T e T e T Mα
⊥

+∈ ∈ ∈ ∈ , 

где ( )xT M⊥ − нормальное пространство к подмногообразию M  в точке x , a 

индексы пробегают следующие значения: 
, , 1, , ,a b c p= ⋯     , , 2, , ,r s t p m= + ⋯    , , 1, , ,i j k m= ⋯  , 1, ,m nα β = + ⋯ . 

При таком выборе репера a b
α αλ λ= , , 0ra b αλ≠ = . Поскольку 1 1 2n n n⊥ − , то 

единичные векторы 1 2,m me e+ +  можем выбрать так, чтобы 1me +  был коллине-
арен вектору 1n , а 2me + − вектору 1 2n n− . Тогда  

1 1
1 1, 0m m

a m an eλ λ+ +
+= ≠ ,   2 0m

aλ + = ,   0a
γλ = ,   , 3, ,m nγ δ = + ⋯ . 

Далее, если 1 2
2 1 1 1 2 1

m m
p m p m pn e e eγ

γλ λ λ+ +
+ + + + += + + , то 

( )1 1 2
1 2 1 1 1 2 1

m m m
a p m p m pn n e e eγ

γλ λ λ λ+ + +
+ + + + +− = − − − . 

 Поскольку 1 2 2mn n e +− � , то 1 1
1

m m
p aλ λ+ +

+ = ,  1 0p
γλ + = . Таким образом, для 

векторов 1n , 2n и вектора средней кривизны H  получаем следующие фор-
мулы: 
                                      1 1 2

1 1 2 1 1 2, ,m m m
a m a m p mn e n e eλ λ λ+ + +

+ + + += = + ,  

                                    ( ) 1 2
1 1 21 m m

a m p mH p e eλ λ+ +
+ + += + + ,   2

1 0m
pλ +

+ ≠ .  

 В выбранном репере матрицы ijhα  второй фундаментальной формы под-

многообразия M   имеют следующий вид: 
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1

1

1 1
1

0

0

m
a

m
a

m m
ij p

h

λ

λ
λ

+

+

+ +
+=

⋱

⋱

,   2 2
1

0

0

0

0

m m
ij ph λ+ +

+=

⋱

⋱

, 

0ijhγ = . 

Верно и обратное. Если в некотором ортономированном репере, адаптиро-
ванном к подмногообразию M  в nE , матрицы второй фундаментальной 
формы приводятся к указанному выше виду с такими же условиями на ди-
агональные элементы, как и выше, то нормальная связность будет плос-
кой, подмногообразие M  будет иметь два главных вектора кривизны 

1 2,n n  кратностей p  и 1 и будет выполняться условие 2

1 1 2,n n n=< > . Не-

посредственно можно проверить, что тензор Риччи будет иметь только од-

но ненулевое собственное значение  ( )21m
ap λ +− .  

Перейдем к исследованию геометрического строения подмногооб-
разия M . Если репер { }1 1, , , , ,m m nω ω ω ω+⋯ ⋯  является двойственным к выб-

ранному выше ортонормированному адаптированному реперу, то на под-
многообразии M  выполняются следующие соотношения: 

0, i
i i

α α αω ω λ ω= = ,                                         (2) 

( ) i k
i ij i ij j i j ijkd hα β α α α α

βλ δ λ δ ω λ λ ω ω+ + − = .                    (3) 

В этих формулах по индексу i  нет суммирования. (В дальнейшем будем 
придерживаться следующего соглашения: если некоторый индекс содер-
жится в левой и правой частях формулы, то по этому индексу суммирова-
ние не производится). Отметим, что поскольку, в силу выбора репера, 

2
1 0m

r a a p
α γ γλ λ λ λ+

+= = = = , то 2
1 0m

r a a p
α γ γω ω ω ω+

+= = = = . 

Для того, чтобы из формулы (3) получить ряд условий, необходимых 
в дальнейшем, индексам будем придавать различные значения. Поступая 
так же, как и в [12], получим следующие соотношения:  
   

( ) ( )( )
2 1 1

1 1 1 0,m m m
r a i rsk abkaa p a p ph h h h a bα γ α αλ λ λ+ + +

+ + += = = = = = = ≠ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 2

1 1 1 1 1 1 0m m m
aar aaa kara p r a p r k p r aa p a p ph h h h h h h hα γ γ γ γ+ + +

+ + + + + += = = = = = = = , 

( ) ( )1 1 ,aa p bb ph h a bα α
+ += ≠ ,   ,aar bbrh h a bα α= ≠ ,  ( )( )

1 1
1 1

m m
aar p p rh h+ +

+ += , 

( )( )( ) ( )
1 2
1 1 1 1

2 1
1

m m
p p p aa p

m m
p a

h h

λ λ

+ +
+ + + +

+ +
+

= − ,   ( )( ) ( )( )
1 2
1 1 1 1

1 2
1

m m
p p r p p r

m m
a p

h h

λ λ

+ +
+ + + +

+ +
+

= . 

1 1m m r
a aard hλ ω+ += ,  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

m m a m m p m r
p p p a p p p aa p p p rd h h h hλ ω ω ω+ + + + + +

+ + + + + + + + += + − + , 

( ) ( )( )
2 2 2 1

1 1 1 1 1
m a m a m p
p p aa p a p ph hλ ω ω ω+ + + +

+ + + + += + ,  1 1m r m a
a a aarhλ ω ω+ += , 

( )
1 2 2 1

1 1
m m m p
a m aa phλ ω ω+ + + +

+ += ,   ( )( )
1 1 1

1 1 1
m r m p
a p p p rhλ ω ω+ + +

+ + += , 
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( )( )( )
2 1

1 2 1 1 1
m p
p m p p phγ γλ ω ω+ +

+ + + + += ,  2
1 0m

r a m i
α γ γω ω ω ω+

+= = = = . 

Если ввести обозначения 
1

1

m
aar

r m
a

h
F

λ

+

+= , ( )
2

1

2
1

m
aa p

m
p

h
A

λ

+
+

+
+

= , ( )( )( )
2
1 1 1

2
1

m
p p p

m
p

h
B

λ

+
+ + +

+
+

= , 

( )( )
2
1 1

2
1

m
p p a

a m
p

h
G

λ

+
+ +

+
+

= , ( ) ( )
2 2

1 1

1 1

m m
aa p p

m m
a a

h
D A

λ
λ λ

+ +
+ +

+ += = ,   ( )( )( )1 1 1

2
1

p p p

m
p

h
E

γ
γ

λ
+ + +

+
+

= , 

то приведенную выше дифференциальную систему можем преобразовать 
к виду 
 

1ln m r
a rd Fλ ω+ = ,      ( )2 1

1ln m a p r
p a rd G B A Fλ ω ω ω+ +

+ = + − + , 
1

1
a a p
p aA Gω ω ω +

+ = + ,    r a
a rFω ω= ,      2 1

1
m p
m Dω ω+ +

+ = ,                   (4) 
1

1
r p
p rFω ω +

+ = ,    1
2

p
m Eγ γω ω +

+ = ,  2
1 0m

r a m i
α γ γω ω ω ω+

+= = = = . 

Приступим к исследованию подмногообразия M . Рассмотрим диффе-
ренциальную систему 10, 0, 0p rαω ω ω+= = = , которая задает распределе-

ние ( )1nT . Поскольку 0d αω = , 1 0pdω + = , 0rdω = , то распределение ( )1nT  ин-
тегрируемо. В силу a

a a
α αω λ ω= , 1p a

a Aω ω+ = − , r a
a rFω ω=  интегральное много-

образие является вполне омбилическим, т.е. представляет собой сферу 
(т.к. 1 0m

aλ + ≠ ) размерности p , которую будем обозначать через ( )pS R . По-

скольку в настоящем случае  
2 1 2
1 1 2 1 1 0m m m r

m m m r r p p
γ γ γω ω ω ω ω ω ω+ + +

+ + + + += = = = = = = , 
1 1 1
1 1 0m m p

p pω λ ω+ + +
+ += = ,  2 2 1

1 1 0m m p
p pω λ ω+ + +

+ += = , 

то векторные поля 1,me + 2,me + 1pe +  параллельны в нормальном расслоении 

сферы ( )pS R . Тогда в силу 0r
γω =  и приведённых выше равенств, подрас-

слоения нормального расслоения сферы ( )pS R , которые образуют линей-

ные оболочки 2(( , , ))p m xe e+ ⋯ , 3(( , , ))m n xe e+ ⋯ , также параллельны в нормаль-

ном расслоении. Так как нормальная связность сферы ( )pS R , как извест-

но, плоская, то в этих  подрасслоениях, в силу их параллельности, индуци-
руются плоские нормальные связности. Это значит, что векторные поля 

,re eγ  можем выбрать так, чтобы они были параллельными в нормальном 

расслоении сферы ( )pS R . Это равносильно тому, что на подмногообразии 

M  дифференциальные формы ,s
r

δ
γω ω  зависят только от форм 1,p rω ω+ , т.е. 

1
1

s s p s t
r r p r tω ω ω+

+= Γ + Γ , 1
1

p r
p r

δ δ δ
γ γ γω ω ω+

+= Γ + Γ . Далее, поскольку в настоящем 

случае первые два уравнения в (4) принимают вид 1 ( 0)m
a constλ + = ≠ , 

2
1ln m a

p ad Gλ ω+
+ = , то функция 2

1
m
pλ +

+  будет постоянной вдоль сферы ( )pS R  

тогда и только тогда, когда 0aG = .      

Распределение ( )2nT  задается дифференциальной системой 0αω = , 
0aω = , 0rω = . Легко проверить, что 0d αω = , 0adω = , 0rdω = . Следова-
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тельно, это распределение интегрируемо и поскольку оно одномерно, то 
его интегральное многообразие представляет собой кривую, которую бу-
дем обозначать через L . Покажем, что L  не является прямой. Действи-
тельно, поскольку в этом случае  

1 2 1
1 1 1 2

m m p
p a a r r a m p m

a r

de G e F e e eλ λ ω+ + +
+ + + +

 = + + + 
 
∑ ∑  

и, как мы знаем, 1 0m
aλ + ≠ , 2

1 0m
pλ +

+ ≠ , то 1 0pde + ≠ . Это значит, что вдоль кри-

вой L  вектор 1pe +  не является постоянным. Отсюда следует, что кривая L  

не является прямой. Далее, поскольку  
1

1 1( )b p
a a p b a pde e G e ω +

+ += Γ − , 1
1 1( )s p

r r p r p sde F e e ω +
+ += − + Γ , 

1 1
1 1 2( )m p

m a p mde e Deλ ω+ +
+ + += − + , 

2 1
2 1 1 1( )m p

m p p mde e De E eγ
γλ ω+ +

+ + + += − − + ,  1
2 1( ) p

m pde E e eγ δ
γ γ δ ω +

+ += − + Γ , 

то кривая L  в общем случае, т.е. когда все функции, фигурирующие в 
этих формулах, отличны от нуля, не содержится ни в каком собственном 
подпространстве пространства nE .    

Распределение ( )0T  задается дифференциальной системой 0αω = , 
0aω = , 1 0pω + = . Непосредственно проверяется, что оно также интегри-

руемо и поскольку в настоящем случае 1 0a p
r r r
αω ω ω += = = , то его инте-

гральное многообразие является вполне геодезическим в nE , т.е. представ-

ляет собой плоскость размерности µ , которую будем обозначать через 
Eµ .  

Таким образом, можем сказать, что подмногообразие M  локально не-
сёт ортогональную сопряжённую систему, состоящую из p − мерной сфе-
ры, некоторой кривой и µ − мерной плоскости. 

Пусть в системе (4) 0Eγ = . Тогда 1 2 0m m
γ γω ω+ += = . Отсюда следует, что 

подрасслоение нормального расслоения подмногообразия M , образуемое 
линейной оболочкой 1 2(( , ))m m xe e+ +  является параллельным в нормальном 
расслоении. Тогда его ортогональное дополнение, как подрасслоение нор-
мального расслоения, образуемое линейной оболочкой 3(( , , ))m n xe e+ ⋯  также 
будет параллельным в нормальном расслоении подмногообразия M . В 
этом подрасслоении, в силу плоской нормальной связности подмногооб-
разия M , индуцируется плоская связность. Это значит, что векторные по-
ля 3, ,m ne e+ ⋯  мы можем выбрать параллельными в нормальном расслоении, 

что равносильно условию 0γ
δω = . Тогда легко проверить, что 0deγ =  или 

e constγ = . Это значит, что подмногообразие M  находится в некотором ев-

клидовом пространстве размерности 2m+ , т.е. имеет существенную ко-
размерность два. Поэтому в дальнейшем будем считать, что среди функ-
ций Eγ  имеются ненулевые.  

Рассмотрим, теперь дифференциальную систему 0, 0rαω ω= = , кото-

рая задает распределение ( ) ( )1 2n nT T+ , сопоставляющее каждой точке x M∈  
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прямую сумму ( ) ( )1 2n n
x xT T+ . Это распределение фактически совпадает с рас-

пределением кодефектности ( )1T . Поскольку 0, 0rd dαω ω= = , то распреде-

ление ( )1T  интегрируемо. Его интегральное многообразие будем обозна-
чать через Mɶ . Из формул a

a a
α αω λ ω= , 1 1

a
p p
α αω λ ω+ += , r a

a rFω ω= , 1
1

r p
p rFω ω +

+ =  

следует, что Mɶ  является нормально плоским (т.к. все матрицы его второй 
фундаментальной формы имеют диагональный вид) в nE  и вполне омби-
лическим подмногообразием в M . Если вычислить г.в.к. 1,a pn n +ɶ ɶ , вектор 

средней кривизны Hɶ  и собственные значения 1,a pρ ρ +ɶ ɶ  тензора Риччи под-

многообразия Mɶ , то получим 
1

1
m

a a m r r
r

n e F eλ +
+= +∑ɶ ,  1 2

1 1 1 2
m m

p a m p m r r
r

n e e F eλ λ+ +
+ + + += + +∑ɶ , 

1 2
1 1 2( 1) ( 1)m m

a m p m r r
r

H p e e p F eλ λ+ +
+ + += + + + + ∑ɶ , 

2 1 2 2, (( ) ( ) )m
a a a a r

r

n H n p Fρ λ += − < >= − +∑ɶɶ ɶ ɶ , 

2 1 2 2
1 1 1, (( ) ( ) )m

p p p a r
r

n H n p Fρ λ +
+ + += − < >= − +∑ɶɶ ɶ ɶ . 

Из последних двух равенств следует, что Mɶ  является эйнштейновым под-
многообразием в nE . На основании результатов работы [4] заключаем, что 
в этом случае само подмногообразие M  изометрично или цилиндру над 
Mɶ , или цилиндру с ( )1µ − -мерными плоскими образующими над ко-

нусом, построенным над Mɶ .  
Дифференцируя внешним образом первое и четвертое уравнения сис-

темы (4) и применяя лемму Картана, получим, соответственно,  
,s s

r s r rs rs srdF F F F Fω ω− = = ,    s s
r s r r sdF F F Fω ω− = .                   (*)    

Следовательно, r s r sF F F= ⋅  и в дальнейшем будем рассматривать только 
второе уравнение. 

Рассмотрим подмногообразие Mɶ  более подробно. На этом подмного-
образии ( )T M⊥  и ( )0T , как подрасслоения нормального расслоения, явля-

ются параллельными в силу 0r
αω = . Поскольку Mɶ  имеет плоскую нор-

мальную связность, то, в силу параллельности ( )T M⊥  и ( )0T  в нормальном 

расслоении, в них индуцируются плоские нормальные связности. Это зна-
чит, что в ( )0T , как в подрасслоении нормального расслоения подмногооб-
разия Mɶ , векторы re  мы можем выбрать так, чтобы они были параллель-

ны. Поскольку при 0rω = , т.е. на Mɶ , векторное поле r r
r

F eη =∑  также яв-

ляется параллельным (это следует из (*)), то вектор me  мы можем выбрать 
так, чтобы он был коллинеарен вектору η . Тогда m mF eη = , 0rF =  при 

r m≠ . Из (*) при r m≠  следует, что 0m
m rF ω = . Следовательно, мы должны 

рассматривать два случая: (а) 0mF = , (б) 0mF ≠ , 0m
rω = . 
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Рассмотрим случай (а). Пусть 0mF = . Тогда 1 0r r
a pω ω += =  и, следова-

тельно, распределения ( ) ( ) ( )1 21 n nT T T= +  и ( )0T параллельны на M . Посколь-
ку они сопряжены относительно второй фундаментальной формы подмно-
гообразия M , то M  является прямым произведением их интегральных 
многообразий, т.е.  M M Eµ= ×ɶ . Выясним, что представляет собой подмно-

гообразие Mɶ  в случае, когда в системе (4) 0aG = . Поскольку, кроме того, 
1 0m

a constλ + = ≠ , то из системы (4) для Mɶ  получаем следующую систему: 

( )2 1
1ln m p

pd B Aλ ω+ +
+ = − ,  1

a a
p Aω ω+ = , 

2 1
1

m p
m Dω ω+ +

+ = ,  1
2

p
m Eγ γω ω +

+ = ,  1 0r r
a pω ω += = ,                       (5) 

2
1 0m

r a m i
α γ γω ω ω ω+

+= = = = . 

Сразу отметим, что внешнее дифференцирование последних шести урав-
нений этой системы не приводит к новым соотношениям. Далее, посколь-
ку 1 0pdω + = , то 1 1p pdxω + += , где 1px + − координата по кривой L . Заметим, 
что в (5) коэффициент A  должен быть отличен от нуля, поскольку в прo-
тивном случае подмногообразие Mɶ  будет прямым произведением сферы 

( )pS R  и кривой L  и тогда индекс дефектности Mɶ  будет отличен от нуля. 

Дифференцируя внешним образом второе уравнение системы (5) , приме-
няя лемму Картана и учитывая независимость формы aω , получим dA= −  

( )( )21 2 1m p
a Aλ ω+ +− + . Интегрируя это уравнение, приходим к следующим со-

отношениям: 
                                     ( )1 1 1

1
m m p
a aA tg c xλ λ+ + += − , ( )2 1 1

1 1
m m p
p aD tg c xλ λ+ + +

+= − ,  

где 1c −постоянная интегрирования. Из первого уравнения системы (5) 

имеем ( ) 1
2

1 2

pB A dxm
p c eλ

+−+
+

∫= , где 2 ( 0)c ≠ − постоянная интегрирования. Диффе-

ренцируя внешним образом первое уравнение системы (5), получим 
1pdB Bω += ɶ . Следовательно, B  также является функцией от 

1px +
. Диффе-

ренцируя внешним образом четвёртое уравнение системы (5), получим 
1pdE E Qγ δ γ γ

δω ω ++ = . Поскольку 1
1

p
p

δ δ
γ γω ω +

+= Γ , то получаем систему линей-

ных дифференциальных уравнений 

11 pp

dE
Q E

dx

γ
γ δ γ

δ ++ = − Γ , 

которая, в предположении гладкости функций Qγ  и 1p
γ
δ +Γ , имеет решение. 

Приступим к изучению кривой L . Так как на этой кривой 0αω = ,  

0aω = , 0rω = , то для векторов 1 1 2, , ,p m me e e eγ+ + +  имеем 

( )1 2 1 1
1 1 1 2 2

m m p p
p a m p mde e e nλ λ ω ω+ + + +

+ + + += + = , ( )1 1
1 2 1

m p
m m a pde De eλ ω+ +

+ + += − , 

( )2 1
2 1 1 1

m p
m p p mde e De E eγ

γλ ω+ +
+ + + += − − + ,  1

2
p

mde E eγ
γ ω +

+= − . 

Следовательно, кривая L  находится в ( 1)n m− + − мерном евклидовом про-
странстве. Полученные уравнения описывают закон изменения репера 
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кривой L . Из этих уравнений следует, что векторы 1 1 2, , ,p m me e e eγ+ + +  изме-

няются только вдоль L .   
Поскольку  

                                 ( )22 2 1
1 1 2 2, , m

an n H n n H pρ λ += − < >= − < > = − ,  

то подмногообразие Mɶ  имеет отрицательную эйнштейнову константу. 

Условие 2

1 2 1,n n n< > =  равносильно тому, что секционные кривизны 

( )1a pk e e +∧  положительны и постоянны. Последнее следует из того, что 

( )22 1
1

m
an constλ += = . Если B A= , то 2n  также является постоянным, а 2n  

образует с 1n  постоянный острый угол. Если B A≠ , то из условия 
2

1 1 2,n n n=< >  следует, что 1 2 cosn n ϕ=  (ϕ  угол между векторами 1n  и 2n ) 

и, следовательно, постоянным является произведение 2 cosn ϕ . Вектор 
1

1 1
m
a m pe Aeλ +

+ +−  является вектором средней кривизны сферы ( )pS R . Следо-

вательно, ( )( ) 122 1 2m
aR Aλ

−
+= + . Подставляя значение A и преобразуя, полу-

чим 

( )1 1
1

1

cos m p
a

m
a

c x
R

λ
λ

+ +

+

−
= . 

Таким образом, радиус R  изменяется вдоль кривой L . Подмногообразие 
Mɶ  можем трактовать как каналовое подмногообразие.  

Рассмотрим теперь случай (б), когда в системе (4) 0,mF ≠  0,rF =  

,r m≠  0m
sω = .  Кроме того предположим также, что 0aG = . Тогда система 

(4) принимает следующий вид: 
                        1ln m m

a md Fλ ω+ = ,     ( )1 1
1ln m p m

p md B A Fλ ω ω+ +
+ = − + ,  

                        1
a a
p Aω ω+ = ,    m a

a mFω ω= ,    2 1
1

m p
m Dω ω+ +

+ = ,   1
1

m p
p mFω ω +

+ = ,                                   

                        1
2

p
m Eγ γω ω +

+ = ,  2
1 0m

r a m i
α γ γω ω ω ω+

+= = = = ,    1 0,r r
a p r mω ω += = ≠ . 

Поскольку 0m
sω = , 1 0,r r

a pω ω += =  r m≠ , то распределение N , сопоставляю-

шее каждой точке x M∈ линейную оболочку векторов 2 1, ,p me e+ −⋯ , являет-

ся параллельным на M . Ортогональное дополнение N , т.е. распределение 
( ) ( )1 2n nT T K+ + , где K − одномерное распределение, образуемое прямой с 

направляющим вектором me , также является параллельным на M . По-
скольку эти распределения сопряжены относительно второй фундамен-
тальной формы подмногообразия M , то M  разлагается в прямое произ-
ведений их интегральных многообразий. Интегральное многообразие рас-
пределения N  представляет собой ( )1µ − -мерную плоскость 1Eµ − . Инте-

гральное многообразие распределения ( ) ( )1 2n nT T K+ +  представляет собой 
( )2p + -мерное подмногообразие, которое будем обозначать через M ′ . По-

скольку ( )1
1

a p
m m a pde F e eω ω +

+= − + , то вектор me  является постоянным при 
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1 0a pω ω += = . Отсюда следует, что M ′  является конусом (с исключенной 
точечной вершиной) над Mɶ . Итак, справедлива следующая  

Теорема. Пусть тензор Риччи m-мерного нормально плоского риччи-
полусимметрического подмногообразия M  индекса дефектности µ  

евклидова пространства nE  допускает только одно ненулевое собствен-
ное значение и пусть этому собственному значению соответствуют 
только два линейно независимых главных вектора кривизны 1 2,n n  с крат-

ностями 1 2,p p  соответственно. Тогда µ  совпадает с индексом относи-
тельной дефектности, а само M  локально является или подмногооб-
разием кодефектности два (если 1 2 1p p= = ), или оно изометрично цилин-

дру с µ -мерными плоскими образующими над некоторым эйнштейновым 

подмногообразием Mɶ  или цилиндру с ( 1µ − )-мерными плоскими образую-

щими над конусом, построенному над Mɶ  (если 1 22, 1p p≥ = ). Подмногооб-

разие Mɶ  можно трактовать как каналовое подмногообразие. 
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յունների դաս, որոնք մեկնաբանվում են որպես կանալային  ենթաբազմաձևություն-
ներ: 
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V. A. Mirzoyan,  G. S. Machkalyan 

The Geometry of One Class of Ric-Semisymmetric Submanifolds of 
Arbitrary Codimension in Euclidean Spaces 

 
       In Euclidean spaces the geometric description of a class of normally flat Ric-
semisymmetric submanifolds of arbitrary codimension with zero index of singularity 
and two regular principal curvature vectors is given, in one of which the multiplicity is 
equal to one while in the other’s it is more than one. The class of Einstein submanifolds 
which are treated as channel submanifolds is investigated. 
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In many problems of combinatory analysis operations of addition of sets 
are used (sum, direct sum, direct product etc). In the present paper – as well as 
in the preceding one [1] – some properties of addition operation of sets (namely, 
Minkowski addition) in Boolean space nB  are presented. Also, sums and 
multisums of various ‘classical figures’ as: sphere, layer, interval etc are 
considered. The obtained results make possible to describe multisums by such 
characteristics of summands as: the sphere radius, weight of layer, dimension of 
interval etc. using the methods presented in [1], as well as possible solutions of 
the equation X Y A+ =  where , , nX Y A B⊆ , are considered. In spite of 
simplicity of the statement of the problem, complexity of its solutions become 
obvious at once, when the connection of solutions with constructions of 
equidistant codes or existence the Hadamard matrices is apparent.The present 
paper submits certain results (statements) which are to be the ground for next 
investigations dealing with Minkowski summation operations of sets in Boolean 
space.   

§ 1. Sum of Sets According to Minkowski. If ( )1 2 ,nx x x x= …  y =  

( )1 2 ny y y= …  are points in nB , where nB , is a boolean space, then: 

( )( ) ( )( )1 1 2 2 n nx y x y x y x y+ = ⊕ ⊕ ⊕…  

where ⊕ is the  mod2 addition operation. 
This addition operation for members of nB  can be extended in subsets of 

nB . 

In other words, if  , 2
nBX Y∈ , then: 

{ }; ,X Y x y x X y Y+ = + ∈ ∈                                      (1) 

Thus, the sum of subsets X Y+  is consisted of sums of points belonging to 
X  and Y , respectively. 
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Examples. 
1. if 2 ,

nB nX y B∈ ∈ , then { }X y+ is the ‘shift’ of the set X to the point y , 

and X y X+ = . 

2. if X is a subset in nB , then  X X X+ = . 

3. n nX B B+ =  for any 2 .
nBX ∈  

Also, { }X Y+ can be interprated as union of ‘shifts’ of the sets X  onto 

points of the sets Y . 

The family ( )2 ,
nB + , with an introduced Minkowski addition operation «+» 

forms a monoid with the neutral element { }0n  which is a one member set 

having the zero element of nB .  
The following inequality is valid: 

{ }max ,X Y X Y X Y≤ + ≤ ⋅ . 

Both limits are achievable here. The following statements describe the sets 
in which these limits are achieved. 

Definition [2]. The pair ( ),X Y  is called additive if for any ,i jx x X∈    and 

,s ry y Y∈  the following is valid:      

i j s rx x y y+ ≠ + .  

Statement 1. The upper limit is achieved if ( ),X Y is an additive pair. 

Corollary. If X Y X Y+ = ⋅  then 0 0 0 0X Y X Y+ = ⋅  for all 0 0, .X X Y Y⊆ ⊆  

We consider an arbitrary subgroup nG B⊆  and the action of this subgroup 

on the family 2
nB : 

{ },gX x g x X= + ∈ , 

where g G∈ . Thus,  G  acts on 2
nB with shifts transferring the subset into its 

‘shift.’  
Definition [3]. A stabilizer of the set X  with respect to the group G is the 

union of ‘shifts’ XG  from G , conserving X , i.e. gX X=  for all Xg G∈ . 

Statement 2. The lower limit is achieved if there exists nz B∈  for which 

YX z G+ ⊆  or XY z G+ ⊆ . 

Corollary. If X Y X+ = , then X Z X+ =  for all Z Y⊆  

Now let nX B⊆ and { }1 2, , , mX v v v= … . 

Example. 
1. If { },0G v= is a group of shifts, then for { }1 2, , , mX v v v= …  the following 

is valid: 
{ }1 1 2, , , mg X v v v v v v= + + +…  

In this case X  has a non-obvious stabilizer if all constituents of X can be 
partitioned into the pairs ( ), ,x x v x X+ ∈ , i.e. ( ){ },i iX v v v= + with respect to 

1,2 / 2i m= … . For 4m =  we get ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , ,X v v v v v v= + + . It is clear that in 
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this case X v X+ =  and Xv G∈ . Thus, all subsets of X , having a non-obvious 
stabilizers, are described above. 

In the general form the stabilizer XG for an arbitrary group G  and an 

arbitrary set  nX B⊆  can be described in the following terms [3]. 
 Statement 3. The constituent Xg G∈  if  the set X  can be partitioned into 

the pairs( ),i jv v in such a way that i jv v g+ =  for all pairs which are included in 

the partition. 
This statement can be obtained by analogical consideration for nG B=  as 

in [4]. 
From the above statement one can construct the following algorithm for 

building the stabilizer XG of an arbitrary setX for the subgroup nG B⊆ , acting 

on 2
nB . And at the same time 2X m= . 

1. First we build the multiset C X X= + . 
2. Then we choose all the pairs in C having the multiplicity m. 
3. Then we build all partitions in A out of these pairs. 
4. If { }XP is the set of all partitions of X  having the same weights in pairs 

x C∈ , then { } { }0XG x= ∪ . 

Example. 
1. Let 4G B=  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 40011 , 1010 , 1110 , 0111X v v v v= = = = =  

Then: 
( ) ( ) ( )1 2 1 3 1 41001 , 1101 , 0100v v v v v v+ = + = + =  

( ) ( ) ( )3 4 2 4 2 31001 , 1101 , 0100v v v v v v+ = + = + = . 

This means that all pairs ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 3, , , ,v v v v v v , ( ) ( ) ( )2 4 1 4 2 3, , , , ,v v v v v v , have 

the multiplicity 2 in the sum X X+ . Then we have: 
{ } { } { } { } { } { }1 2 3 4 1 3 2 4 1 4 2 3, , , , , ,X v v v v v v v v v v v v= = =∪ ∪ ∪ . 

The sum of the pairs in each of the solutions is the same. Hence, the 
following set: 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 3 1 4, , ,0 1001 , 1101 , 0100 , 0000XG v v v v v v= + + + =  

is a stabilizer for X . 
Below we present the simple properties of the operation «+» – the addition 

in the sense of Minkowski, as it was mentioned above – which can be taken as 

properties of an algebraic system with basic set 2
nB and those for operations of 

addidion, union of sets, set intersection etc.  
1. Assosiativity: 

( ) ( )X Y Z X Y Z+ + = + +  

2. Commutativity: 
X Y Y X+ = +  
3. Distributivity with respect to union:  
( ) ( ) ( )X Y Z X Z Y Z+ = + +∪ ∪  
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4. ( )
1 1

m m

i i
i i

X Y X Y
= =

+ = +∪ ∪  

There are finitely many other relations connecting constituents of the 
algebraic system described above.  

Sum of Spheres in nB . Let ( ),x y x yρ = +  be the Hamming distance 

between the points , nx y B∈  and ( )tS v be the set of the points of the the sphere 

of the radius t  with the centre at the point nv B∈ . In other words, ( )tS v is the 

sphere of the radius t  having the point v  as its centre. And at that, ( ) n
nS v B=  

for all nBα ∈ . 
Statement 4 [1]. 

( ) ( )0t tS v S v= + .                                               (2) 

Statement 5. 
( ) ( ) ( )1t n t

S v S v− +=  for 1t n≤ −  

Here ( )tS v  is the set complement of the sphere ( )tS v in nB  and v  is the 

logic ‘negation’ of the binary set v .We assume that ( )tS v = ∅ , for 0t < . 

Example. 
1. We consider the sphere ( )1 0S . Then ( ) ( )20 11 1t nS S−= … . 

Formula (2) in the preceding statement allows the following generalization 
connected with addition. 

Let 2
nBM ∈ and ( )pS M  be the set of points belonging to the union of 

spheres of the radii pwith the centres at the points M , that is: 

( ) ( )p p
x M

S M S x
∈

= ∪  

( )pS M  is the ‘generalized’ sphere of the radius p  having its centre at the 

point M .  
Statement 6 [1]. The following presentation is valid: 

( ) ( )0p pS M M S= + . 

Corollary. For 1 2, nM M B⊆ the following take place: 

1. ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 1 20p p p pS M M S M M S M M S M M+ = + = + = + + . 

2.  ( )( ) ( )1 1p g p gS S M S M+= . 

Statement 7 [1]. The following relation is valid: 
( ) ( ) ( )1 2 1 2p g p gS M S M S M M+= = +  

For p g n+ ≤  
and the next one is valid: 

( ) ( )1 2
n

p gS M S M B+ =  

for p g n+ ≥ . 

Corollary. For 1 2, nM M B⊆ the following is valid: 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 0p g p gS M S M M M S++ = + +  
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The Sum of Facets in nB . A facet, or sub-cube, or interval in nB  is the set 
of points satisfying the following condition [5-6]: 

{ }J u x v= ≤ ≤ , 

where( )≤ is a coordinate-wisepartial order relationin nB : 

, 1,i ix y x y i n≤ ≤ =�  ,where ( )1 2 nx x x x= … , ( )1 2 ny y y y= … . 

In other words, an interval can be given by a word of the length  n in the 
alphabet { }0,1,c , the letters of which are ordered linearly: 0 1 c< < . 

Indeed, if: 
{ }1 2 1 2n nJ xα α α β β β= ≤ ≤… …  , 

then the code ( )Jλ of the interval J is built in the following way. 

Let ( ) ( )1 2 nJλ λ λ λ= … . Then: 

,

,
i i i i

i
i i

if

c if

α β α β
λ

α β
= =

=  <
 

Examples. 
1.If { }0100 0111J x= ≤ ≤ , then ( ) ( )01J ccλ =  

2.If { }00 0 11 1nJ B x= = ≤ ≤… … , then ( ) ( )nB cc cλ = … . 

If ( ) ( )1 2 nJλ λ λ λ= … is the code of the interval J , then all points of the 

interval J  are obtained from the code( )Jλ by replacing the letters in an 

arbitrary way by zeros or units. 
Let ( )1 Jλ and ( )2 Jλ be the numbers of letters 1andc, respectively included in 

( )Jλ  which is the code of the interval J . It is clear that ( )2 Jλ is the dimension 

of J , i.e. ( )2 dimJ Jλ = and dim2 JJ = . 
If the operation «*»is introduced in the alphabet  A by the following Caley 

table [7]: 
0 1

0 0 1

1 1 0

с

с

с

с с с с

⊻

 then the sum of the intervals J of the system defined above as a sum of subsets 
is the interval the code of which is calculated by the codes of items (addends) 
using the above Caley table. 

Statement 8 [1]. The sum 1 2J J+  is an interval with the code ( )1 2J Jλ + +  

( ) ( )1 2J Jλ λ+ +  and dimension ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 2 2 1 2J J J J J Jλ λ λ λ+ + + − ∩ . 

Examples. 
1. If ( ) ( ){ } ( )1 2010 , 011 , 100J J= = , then ( ) ( )1 2 11J J cλ + = . 

On the other hand, we get by definition:  

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2 010 100 , 011 100 110 , 111J J+ = + + = , 
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i.e. ( ) { }{ }1 2 11 , 0,1J J c c+ = ∈ . 

2. If 1
nJ B= , then 1 2

nJ J B+ = for any interval 2J . 

Statement 9 [1]. ( ) ( )1 2 1 1 2,J J J Jρ λ= + , where ρ  is the Hausdorff 

distance between the sets [8]. 
Thus, the distance between the intervals 1J  and 2J  is the number of 

occurrence of letters 1 in the code of their sum. 

Sum of Layers in nB . Let { },n n
pB x B x ρ= ∈ = be theρ -th layer of an n -

dimensional cube or sphere of the radius p  and the centre at zero [9-10]. 

By definition n n
p qB B+  is the sum of layers in nB , consisting of the union of 

sums of the points one of which has the weight p  and the second has the weight 

q . It is clear that the symmetrical group nS  operates on each layer in the 
following manner:  

if ng S∈ , then ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2n g g g ng x x x x x x=… … . 

Hence, g permutes the coordinates of the point x , leaving its Hamming 
weight unchanged. 

At the same time the relation ( ) ( ) ( )g x y g x g y+ = + is valid for 

, , n
ng S x y B∈ ∈ . 

Thus, each layer n
pB  is a transitive set or an orbit of operation of the group 

nS  on the cube nB  

Let ,p g a p g b− = + = . 

Statement 10 [1].The following formula is valid: 

{ }
2

2 min 2 ,

n n n
p q r

r n b b

B B Bα
α

+
≤ − −

+ = ∪ .                                     (3) 

   For not large values of the layer the following table of addition is valid: 

0 1 2

0 0 1 2

1 1 0 2 1 3

2 2 1 3 0 2 4

n n n

n n n n

n n n n n n

n n n n n n n

B B B

B B B B

B B B B B B

B B B B B B B

+

∪ ∪

∪ ∪ ∪
 Note that formula (3) can be rewritten for any number of terms, using the 

above-mentioned property of distributivity. 
Indeed, using (3), we get: 

{ }
( )

{ }
2 2

2 min 2 , 2 min 2 ,

n n n n n n n
p q s a r s a r s

r n b b a r n b b a

B B B B B B B+ +
≤ − − ≤ − −

+ + = + = +∪ ∪  

which makes possible to use (3) again. 
Example. 
1. Let us find the sum1 2 4

n n nB B B+ +  . We have: 

( ) ( ) ( )1 2 4 1 3 4 1 4 3 4
n n n n n n n n n nB B B B B B B B B B+ + = + = + + =∪ ∪  

( ) ( )3 5 1 3 5 7 1 3 5 7
n n n n n n n n n nB B B B B B B B B B= + =∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ . 
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NB. As each layer n
pB  is a sphere of the radiusp   and the centre at zero 

point, then all the preceding formulae are rules of ‘sphere’ addition. 
Sum of Subsets in nB . If we take subspaces in nB  as terms of the sum 

X Y+ ,we will get a well-known object. Indeed, if ,X Y  is a subspace in nB , 

then( )X Y+ is a subspace, too, and we have: 

( ) ( )dim dim dim dimX Y X Y X Y+ = + − ∩ , 

in terms of cardinality: 
X Y

X Y
X Y

⋅
+ =

∩
 

Thus, ‘theory of addition of subspaces,’ being a well-developed part of 
linear algebra, makes possible to answer many questions concerning the subject 
problem. 

Sum of Spheres in nB . The k-dimensional interval we denote by kJ . 
According to statement 6, we have: 

( ) ( )0
k

k n n
t t

x J

J S S x
∈

+ = ∪  

i.e. ( )0k n
tJ S+ is the union of all spheres of the radii with centres at the points 

in the interval kJ , or: 

( ) ( )
( )0

0
n
t

k n k
t

x S

J S J x
∈

+ = +∪  

Let ( )1 min ,t t n k= −  

Statement 11. ( ) ( )
1

0k n n k k
t tJ S S J−+ = .  

For the cardinality of the set ( )0k n
tJ S+ the following is true: 

Corollary. ( )
1

0 2k n k n k
t tJ S S−+ = , where 

1

n k
tS −  is the cardinality of the sphere 

of the radius 1t  in n kB − . 

Sum of a Layer and an Interval in nB . Analogous to the preceding 
statement and corollary we get the sum of the sets n k

tB J+ . 
Statement 12. The following relation is valid: 

( ) ( )
1 1\n k n k k n k k

t t p kB J S J S J− −
− −+ = . 

Corollary. The cardinality of the  set n k
tB J+  is calculated as follows: 

( )
1 12n k k n k n k

t t p kB J S S− −
− −+ = − . 

Sum of a Sphere and a Layer in nB . Statement 13. The following is 
valid: 

 ( ) ( ) ( )
1 2

\n n n n
p q l lB S M S M S M+ =  

where ( ) ( )1 2min , , max 0, 1l p q n l p q= + = − − . 

§ 2. Equation in Sets. Let ( )2
nB +  be the monoid of all subsets with 

operation of addition (1) in nB  as was defined above. This monoid is of certain 
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interest both in classical discrete analysis [8] and for a number of problems 
connected with theory of information [4]. 

The ‘simplest’ equation in sets is as follows: 
X Y A+ =                                                     (4) 

where , , 2
nBX Y A∈  

It is clear that equation (4) always has the trivial solution { }0 ,X Y A= = .  
Examples. 
1.If nA B= , then one can choose nB  for X , andany subset of nB  for Y . 
2.If  A is a subspace of nB , then A A A+ = and, therefore, equation (4)has 

the solution X Y A= =  
3. ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }11 01 , 10 10 , 01 ; 10 00 , 01 10 , 11+ = + = . 

Now, let: 
 

{ }min ,X Y x x X Y+ = ∈ +  

Then ( ),X Y X Yρ = + ; 

consequently, the Hausdorff distance between the sets X  and Y : 
( ) ( ), min ,

x X
y Y

X Y x yρ
∈
∈

=  

is expressed by the norm of the sum of these solutions. 
On the other hand, if:  

( ) ( ){ }, , ; ,R X Y x y x X Y Yρ= ∈ ∈  

then ( ),R X Y is the reciprocal spectrum of the distance between the points of the 

sets X and Y and: 
 ( ) { }, , ,R X X x y x X y X= + ∈ ∈  

that is, ( ) ( ),R X X R X=  is the spectrum of the distance between the points of 

the set X , or rather, the spectrum of X . 
Thus, the set X X+  describes, to a considerable extent, the set of distances 

between the points of X or the spectrum ofX . 
In an additive channel of communication [4] the class of equivalence has 

one to one presentation by transitive sets of certain ‘generating’ channels. The 
problem is to order these transitive sets through cardinalities of ‘generating’ 
channels.We need the following numerical parameters, which depend on 
solutions of equation (4) and on the right hand side of A . 

Let ( ) ( ){ }, ,N A X Y X Y A= + = . 

We introduce the following parameters: 

( )
( ) ( )

( )
{ } ( )

( ) ( )
,

,

0 ,
min ,

min
X Y N A

X X N A

A if N A
m A X Y m A

X∈
∈

 = ∅
= = 



∪

∪  

( )
( ) ( )

( )
{ } ( )

( ) ( )
,

,

0 ,
max ,

max
X Y N A

X X N A

A if N A
M A X Y M A

X∈
∈

 = ∅
= = 



∪

∪  



 114 

Introduction of such definitions as( )m A  and ( )M A  is explained by the 

fact that the equationX X A+ =  can sometimes have no solution (for instance, 
for 3, 5A A= = or for 0 A∉ ), though the equation X Y A+ =  always has a 

solution. 
Then, for the minimal and maximal cardinality set X Y∪ , 

where( ) ( ),X Y N A∈ we get  respective boundary values, which make possible to 

narrow the region ( )N A  i.e. the region of the set of solutions of equation (4) 

(we shall see this below). 
It is not hard to prove that: 

( ) ( ) ( ) { } ( )0m A m A M A A M A≤ ≤ ≤ ≤∪ . 

As every solution ( ),X X  of the equation X X A+ =  is a solution for (4), 

then we present the following useful statement which makes possible to obtain 
solutions of the equation X X Y+ = from solutions of the equation (4), under 
certain limitations. 

Statement 14. If ( )0 0,X Y  is a solution of the equationX Y A+ =  , then 

( )0 0X Y∪  is a solution of the equation X X A+ = ,  iff ( )0 0X X A+ ⊆   and 

( )0 0Y Y A+ ⊆ . 

Statement 15. For the subspace nA B⊆ the following is valid: 
a) ( ) ( )m A m A= ; 

b) ( ) ( ) dim2 AM A M A= = . 

Statement 16. The following estimations are valid: 

1. ( ) 2 22 2 2
k k

m A
   
   
   ≤ + −  for the subspaces nA B⊆ , for dim 3A k= ≥ ; 

2. ( ) ( )
1

2
1

8 7 1
2

m A A
  

≥ − +  
   

,  for nA B⊆ .  

3. If nA B⊆ is a subspace, then equality in  ( ) ( )
1

2
1

8 7 1
2

m A A
  

≥ − +  
   

 

takes place iff dim 1,2A =  or 4. 
Examples. 
1. The pair( )0 0,X Y where ( )0 0 0n

tX Y S= =  is a solution of the equation: 

\ 1n nX Y B  + =    for 2 1n t= +  

2. The pair ( )1 1,X Y where ( ) ( ) ( )1 10 , 0 , \ 0n n n n
t t tX S Y S x x B S= = ∈∪  is a 

solution of the equation: nX Y B+ = for 2 1n t= +  
If we keep to these examples, then we can assume that there exists some 

monotonous dependence of the function ( )m A  on the cardinalityA . But one 

can manage to find the possible connection between the right hand side of 
equation (4) and the function( )m A  for the case if A  is the halfspace. 
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Corollary. For the halfspace 2,A A  the inequality 1 2dim dimA A≥ is valid iff 

( ) ( )1 2m A m A≥ . 

The ‘seemingly obvious’ hypothesis that the upper limit of ( )m A  is 

reached for all dimk A=  is refuted by the following examples. 
Examples. 
1. Let 5A B= . In this case there is no solution of equation (4), satisfying 

the condition: 9.X = Consequently, since for 5k = the following is valid: 

( )2 22 2 2 10
k k

m A
   
   
   + − = ≥  

( ) 10m A = , and the upper limit is reached in this example. 

2. Let 7.A B= X = {(0 0 0 0 0 0 0), (0 0 0 0 1 0 0), (0 0 0 0 1 1 0), (0 0 0 1 1 
0 1), (0 0 1 0 0 0 1), (0 0 1 0 1 1 1), (0 1 0 0 0 0 0), (0 1 0 0 1 0 0), (0 1 1 0 1 0 
0), (0 1 1 0 1 0 1), (0 1 1 1 0 1 1), (0 1 1 1 1 0 0), (0 1 1 1 1 1 0), (1 0 0 0 0 1 0), 
(1 0 0 1 1 0 1), (1 0 0 1 1 1 0), (1 0 1 0 0 0 0), (1 0 1 1 0 1 1), (1 1 0 0 1 0 1),(1 1 
0 1 1 0 0)}. 

We have: ( ) 2 2, 22 24 2 2 2
k k

X X A m A
   
   
   + = = < = + − . Consequently, the 

upper limit is not reached in this example. 
Statement 17 [11]. If { }\ 0 n

kA B⊆ , then the solution of the equation  

X X A+ =   is an equidistant code with a distance between any two points equal 
k , and ( ) 1M A n≤ + . At the same time ( ) 1M A n= +  iff there exists a Hadamard 

matrix of the order 1n+  [12]. 
Consequently, the problem of constructing of an equidistant code with the 

distance k  having the minimal cardinality can be formulated in terms of 
solvability of the equation X X A+ = . 

Definition. The set 2
nBA∈  is called a quadrate if the following equation: 

X X A+ =                                                  (10) 
is solvable. 

It is clear that a quadrate always contains the zero point. 
Example. 
1. If A is a halfspace in nB , then, as it was mentioned above, A A A+ =  

and, therefore, A  is a quadrate.If { } { }2 1\ 0 , 0,1,n
rA B r+⊆ ∈ … , then A is a quadrate 

iff 2A = i.e. { }2 10, ; n
rA x x B += ∈  

The notion of ‘quadrate’ is connected with problems of equivalence of 
additive channels [4] where description of the class of equivalence is connected 
with finding of all solutions of the following equation: 

X X A+ = . 
Let: 

( )
( )

( ) { }, max ; \ 0
n

n
i

N A
i d

M n d M A A B
≠∅ =

 
= ⊆ 

 
∪  

We denote by ( ),A n d  the cardinality of the maximal code with the 

minimal distance d [6]. 
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Statement 18. ( ) ( ), ,M n d A n d= . 

From this and taking into account the known estimations ( ),A n d  (the 

upper limit; see [6]) we get: 
Statement 19. The following inequality is valid: 

( )
0

2 1
, ,

2

n

t

t

d
M n d t

n

i=

− ≤ =     
 
 

∑
 

At the same time equality takes place iff there exists a perfect code in nB  
with the minimal distance d. 

Consequently, the problem of constructing the code of maximal cardinality 
– in particular, a perfect code – is reduced to finding the solution of maximal 
cardinality for equation (10) among all quadrates of the union of layers 

1
n n n
d d nB B B+∪ …∪ . 

Statement 20 [1]. If  ,A B  is a quadrate, then ( )A B+ is a quadrate too. 

Corollary. The preceding statement is valid for any number of summands. 
Now let ( )2GL n be a group of invertible matrices having components in the 

field { }2 0,1F = . 

Definition. The set ofmatrices ( )2AG GL n⊆  is called stabilizer of the set 

2
nBA∈ if all matrices in  AG  conserve A , i.e. gA A= , where Ag G∈ . 

At the same time, if { }1 2, mA v v v= … , then { }1 2, mgA gv gv gv= … . 

Statement 21. Let AG be a stabilizer of the set 2
nBA∈ and { }AG g= . Then 

the pair ,X gX  is the solution of the equation X X A+ = , as well. 

§ 3. Multisets. The second definition of addition of sets from 2
nB is 

connected with multiplicity of containing each member into the sum A B+  [4]. 

Definition. A multisum of two sets , 2
nBA B∈ is called multiset: 

( ){ }, ,A B x y x A y Bα+ = ∗ + ∈ ∈                                 (11) 

in which each member ( )x y+ is counted as many times as it comes in sum (11), 

and α  is the multiplicity of the member( )x y+ . 

Examples. 
1.If ( ) ( ){ }01 , 10 2

nBA = ∈ , then ( ) ( ){ }2 00 ,2 11A A+ = ∗ ∗ . 

2.If 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }{
( ) ( ) ( ) ( ){ }}

3 3
1 1 2 2

1 2

001 , 010 , 100 , 110 , 101 , 011 ,

3 111 ,2 100 ,2 010 ,2 001

A B A B

then A A

= = = =

+ = ∗ ∗ ∗ ∗
 

It is clear that by definition 1 2 1 2A A A A+ = ⋅ , in which the cardinality of 

the multiset is the sum of the multiplicities of its members. 
In particular, the following expression is valid:  

{ }
n

n

x B

C x C B
∈

+ = ∗∪ , 
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whereC is an arbitrary subset in nB  and C is the multiplicity of the constituent 
ny B∈ . 

It follows from this that: 

{ } 2
n

n

x B

C a C
∈

+ = ⋅∪  

Let ,a g p b g p= − = +  

Statement 22. For the multiset  n n
g pB B+  the following formula is valid: 

 
( )

{ }
2

2 min 2 ,

2n n n
g p r

r n b b

B B r Bα
α
α α +

≤ − −

+ = + ∗∪ ,                         (12) 

where ( ) ( )
22

2
min ,

n a ra r
a r

g p rr
α

− − + 
+ =    −  

 is the multiplicity of the member of 

the multiset n n
p gB B+  with the weight ( )2a r+ . 

Corollary. For g p n≤ ≤ we have: 

a) 
{ }min 2 ,

2 0

2 2

2

n b b a

r

n n n a r n a r

g p a r r g r

− −

=

+ − −      
=      + −      

∑  

b) 
0

2 2

2

n p

i

n n n p g i n p g i

p g p g i i g i

−

=

− + − + −      
=      − + −      
∑  

if p g n+ ≥  and: 

c) 
0

2 2

2

g

i

n n n p g i n p g i

p g p g i i g i=

− + − + −      
=      − + −      
∑  

if  p g n+ ≤  

Statement 23. For the multiset ( )n n
t pS v B+ the following is valid: 

( ) ( ) ( )
( )

( )min ,

2
2 max 0,

2
p t n

n n n
t p l r

r p t l

S v B l r B vα
+

+
= − −

+ = + ∗ +∪  

Where nv B∈ ; and at the same time:  

( ) ( )0

22
2

min ,

t

i i i p

n l rl r
l r

i p rr
α

= = −

− − + 
+ =    −  

∑ ∑  

is the multiplicity of the members of ( )2
n
l rB v+ +  

Corollary. For , 0n p t≥ ≥ the following is valid: 

a) 
( )min ,

0 0 0 1 0

p t pt i t

i i r i p r

n n n p r i n i r p

p i p r i r i r p r= = = = + =

+ +           
= +           + +           

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ; 

b) 
0

g

i

n n n p i g

p g p i g i=

+      
=      +      
∑  

Statement 24. For the multiset ( ) ( )
1 21 2
n n
t tS v S v+  the following equality is 

valid: 



 118 

( ) ( ) ( )( )
1 2

1 21 2 1 2
0

t t
n n n
t t m m

m

S v S v B v vα
+

=

+ = ∗ + +∪ , 

where 1 2, nv v B∈ and at the same time 
( )1 21 min ,

0 0

t i t m it

m
i j

m n m

i j
α

− − +

= =

−   
=    

   
∑ ∑ :  

is the multiplicity of the members ( )( )1 2
n
mx B v v∈ + + . 

Corollary. For 1 2, 0n t t≥ ≥  the following equality is valid: 
( )1 21 2 1 2 1 min ,

0 0 0 0 0

t i t m it t t t t

i j m i j

n n n m n m

i j m i j

− − ++

= = = = =

−         
=         

         
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

Statement 25. For the multiset n k
pB J+  the following formula is valid: 

( )
n

n k
p

x B

B J x xα
∈

+ = ∗∪ . 

Where ( )
( )1

kt J x
x k

λ
α

− +

 
=   
 

is the multiplicity of x . 

Corollary. For 0n p≥ ≥ the following is valid: 

0

p

i

n n k k

p i p i=

−    
=    −    
∑ . 

Statement 26. For the multiset ( )n k
tS v J+  the following formula is valid: 

( ) ( ) ( )
n

n k
t

x B

S v J x x vα
∈

+ = ∗ +∪  

where nv B∈  and at the same time: ( )
( )1

0

kt J x

i

k
x

i

λ

α
− +

=

 
=  

 
∑  is  the multiplicity of  

x v+ . 
Corollary. For 0, 0n k n t≥ ≥ ≥ ≥  the following is valid: 

0 0 0

t t t i

i i j

n n k k

i i j

−

= = =

−     
=     

     
∑ ∑ ∑ . 

Statement 27. For the multiset 1 2k kJ J+  the following is valid: 

( )1 2 1 2, skk k k kJ J J J Jα+ = ∗ , 

where ( )1 2
3 1 2 2

k kk k k J Jλ= + − ∩ , skJ  is the interval with the code: ( )1 2k kJ Jλ +  

and 

( ) ( )1 2 1 2
2,k k k kJ J J Jα λ= ∩  is the multiplicity of the members of skJ  

Finally, we define the operation “/” , that is, subtraction for multisets. 

Let ( ){ } ( ){ }; , ;n nX x x x B Y y y y Bα α= ∗ ∈ = ∗ ∈ . 

Definition. ( ) ( ) ( ) ( ){ }{ }\ ; max ,0 , .nX Y a z z where z x y z x y Bα α α= ∗ = − = = ∈  

Example. We consider the multisets: 

( )1

,
k

n k n
p

p J x
X B J k x x B

λ− +

   = + = ∗ ∈   
   

, 
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( ) ( ) ( )1

1; 1
, , .

0;

kn k n
p J yp

if k
Y B J a y y y B a y

otherwise

λ− +

   
 ≥   = + = ∗ ∈ =   
  

  

 

From Statements 23 and 13 we get: 

( )1

\ 1 ,
k

n

p J z
X Y k z z B

λ− +

    = − ∗ ∈     
    
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V. K. Leontiev, G. L. Movsisyan, Zh. G. Margaryan  

On Addition of Sets in Boolean Space 
 

In many problems of combinatory analysis operations of addition of sets are used 
(sum, direct sum etc). In the present paper some properties of addition operation of sets 
(namely, Minkowski addition) in Boolean space nB  are presented. Also, sums and 
multisums of various “classical figures” as: sphere, layer, interval are considered. The 
obtained results make possible to describe multisums by such characteristics of 
summands as: the sphere radius, weight of layer, dimension of interval. Possible 
solutions of the equation X Y A+ = , where , , nX Y A B⊆ , are considered. In spite of 
simplicity of the statement of the problem, complexity of its solutions becomes obvious 
at once, when the connection of solutions with constructions of equidistant codes or 
existence the Hadamard matrices is apparent. 

 
Վ. Կ. Լեոնտև, Ղ. Լ. Մովսիսյան, Ժ. Գ. Մարգարյան  

 
Բազմությունների գումար բուլյան տարածության մեջ  

Կոմբինատոր անալիզի շատ խնդիրներում օգտագործվում են բազմությունների 
գումար (գումար, ուղիղ գումար և այլն)։ Աշխատանքում ներկայացված են բազմու-

թյունների գումարի (գումար ըստ Մինկովսկու) որոշակի հատկություններ nB  բուլյան 
տարածության մեջ։ Դիտարկվում են գումարներ և մուլտի գումարներ այնպիսի տա-
րատեսակ դասական բազմությունների համար, ինչպիսին են գունդ, շերտ, միջակայք։ 
Ստացված արդյունքները հնարավորություն են տալիս նկարագրելու մուլտի գու-
մարները, գումարելիների այնպիսի բնութագրիչներով, ինչպես օրինակ՝ գնդի շառա-
վիղ, շերտի կշիռ, միջակայքի չափողականություն։ Ուսումնասիրվում է X Y A+ =  

հավասարման հնարավոր լուծումների գոյությունը, որտեղ , , :nX Y A B⊆ Խնդրի դըր-
վածքի պարզությամբ հանդերձ, հավասարման լուծումների գոյության խնդրի բարդու-
թյունը ակնհայտ է դառնում, երբ պարզվում է նրա կապը հավասարահեռ կոդերի կա-
ռուցման, Ադամարի մատրիցայի գոյության խնդիրների հետ: 
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В. К. Леонтьев, Г. Л. Мовсисян, Ж. Г. Маргарян  

Сумма множеств в булевом пространстве  
 

Во многих задачах комбинаторного анализа используются операции 
сложения множеств (сумма, прямая сумма и т.п.). В данной работе приводятся 
некоторые свойства операции сложения множеств (сложения по Минковскому) в 
булевом пространстве nB  и рассматриваются суммы и мультисуммы различных 
«классических фигур», таких как шар, слой, интервал. Полученные результаты 
позволяют описать мультисуммы через такие характеристики слагаемых, как 
радиус шара, вес слоя, размерность интервала. Рассматриваются возможные 
решения уравнения X Y A+ = , где , , nX Y A B⊆ . При этом несмотря на простоту 
постановки задачи сложность решения становится очевидной сразу, как только 
выявляется связь с построением эквидистантных кодов или существованием 
матриц Адамара. 
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О построении ограниченного управления 

электромеханической системой    
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Ключевые слова: ограниченное управление, электромеханическая 

система.  

Введение. Рассматривается электромеханическая система второго 
порядка, которая приближенно описывает динамику отдельного звена 
руки многозвенного манипулятора, если каждое звено управляется 
напряжением, подаваемым электродвигателем независимого привода, а 
динамическое взаимовлияние различных степеней свободы достаточно 
мало [1]. Особенностью рассматриваемой системы является то, что в 
классе ограниченных управлений она управляема к состоянию покоя, но 
не управляема по отношению к произвольному состоянию, отличному от 
покоя. Для рассматриваемой модели манипулятора в [1] изучены задачи 
построения оптимального управления, обеспечивающего перемещение 
системы из произвольного начального состояния в заданное конечное 
состояние покоя, в том числе при дополнительных ограничениях. Для 
некоторых систем более высокого порядка, в частности, для систем 
четвертого порядка со смешанными ограничениями, которые 
представляют собой модели механических и электромеханических систем, 
содержащих электрический двигатель, в [2-4] исследованы задачи 
построения ограниченного управления, приводящие систему из 
произвольного начального состояния в терминальное состояние покоя за 
конечное время. В настоящей статье, с использованием обобщенной 
схемы построения управления Калмана [2], учитывающей наличие огра-
ничения на управление, в явном виде найдены управление и соот-
ветствующее конечное время, при которых осуществляется приведение 
системы из начального состояния покоя в любое конечное состояние 
покоя. В случае конечного состояния, отличного от состояния покоя, на 
фазовой плоскости системы получено условие в виде определенной 
области конечных состояний, приведение в которые за конечное время по 
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предлагаемому способу также происходит с ненарушением заданного 
ограничения на управление.  

1. Расчетная модель электромеханической системы с одной степе-
нью свободы и постановка задачи. Рассмотрим электромеханическую 
систему, состоящую из электродвигателя постоянного тока с независимым 
возбуждением,  редуктора и абсолютно твердого тела (инерционной на-
грузки) на его выходном валу. Такую систему можно трактовать как мо-
дель простейшего манипулятора с одной степенью свободы. В этом случае 
инерционная нагрузка есть рука манипулятора вместе с грузом, закреплен-
ным в его схвате. Движениe описанной электромеханической системы оп-
ределяется уравнениями [1] 

2( )I Jn n+ ϕ = µɺɺ ,                                           (1.1) 

Rj kn u+ ϕ =ɺ ,                                                (1.2) 

kjµ = ,                                                   (1.3)                                                                                     

maxu u≤ .                                                  (1.4) 

В (1.1)-(1.4) ϕ  – угoл поворотa руки; I – момент инерции вместе с ве-

домой шестерней редуктора; J – момент инерции якоря электродвигателя 
вместе с ведомой шестерней редуктора; n  – передаточное число редукто-
ра; µ  – момент электромагнитных сил, создаваемый двигателем; u  – вход-

ное (управляющее) напряжение двигателя; j  – ток в цепи якоря двигателя, 

R  – электрическое сопротивление обмотки якоря двигателя; k – 
коэффициент пропорциональности; maxu  – максимально допустимое 

напряжение, 
Уравнение (1.1) описывает динамику механической части системы, 

(1.2) – уравнение баланса напряжений в цепи якоря электродвигателя, ес-
ли пренебречь явлением самоиндукции в обмотке якоря, равенство (1.3) 
отражает пропорциональность крутящего момента двигателя и тока в цепи 
его якоря. Пренебрежение явлением самоиндукции при описании динами-
ки манипулятора возможно, если электромагнитная постоянная времени 

/L Rτ =  ( L –индуктивность обмотки якоря) много меньше времени рабо-
чей операции манипулятора. На практике это условие в большинстве слу-
чаев выполняется. Отметим, что система уравнений (1.1)-(1.3) приближен-
но описывает динамику отдельного звена руки многозвенного манипуля-
тора, если каждое звено управляется независимым приводом, а динамичес-
кое взаимовлияние различных степеней свободы достаточно мало (см., на-
пример, [1]). 

Исключив переменную µ  из совокупности уравнений  (1.1)-(1.3), дви-

жение манипулятора можно описать следующей системой: 
2( )I Jn nkj+ ϕ =ɺɺ ,    Rj kn u+ ϕ =ɺ ,      maxu u≤ . 
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Переходя к безразмерным единицам (с последующим опусканием 
штрихов) 

max max

2 5 2 1/ 2
max max

/ , / , / ( ),

/ ( ), ( ) ,

t t T u u u k kn u T

R RA knu T j knu T A j−

′ ′ ′= = =
′ ′= =

 

где 2A I Jn= + , а max/T nk u=  – единица измерения времени, получим  

1/2k jϕ =ɺɺ ,    1/2 1/2Rj k k u−+ ϕ =ɺ ,    1u ≤ . 

Далее, исключив переменную j  из последних двух уравнений, движе-

ние манипулятора можно описать одним дифференциальным уравнением 
второго порядка 

R k uϕ + ϕ =ɺɺ ɺ ,                                                (1.5) 

1u ≤ .                                                       (1.6) 

Для системы (1.1)-(1.4) или, что то же, (1.5), (1.6) рассмотрим следую-
щую задачу управления: найти закон изменения управляющего напряже-
ния ( )u t , который обеспечивает приведение манипулятора из начального 

состояния покоя 
(0) 0, (0) 0ϕ = ϕ =ɺ                                            (1.7)  

в заданное конечное состояние  

1 1( ) , ( )T Tϕ = ϕ ϕ = ϕɺ ɺ                                         (1.8)  

в некоторый момент времени t T=  при ограничении на управляющее на-
пряжение (1.6) в цепи якоря электродвигателя привода.               

Перейдем к новым переменным  

1 2, ,v u k x R x R= − ϕ = ϕ = ϕɺ ɺ                              (1.9) 
и запишем уравнение (1.5) с ограничением (1.6) в виде следующей систе-
мы:  

1 2 2,x x x v= =ɺ ɺ                                             (1.10) 
1

2 1v kR x−+ ≤ ,                                           (1.11)   

При этом начальные и конечные условия примут, соответственно, вид  

1 2(0) 0, (0) 0x x= = ,                                          (1.12) 
1 1 1 1

1 1 2 2( ) , ( )x T x R x T x R= = ϕ = = ϕɺ .                         (1.13)          

2. Построение закона изменения управляющего напряжения без 
учета ограничения.  Найдем закон изменения управляющего напряжения 

( )v t , обепечивающий переход системы (1.10) из начального состояния по-
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коя (1.12) в конечное состояние (1.13) в некоторый момент времени T  без 
учета ограничения (1.11). 

Систему (1.10) запишем в векторной форме  

x Ax Bv= +ɺ ,    T
1 2( , )x x x=                                     (2.1) 

с  постоянными матрицами A , B  и фундаментальной матрицей Φ  соот-
ветственно 

0 1

0 0
A

 =  
 

,  
0

1
B

 =  
 

,  
1

( )
0 1

t
t

 Φ =  
 

.                         (2.2)   

Начальные (1.12) и конечные (1.13) условия представим в виде 
1 1 1 T

1 2(0) 0, ( ) ( , )x x T x x x= = = .                                (2.3) 

Запишем решение системы (2.1) с начальным условием из (2.3) 

1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

x t t B v d−= Φ Φ τ τ τ τ∫ .                                (2.4) 

С учетом (2.4) задача (2.1)-(2.3), ((1.10), (1.12), (1.13)) сводится к 
отысканию такого скалярного управления ( )v t , при котором удовлетворя-

ется условие  

1 1 1

0

( ) ( )v( ) ( )
T

t B t t dt T x− −Φ = Φ∫ .                                 (2.5) 

Искомое управление ( )v t  ищется в виде [2] 

( ) ( )Tv t Q t C= ,   1( ) ( ) ( )Q t t B t−= Φ ,                            (2.6) 
где постоянный вектор C  определяется из системы линейных алгебраи-
ческих уравнений 

1 1( ) ( )R T C T x−⋅ = Φ ,      
0

( ) ( ) ( )
T

TR T Q t Q t dt= ∫                       (2.7) 

единственным образом  
1 1 1( ) ( )C R T T x− −= ⋅Φ ,                                     (2.8)  

так как система (2.1), (2.2) вполне управляема [5]. 
Подставив (2.7), (2.8) в (2.6), управление ( )v t  можно представить сле-

дующим образом:  
1 T( ) ( , ) ( ) ,v t F t T x= ⋅      1 1 1 Т

1 2( , )x x x= ,                           (2.9)  
где                              

1 T 1 1( , ) ( ( ) ( )) ( ) ( )F t T t B t R T T− − −= Φ Φ                         (2.10)  

– вектор-строка с двумя элементами 

1 3 2

12 6
f t

T T
= − + ,         2 2

6 2
f t

TT
= − .                           (2.11)   

С учетом (2.3), (2.10), (2.11) искомый закон изменения управлений 
(2.9) можно представить в следующем виде: 
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2
1 1 1

1 23 2 2
1

12 6 6 2
( ) ( , ) ( ) ( )i i

i

v t f t T x t x t x
TT T T=

= = − + + −∑                   (2.12) 

3. Учет ограничения.  Сначала рассмотрим частный случай.  

A. Пусть конечное состояние (1.8) – состояние покоя: 1( )Tϕ = ϕ , 
1( ) 0Tϕ = ϕ =ɺ ɺ  или в переменных (1.9)  

1
1 1( )x T x= ,   1

2 2( ) 0x T x= = .                                   (3.1) 

Проинтегрировав второе уравнениe (1.10) с начальными условиями 
(1.11) при построенном законе (2.12) с учетом (3.1), получим 

2 1
2 13 2

6 6
( )x t t x

T T
= − + .                                         (3.2)  

Исползьзуя выражения (2.12), (3.2), ограничение (1.11) можно предста-
вить в  виде 

1 1 2 1
1 13 2 3 2

12 6 6 6
( ) ( ) 1t x kR t t x

T T T T
−− + + − + ≤  

или, что то же, 

1
1 1( , ) 1g t T x ≤ ,     

1 1
2

1 3 2 3 2

6 6 12 6
( , ) ( )

kR kR
g t T t t

T T T T

− −

= − + − + .         (3.3) 

Так как 

1 1 1
1 1 1( , ) ( )g t T x r T x−≤ ,      

1

1
[0, ]

( ) max ( , )
t T

r T g t T
−

∈

 =
  

,               (3.4) 

то неравенство (3.3) будет выполнено при всех [0, ]t T∈ , если время окон-

чания процесса управления T  будет выбрано из условия 
1
1( )r T x= .                                                (3.5) 

Oпределим функцию ( )r T  из (3.4). Для этого подсчитаем максималь-

ное значение модуля функции 1( , )g t T (3.3) по [0, ]t T∈ .  

Из (3.3) следует, что квадратичная функция 1( , )g t T  на оси t  макси-

мального заначения достигает в точке 1 1

1

2

T
t

kR
∗

−= − . При этом имеются 

следующие два случая. 

1) Если 
1

1
0

2

T
t

kR
∗

−= − < , т.е. 
1

2
0 T

kR−< ≤ , то функция 1( , )g t T  монотон-

но убывает на [0, ]T , принимая на концах этого интервала максимальное и 

минимальное значения 1 2

6
(0, )g T

T
= , 1 2

6
( , )g T T

T
= −  соответственно. Следо-

вательно, 
21

1
[0, ]

( ) max ( , )
6t T

T
r T g t T

−

∈

 = =
  

,            
1

2
0 T

kR−< ≤ .                   (3.6) 
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2) Если 1 1

1
0

2 2

T T
t

kR
∗

−≤ = − < , т.е. 
1

2
T

kR− ≤ < ∞ , то на интервале [0, ]T  

максимальное значение функции 1( , )g t T  равно 
1

1 3 1

3 6
( , )

2

kR
g t T

T T kR

−
∗

−= + , а 

минимальное – 1 2

6
( , )g T T

T
= − . При этом 1 1 1( , ) ( , )g t T g T T∗ > , когда 

1

2
,T

kR−
 ∈ ∞ 
 

, и 1 1 1( , ) ( , )g t T g T T∗ = , когда 
1

2
T T

kR
∗

−= = . Следовательно,   

3 11

1 1 2 2[0, ]

2
( ) max ( , )

3( ) 12t T

T kR
r T g t T

kR T

−−

−∈

 = =
   +

,   
1

2
T

kR− ≤ < ∞ .            (3.7) 

В соответствии с рассмотренными случаями функцию ( )r T  можно за-

давать  таким образом: 

1 1

2 1

2
( ), 0 ,

( )
2

( ), ,

r T T T
kRr T

r T T T
kR

∗
−

∗
−

 < ≤ == 
 = ≤ < ∞


                             (3.8) 

где 
2

1( )
6

T
r T = ,        

3 1

2 1 2 2

2
( )

3( ) 12

T kR
r T

kR T

−

−=
+

.                         (3.9)     

Из (3.8), (3.9) следует, что  функция  ( )r T  непрерывна и монотонно 

возрастает от 0  до ∞  при изменении T  от 0  до ∞ . Следовательно, урав-
нение (3.5), записанное в виде 

1 1
1

2 1

2
( ), 0 ,

2
( ), ,

r T T T
kRx

r T T T
kR

∗
−

∗
−

 < ≤ == 
 = ≤ < ∞


                          (3.10) 

при любом 1
1x  имеет единственное решение.  

Таким образом, для любого значения 1
1 0x ≠  искомое управление ( )v t  

(2.12), удовлетворяющее ограничению (1.11) и переводящее систему (1.10) 
из начального состояния покоя (1.12) в заданное конечное состояние по-
коя (3.1), можно построить, если сначала определить время T  из условия 
(3.10) и подставить найденное в формулу (2.12) для управления v .  

Остановимся на способе решения уравнения (3.10). Разобьем весь по-

лубесконечный интервал времени T  на две части: (0,T ∗  , ),T ∗ ∞ , 

1

2
T

kR
∗

−= , которым соответствуют два интервала изменения 1
1x : ( 1

10, x
∗ 


, 

)1
1 ,x

∗ ∞
, где значение 1

1 1 2

2

3( )
x

kR

∗

−=  определяeтся подстановкой T T ∗=  в 
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правую часть одного из уравнений (3.10). После этого для заданного зна-

чения 1
1x  путем сравнения 1x  с 1

1x
∗
 определяем, какому из двух отрез-

ков ( 1
10, x

∗ 


 или )1
1 ,x

∗ ∞
 принадлежит 1x . Если (1 1

10,x x
∗ ∈ 

, то искомое 

время (0,T T ∗ ∈   определяется из первого уравнения (3.10) и равно 

16T x= ,      1 1
1x x

∗
≤ .                                    (3.11) 

А если )1 1
1 ,x x

∗∈ ∞
, то искомое время ),T T ∗∈ ∞  определяется из второго 

уравнения (3.10) будучи приведенным к кубическому уравнению 
3 2 0aT bT d+ + = ,   1 1 2 1 1

1 12 0, 3( ) 0, 12 0.a kR b kR x d x− −= > = − < = − <  (3.12)  

Так как дискриминант уравнения (3.12) отрицательный, то (3.12) име-
ет один действительный положительный корень, который определяется по 
формулe Кардано 

3 3 ,
2 2 3

q q b
T Q Q

a
= − + + − − −   

3 2

0,
3 2

p q
Q

   = + >   
   

        (3.13) 

1 12 3
1

2 3

2 31 2 1 1 4 1 1
1 1 1

1

2
, , ,

3 23 27

3( ) ( ) 24
0, 0.

4 4

kR xb b d b
p q

a aa a

kR x kR x x
p q

kR

−

− −

−

= − = + = −

+
= − < = − <

 

Перейдя путем (1.9), (2.12), (3.2) к исходным переменным, для управ-
ления получим следующее выражение: 

1 1
1 2 1 1
1 1 13 2 3 2

6 6 12 6
( )

kR kR
u x t x t x

T T T T

− −

= − + − + ,      0 t T≤ ≤ , 

в котором время T  определяется по формулам (3.11), (3.13) согласно вы-
шеизложенному алгоритму. 

B. Рассмотрим теперь общий случай (1.13). По аналогии со случаем А  
интегрируя один раз уравнениe (1.10) с начальными условиями (1.11) при 
управлении (2.12), получим 

2 1 2 1
2 1 23 2 2

6 6 3 2
( ) ( )x t t x t t x

TT T T
= − + + − .                        (3.14)  

Учитывая (2.12), (3.14), ограничение (1.11) запишем в виде 
1 1

1 1 2 2( , ) ( , ) 1g t T x g t T x+ ≤ ,     [0, ]t T∈ ,                       (3.15)                                                                              

где                                                 

1 2 1
2 2 2

3 6 2 2
( , ) ( )g t T kR t kR t

T TT T
− −= + − − ,                        (3.16) 

а 1( , )g t T  задается формулой (3.3). 

Проведем оценки сверху левой части неравенства (3.15): 
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1 1 1 1
1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )g t T x g t T x g t T x g t T x+ ≤ + ,                 (3.17) 

Оценим сверху максимум по [0, ]t T∈  только входящей в (3.17) абсо-

лютнoй величины функции 2( , )g t T ,  так как оценка сверху максимума 

функции 1( , )g t T , [0, ]t T∈ , уже проведена: А1),2).  

Из (3.16) следует, что квадратичная функция 2( , )g t T  на оси t  

экстрмального заначения достигает в точке 
2

2 13

T T
t

kR
∗

−= − . При этом 

возможны два случая. 

1) Если 
2

2 1
0

3

T T
t

kR
∗

−= − < , т.е. 
1

3
0 T

kR−< < , то функция 2( , )g t T  моно-

тонно возрастает на [0, ]T , принимая на концах этого интервала минималь-

ное и максимальное значения 2

2
(0, )g T

T
= − , 1

2

4
( , )g T T kR

T
−= +  соответ-

ственно и поэтому 

1
2

[0, ]

4
max ( , )
t T

g t T kR
T

−

∈
= + ,     

1

3
0 T

kR−< < .                      (3.18) 

2) Если 
2

2 1
0

3

T T
t

kR
∗

−≤ = − , т.е. 
1

3
T

kR− ≤ < ∞ , то 2 2
[0, ]

max ( , ) ( , )
t T

g t T g Т T
∈

= =  

1 4
0kR

T
−= + > , а  

1 1
2

2 2 2 1 1[0, ]

3 1 3
min ( , ) ( , ) 2(1 ) 2(1 ) 4 0

3 3t T

kR kR
g t T g t T T T

TkR kR

− −
∗

− −∈
= = − + − + + + < . 

Вычисления с учетом определенных соотношений между параметрами k  
и R , свойственных для многих манипуляционных роботов [1], показыва-
ют, что 2 2 2( , ) ( , )g t T g T T∗ < . Следовательно, и в этом случае  

1
2

[0, ]

4
max ( , )
t T

g t T kR
T

−

∈
= + ,     

1

3
T

kR− ≤ < ∞ .                     (3.19) 

Исходя из (3.6), (3.7), (3.18), (3.19) oценим сверху правую часть неравен-
ствa (3.17) и представим неравенство (3.15) в виде  

       1 1 1 1 1
1 1 2 2 1 1 2

4
( , ) ( , ) ( ) ( ) 1g t T x g t T x q T x kR x

T
−+ ≤ + + ≤ ,     0 T< < ∞ ,      (3.20) 

где 

2 1

1 1 2 2

3 1 1

6 2
, 0 ,

( )
3( ) 12 2

, .
2

T
T kR

q T
kR T

T
T kR kR

−

−

− −

 < <=  + ≤ < ∞


                    (3.21) 

Правое соотношение в (3.20) рассмотрим в случае равенства,  
записанного в виде 

1 1 1 1
1 2 2( , , ) 1Q T x x kR x−= − ,      0 T< < ∞ ,                    (3.22) 
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где 

1 1
1 22 1

1 1
1 2 1

1 1 1
1 1 21 3 1

6 4 2
, 0 ,

( , , )
6 1 3 1 2

4 , .
2

x x T T
TT kR

Q T x x
kR

x x x T
TkR T kR

∗
−

−

− −

 + < ≤ =
=    + + ≤ < ∞   

    (3.23) 

Из положительности левой части (3.22) следует, что 1 1
2x k R−< . Далее, 

из (3.23) следует, что функция 1 1
1 2( , , )Q T x x  по T  непрерывна и монотонно 

убывает от ∞  до 0  при изменении T  от 0  до ∞ . Следовательно, неравен-
ство (3.20) будет выполнено при всех [0, ]t T∈ , если время окончания про-

цесса управления T  будет выбрано из условия (3.22) для любой пары 
1 1
1 2( , )x x X∈ , где 

{ }1 1 1 1 1
1 2 1 2( , ) : ,X x x x x k R−= < ∞ < .                          (3.24) 

Таким образом, для любой пары 1 1
1 2( , )x x X∈  искомое управление 

( )v t  (2.12), удовлетворяющее ограничению (1.11) и переводящее систему 

(1.10) из начального состояния покоя (1.12) в заданное конечное состояние 
(1.13), можно построить, если сначала определить время T  из условия 
(3.22) и подставить найденное в  формулу (2.12) для управления v . 

Перейдем к решению уравнения (3.22). Рассмотрим следующие два 

интервала:  (0,T ∗   и ),T ∗ ∞ , 
1

2
T

kR
∗

−= , которым соответствуют две 

области изменения пары 1 1
1 2( , )x x :  

{ }
{ }

1 1 1 2 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2

( , ) : 1.5( ) 3 1; , ,

( , ) : 1.5( ) 3 1; , .

X x x kR x kR x x x k R

X x x kR x kR x x x k R

− − −
−

− − −
+

= + ≤ < ∞ <

= + ≥ < ∞ <
 (3.25) 

Если  1 1
1 2( , )x x X −∈ , то искомое время (0,T T ∗ ∈   следует определить из 

первого уравнения (3.22), (3.23), приведенного к квадратному уравнению 
1 1 2 1 1

2 2 1(1 ) 4 6 0kR x T x T x−− − − =                            (3.26) 

и имеющего на интервале (0,T ∗   единственное решение 

( ) 121 1 1 1 1 1 1
2 2 2 1 22 4 6(1 ) 1T x x kR x x kR x

−− − = + + − ⋅ − 
 

.           (3.27) 

Если  1 1
1 2( , )x x X +∈ , то искомое время ),T T ∗∈ ∞  и определяется из 

второго уравнения (3.22), (3.23), приведенного к кубическому уравнению 
(3.12) с коэффициентами 

  1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 12 (1 ) 0, (3 8 ) 0, 12 0.a kR kR x b kR x x kR d x− − − −= − > = − + < = − <  (3.28) 
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Так как дискриминант уравнения (3.12), (3.28) также oтрицательный, 
то оно имеет один действительный положительный корень, который опре-
деляется с помощью формулы Кардано (3.13) с учетом коэффициентов 
(3.28). 

Переходя с помощью (1.9), (2.12), (3.14) к исходным переменным, уп-
равляющую функцию ( )u t  в каждый момент t  можно вычислить по фор-

муле  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 12 1 2 1 1 2 1 2
2 3 2 3 2 2

3 6 6 12 6 2 6 2
( )

kR x kR x x x x x x x
u t t kR t

T TT T T T T T

− −
−    

= − + − + − + −    
     

 

в которой время T  определяется с помощью (3.13), (3.27). 
Заключение. Путем использования обобщенного метода Калмана в 

явном виде получены формулы, позволяющие вычислить время и соответ-
ствующее управление, которые обеспечивают перемещение электромеха-
нической системы, моделирующей динамику однозвенного манипулятора, 
из начального состояния покоя в произвольное конечное состояние покоя 
за конечное время и гарантируют ненарушения заданного ограничения на 
управление в процессе перехода.  

Получено также условие, которое на фазовой плоскости системы об-
разует область конечных состояний, приход в которые происходит за ко-
нечное время с соблюдением заданного ограничения на управление. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке ГКН МОН РА в 
рамках научного гранта 15Т-2С026. 
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Էլեկտրամեխանիկական համակարգի սահմանափակ  

ղեկավարման կառուցման մասին 
 

 

Դիտարկվում է ազատության մեկ աստիճանով օժտված էլեկտրամեխանիկական 
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ֆունկցիայի վրա դրված սահմանափակման առկայության դեպքում, կիրառելով  ղե-

կավարման կառուցելու Կալմանի ընդհանրացված սխեման, բացահայտ տեսքով 
գտնվել է դիտարկվող համակարգը վերջավոր ժամանակում տրված հանգստի վի-

ճակից կամայական վերջնական հանգստի վիճակի տեղափոխումն ապահովող ղե-

կավարման օրենք: Ստացվել է նաև պայման, որը համակարգի ֆազային հարթության 
մեջ կազմում է վերջնական վիճակների որոշակի տիրույթ: Ցույց է տրվում, որ ղեկա-

վարման ֆունկցիայի վրա դրված սահմանափակման դեպքում առաջարկված եղա-

նակով համակարգի բերումը այդ ֆազային տիրույթ տեղի է ունենում վերջավոր ժա-

մանակում:  
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О проблеме электромагнитоупругости тел  
с «ортотропной» электропроводностью 

 
(Представлено 23/III 2017) 

 

Ключевые слова: упругая деформация, объёмное расширение, элек-
тропроводность. 

 

Введение. В статье предлагается вариант учета влияния деформаци-
онных свойств электропроводящих материалов на удельное электрическое 
сопротивление. Приводятся решения задач для токопроводов, электропро-
водность которых зависит от изменения поперечного сечения. 

1. Экспериментально показано [1,2], что в однородных изо-

тропных проводниках коэффициент электропроводности 1
Rσ =

 
( R -

удельное электрическое сопротивление) зависит от напряженно-де-
формированного состояния тела. Классические уравнения электро-
динамики имеют вид [3-5] 

 
4 1

, 0,

1
, 4 ,e

D
rot H J div B

c c t

B
rot E div D

c t

π ∂= + =
∂

∂= = πρ
∂

                                  (1.1) 

где E – вектор напряженности электрического поля. H – вектор напря-
женности магнитного поля, D  – вектор электрической индукции, B – век-
тор магнитной индукции, J – вектор плотности полного электрического 
тока. eρ – плотность электрического заряда, c  – электродинамическая пос-

тоянная 103 10c = ⋅ ñì ñ , t – время. 
Все это замыкается известными материальными уравнениями [3-5] 

1
,

1
.

B H v E
c

D E v B
c

εµ −= µ − ×

εµ −= ε + ×
                                      (1.2) 

Հատոր 
Том 

Volume 
117 2017 № 2 
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Наконец, для полного замыкания системы уравнений с учетом «ортотро-
пии» электропроводности «изотропного», «однородного» тела имеем но-
вое представление вектора плотности электрического тока J  

( )1 ,v
eJ divu E v B

c

µ = σ − α + × + ρ 
                            

(1.3) 

где µ  – магнитная проницаемость, σ – коэффициент электропроводности 

в условиях отсутствия деформации, ε –диэлектрическая проницаемость, 
v – вектор скорости перемещения частиц тела u , α –новая постоянная, 
характеризующая влияние деформированного состояния тела. 

Рассматривая приведенные выше уравнения (1.1)-(1.3), можно конста-
тировать, что здесь имеет место нечто новое − ортотропная электропро-
водность деформационного характера. Для полного замыкания системы 
(всех уравнений) приведем также соответствующие уравнения движения 
[4, 5] 

2

2
, , 1,2,3 , , ,

1
2 , ,

2

ij i
i

j

ji
ij ij ij ij ij

j i

u
R i j x y z

x t

uu
G

x x

∂σ ∂
+ = ρ = =

∂ ∂

 ∂∂
σ = ε + δ λ ε ε = +  ∂ ∂ 

                         (1.4) 

где ijσ – компоненты тензора напряжений, ρ – плотность материала, 

( ) ( )( )2 1 , / 1 1 20G E v vE v= + λ = + −  – постоянные Ламе, E – модуль упруго-

сти, v– коэффициент Пуассона, iR – объемная сила − сила Лоренца, 
которая при наличии электрического тока и электрического заряда имеет 
вид 

( ) .eR J B E
c

µ= + + ρ                                            (1.5) 

2. Рассмотрим одномерную задачу. Одномерные уравнения 
электродинамики при пренебрежении токами смещения и членами 
типа evρ , что допустимо для хорошо проводящих материалов, при 
учете влияния деформаций имеют вид 

3 2 1
1 2 3

3 31 2 2
1

4 4
0, , , 0,

1 1
0, , , 0 ,

H H B
J J J

x c x c x
E BB B E

B
t x c t x c t

∂ ∂ ∂π π= = − = =
∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ∂= = = − ⇒ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

              (2.1) 

При этом материальные уравнения (1.3) запишутся следующим образом: 

1
1 1 1

1
2 2 1 3

1
3 3 1 2

1 0,

1 ,

1 .

u
J E E

x

u
J E v H

x c

u
J E v H

x c

∂ = σ − α ⇒ = ∂ 

∂ µ  = σ − α −  ∂   

∂ µ  = σ − α +  ∂   

                            (2.2) 



 134 

Уравнения движения (1.4) примут следующий вид: 

( ) ( )
2 2

1 1
2 3 3 22 2

2 2
2 2

2 2

2 2
3 3

2 2

1
2 ,

,

.

u u
G J B J B

cx t

u u
G

x t

u u
G

x t

∂ ∂
λ + + − ρ

∂ ∂
∂ ∂

= ρ
∂ ∂
∂ ∂

= ρ
∂ ∂

                           (2.3) 

Наиболее простая одномерная задача – одномерная задача при наличии 
следующего электрического поля (рис. 1): 

2 20 10 30, 0, 0.E E const E E= = = =                                (2.4) 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
Рис. 1. 

Из (2.1) и (2.2) следует  

30 2
20 20 30

4
1 0, 0.

H u
E H H

x c x

∂ ∂πσ  = − α = = ∂ ∂ 
                     (2.5) 

Ввиду симметричности относительно плоскости 0x =  следует 

30 10, 0 0.u u при x= = =                                      (2.6) 
Из (2.5) с учетом (2.6) следует 

( )30 1 20

4
.H x u E

c

πσ= − − α =                                    (2.7) 

Подставляя 30H  из (2.7) в первое уравнение (2.3), получим 
2

21 1
1 12

,
u uu

A x u x u
x xx

∂ ∂∂  = − α − α + α ∂ ∂∂  
                           (2.8) 

где 

( )
2 2

20
2

4
,

2

E
А

c G

πµσ
=

λ +
                                           (2.9) 

Таким образом, мы получим обыкновенное дифференциальное урав-
нение второго порядка с перемещенными коэффициентами с нелинейным 
членом 1 1 .u du dx  

h 

x 

y 

E20=const 

 



 135 

Задачу эту можно несколько упростить в предположении, что толщи-
на рассматриваемого слоя мала и рассматриваются лишь малые упругие 
перемещения.  

В этом случае исходное уравнение (2.8) примет вид 
2

1
12 x

u
A u A

x α
∂

+ =
∂

                                       (2.10) 

при следующих граничных условиях: 

при 10, 0; при , 0.
2 xx

h
x u x= = = σ =

                        
(2.11)

 
Общее решение уравнения (2.10) имеет вид 

1 1 2sin cos .
x

u c A x c A x= α + α +
α

                       (2.12) 

Удовлетворяя граничным условиям (2.11), из (2.12) 

1

sin
,

cos
2

A x x
u

h
A A

α
= − +

αα α α
                           (2.13) 

 получим  

( )1

1
0,5 .

2 2

h h
u h tg A

A
= − α +

αα α
                         (2.14) 

Безусловно, уравнение (2.8) можно решать, не прибегая к вышеприве-
денным упрощениям (не пренебрегая нелинейным членом и членом с пе-
ременным коэффициентом), при помощи метода Бубнова –Галеркина. 
Тогда можно получить результаты для достаточно широких слоев (для до-
статочно больших h ). При этом эффекты изменения коэффициента элек-
тропроводности от напряженно-деформируемого состояния будут более 
существенными. 

3. В работах [1, 2] приводятся результаты экспериментального 
исследования токонесущих проводников в случае, когда проводник 
находится под действием поперечно сжимающих нагрузок. В этом 
случае граничные условия (условия свободной границы) (2.11) не-
сколько преобразуются и принимают вид  

1при 0 0; при .
2 xx

h
x u x q= = = ± σ = ∓                        (3.1) 

Удовлетворяя граничным условиям (3.1), для упругого перемещения полу-
чим  

1

sin1
.

2
cos

2

A xq x
u

hG
A A

α = − + + λ + α α   α α 
 

                     (3.2) 

4. Рассмотрим случай, когда одна из плоскостей рассматривае-

мого слоя 
2

h
x = −   закреплена, а другая 

2

h
x =  равномерно загружена 

сжимающим усилием 0q  (рис. 2). 
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В этом случае имеем следующие граничные условия: 

1

0

при , 0,
2

при , ,
2 xx

h
x u

h
x q

= − =

= σ = −
                                    (4.1) 

А для напряженности магнитного поля имеем  

( )30 1 0 0

4
,H x u u E

c

πσ= − − α −                                (4.2) 

где   
( )0 1 0 .u u=                                              (4.3) 

Согласно (4.2) уравнение статики упругого слоя (2.8) запишется сле-
дующим образом: 

( )
2

1 1
1 02

1 .
d u du

A x u u
dxdx

 = − α − α −    
 

                        (4.4) 

Пренебрегая, как и раньше, в уравнении (4.4) нелинейным членом и чле-
ном с переменным коэффициентом, получим 

( )
2

1 1
0 12

.
d u du

A u A u A u x
dxdx

+ α + α = α +                        (4.5) 

Решение уравнения (4.5) имеет вид 
( ) ( ) 1

1 1 2sin cos ,xu x e c px c px x−ε −= + + α                      (4.6) 

где 1c и 2c  – постоянные интегрирования, которые определяются согласно 

граничным условиям (4.1), а новые обозначения ε  и p  имеют вид 

20
0, 1 0,25 .

2

u A
e p A u

α
= = α −                                  (4.7) 

Здесь следует иметь в виду, что в p  входит неизвестное пока 0u . При 

этом из (4.6) следует, что ( )1 0 00u u c= = . Т. е. после определения 2c   необ-

h 

x 

y 

E20 

Рис. 2. 

0q  
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ходимо еще определить и 0u .В общем случае для определения 0u  получа-

ется сложное трансцендентное уравнение. 
Для определения 0u , вообще говоря, можно воспользоваться прибли-

жением для тонкого слоя, т.е. следующими неравенствами: 
2

1, 1.
2 2

Ph hε  << << 
 

                                   (4.8) 

С учетом этого приближения, удовлетворяя граничным условиям (4.1), по-
лучим 

( )1 2

1
, 1 .

22

h
c c p= − = −

α                                    
 (4.9)

 
С учетом (4.7) и равенства 2 0c u=  для определения 0u  получим следую-

щее алгебраическое уравнение: 
20
02 1 1 0,25 ,

u
A u

h
α = − α −                                (4.10) 

откуда с точностью принятого приближения (4.8) для 0u  получим урав-

нение  

0 .
2

h
u ≈

α
                                              (4.11) 
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Исследуется влияние изменения объемного расширения металлических мате-

риалов на величину удельного электрического сопротивления. Приводятся реше-
ния задач для токопроводов с учетом зависимости электропроводности от измене-
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Հ Ա Յ Ա Ս Տ Ա Ն Ի  Գ Ի Տ Ո Ւ Թ Յ Ո Ւ Ն Ն Ե Ր Ի  Ա Զ Գ Ա Յ Ի Ն  Ա Կ Ա Դ Ե Մ Ի Ա  
Н А Ц И О Н А Л Ь Н А Я  А К А Д Е М И Я  Н А У К  А Р М Е Н И И  
N A T I O N A L  A C A D E M Y  O F  S C I E N C E S  O F  A R M E N I A  
Д О К Л А Д Ы           Զ Ե Կ Ո Ի Յ Ց Ն Ե Ր               R E P O R T S  

МЕХАНИКА 
УДК 517.95 

 
 О. А. Матевосян 

  
О задаче Дирихле–Робена для системы  

теории упругости 
 

 (Представлено иностранным членом НАН РА А. П. Сейраняном 3/IV 2017)  
  

Ключевые слова: система теории упругости, задача Дирихле–Робе-
на, пространство Соболева, весовой интеграл энергии.  

 
Пусть nΩ ⊂ R  – неограниченная область, = \n GΩ R  с границей 

1C∂Ω ∈ , где G  – ограниченная односвязная область (или объединение ко-
нечного числа таких областей) в ( 2)n n ≥R , =Ω ∪ ∂Ω Ω  – замыкание Ω , 

2 2
1 1= ( , , ), | |=n nx x x x x x+ +… … , 1= ( , , )nu u u… . Будем считать, что начало ко-

ординат 0 = 0x  находится вне Ω . 

В Ω  рассматривается стационарная линейная система теории упруго-
сти  

, , =1

( ) = = 0, = 1, , .
n

jij
i kh

j k h k h

u
Lu Lu a i n

x x

∂ ∂≡  ∂ ∂ 
∑ …

                       

 (1)

 
Здесь и далее суммирование проводится по повторяющимся индексам от 1 
до n . Предполагается, что коэффициенты постоянные и выполнены усло-
вия:  

2 2
1 2= = , | | | | ,ij ji kj ij i j

kh hk ih kh k ha a a aλ ξ ≤ ξ ξ ≤ λ ξ  

где ξ  – произвольная симметрическая матрица { },i
kξ = ,i k

k iξ ξ  2| | = ,i i
k kξ ξ ξ  

1 2,λ λ  – положительные постоянные. 
Для системы (1) будем рассматривать следующую краевую задачу: 

найти вектор-функцию ( )u x , удовлетворяющую системе (1) в Ω  и одно-
родным граничным условиям Дирихле–Робена  

( )
1 2

( ) | = 0, ( ) ( ) ( ) = 0,u x u x u xΓ Γ
σ + τ                                (2) 

Հատոր 
Том 

Volume 
117 2017 № 2 
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 где 1 2 =Γ ∪ Γ ∂Ω , 1 2 =Γ ∩ Γ ∅ , 1 1 0nmes− Γ ≠ , 1( ) = ( ( ), , ( ))nu u uσ σ σ… , 

( ) jij
i kh k

h

u
u a

x

∂
σ ≡ ν

∂
, = 1, ,i n… , 1= ( , , )nν ν ν…  – единичный вектор внешней 

нормали к ∂Ω , ( )xτ  – бесконечно гладкая функция с равномерно ограни-
ченными производными на ∂Ω , 0, 0τ ≥ τ ≡ . 

Краевые задачи для системы теории упругости в ограниченных обла-
стях достаточно полно изучены. Изложение основных фактов этой теории 
можно найти в монографии [1]. В [2, 3] для ограниченных и широкого 
класса неограниченных областей установлены обобщения неравенств Кор-
на и Харди, с помощью которых исследованы основные краевые задачи 
для системы теории упругости. 

Как известно, в случае, когда Ω  – неограниченная область, следует 
дополнительно охарактеризовать поведение решения на бесконечности. 
Как правило, для этой цели служит либо условие конечности интеграла 
Дирихле ( , )D u Ω  или интеграла энергии ( , )E u Ω , либо условие на характер 
убывания модуля решения при | |x → ∞ . 

В данной заметке изучаются свойства обобщенных решений задачи 
Дирихле–Робена для системы теории упругости в Ω  с условием ограни-
ченности интеграла энергии с весом: 

( , ) < , .aE u aΩ ∞ ∈R  
При том же условии на поведение решения на бесконечности в раз-

ных классах неограниченных областей автором [4 - 6] изучены вопросы 
единственности и найдены размерности пространства решений краевых 
задач для системы теории упругости и бигармонического (полигармони-
ческого) уравнения. 

Развивая подход, основанный на использовании неравенств типа Кор-
на и Харди [2, 3], в данной статье удалось получить критерий единствен-
ности решений задачи Дирихле–Робена для системы теории упругости. 

Введем обозначения. 0 ( )C∞ Ω  – пространство бесконечно дифферен-
цируемых функций в Ω  и имеющих компактный носитель в Ω ; 

1( , ), ,H Ω Γ Γ ⊂ Ω  – пространство функций, полученное пополнением мно-

жества функций ( )C∞ Ω , равных нулю в окрестности Γ , по норме  
1/2

2

1 2

=1

( )
|| ( ); ( , ) ||= | ( ) | .

n

j j

u x
u x H u x dx

xΩ

   ∂  Ω Γ +     ∂   

∑∫  

Если =Γ ∅ , то 1( , )H Ω Γ  будем обозначать 1( )H Ω . 
1

( )H Ω
�

 – пространство функций, полученное пополнением 0 ( )C∞ Ω  по 

норме пространства Соболева 1( )H Ω ; 
1

( )locH Ω
�

 – пространство функций в 

Ω , полученное пополнением 0 ( )C∞ Ω  в системе полунорм 1
0|| ( ); ( ) ||u x H G , 

где 0G ⊂ Ω  – произвольный компакт. 
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Положим | | 1
1= / n

nu u x x
ααα α∂ ∂ ∂ ∂… , где 1= ( , , )nα α α… , 0jα ≥  – целые чис-

ла, 1| |= nα α + + α… . Обозначим через  
2

2 2 2

, =1

( , ) = | ( ) | , ( , ) = | | | ( ) | , ( ) | = ,
n

a i
a

i j j

u
D u u x dx D u x u x dx u x

xΩ Ω

 ∂
Ω ∇ Ω ∇ ∇   ∂ 

∑∫ ∫

 
2

2 2 2

, =1

( , ) = | ( ) | , ( , ) = | | | ( ) | , | ( ) | = .
n

ja i
a

i j j i

uu
E u e u dx E u x e u dx e u

x xΩ Ω

 ∂∂
Ω Ω +  ∂ ∂ 

∑∫ ∫

 
Определение 1. Обобщенным решением системы  (1) в Ω  будем на-

зывать вектор-функцию 
1

( )locu H∈ Ω
�

 такую, что для всякой вектор-функ-

ции 0 ( )C∞ϕ∈ Ω  выполнено интегральное тождество  

= 0.jij i
kh

h k

u
a dx

x xΩ

∂ ∂ϕ
∂ ∂∫

 
Лемма 1. Пусть ( )u x  – решение системы (1) в Ω , удовлетворяющее 

условию ( , ) <aE u Ω ∞ . Тогда  

<| |0

( ) = ( ) ( ) ( ), ,u x P x x C u x xα β
α

β α ≤β
+ ∂ Γ + ∈Ω∑                            (3) 

 где ( )P x  – многочлен, ( ) = max{1,1 / 2 / 2}, ( )o P x m n a xrd ≤ − − Γ  – фундамен-

тальное решение системы (1), 0= , =1 / 2 / 2, 0cC n aonstα β − + β ≥  – целое 

число, а для функции ( )u xβ  справедлива оценка: 
1 | || ( ) | ( , ) | | nu x C a u xγ β − −β− γ

γβ∂ ≤  

для любого мультииндекса , =C constγβγ .  

Замечание. Как известно  [7], существует фундаментальное реше-
ние ( )xΓ , для которого при > 2n  имеет место следующая оценка: 

2 | || ( ) | ( ) | | , ( ) .nx C x C const
α − − α∂ Γ ≤ α α =  

В случае = 2n  фундаментальное решение представляется в виде 
( ) = ( ) ln | | ( )x S x x T xΓ + , где ( )S x  и ( )T x  квадратные матрицы порядка 2, 

элементы которых однородные функции порядка нуль [8].  
Доказательство леммы 1. Рассмотрим вектор-функцию 

( ) = ( ) ( )Nv x x u xθ , где ( ) = (| | / ), ( ), 0 1, ( ) = 0n
N x x N C s∞θ θ θ∈ ≤ θ ≤ θR  при 

1, ( ) = 1s s≤ θ  при 2s ≥ , причем >>1N  и { :| |< }G x x N⊂ . Продолжим ( )v x  

на n
R , полагая ( ) = 0v x  на = \nG ΩR . 

Тогда вектор-функция ( ) ( )nv x C∞∈ R  и удовлетворяет системе  
( ) = , =1, , ,iLv x F i n…  

где 0 ( ),  { :| |< 2 }sn
i iF C F x x Nupp∞∈ ⊂R . Легко видеть, что ( , ) <n

aE v ∞R . 
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Если 0a n+ ≠ , то из неравенства Корна [2; §3, неравенство (1)] сле-
дует, что ( ) = ( )v x w x Ax+ , где A  – постоянная кососимметрическая матри-

ца и ( )w x  такова, что ( ( ), ) <aD w x Ω ∞ . 
Теперь мы можем использовать теорему 1 из [9], поскольку она осно-

вывается на лемме 2 из [9], в которой никаких ограничений на знак ′σ  
нет. Следовательно, разложение  

<| |0

( ) = ( ) ( ) ( )ow x P x x C w xα β
α

β α ≤β
+ ∂ Γ +∑  

справедливо для любого a , где 0( )P x  – многочлен, 

0( ) max{1,1 / 2 / 2}o P x n ard ≤ − − ,  =C constα , 0 =1 / 2 / 2n aβ − +  и  
1 | || ( ) | | | , = .c

nw x C x C onst
γ β − −β− γ

γβ γβ∂ ≤  

Отсюда и из определения функции ( )v x  следует равенство  (3) с 

0( ) = ( )P x P x Ax+ . 
Пусть теперь = 0a n+ . Тогда для любого > 0ε   

( , ) ( , ) < .n n
n nE v E v− −ε −≤ ∞R R  

По неравенству Корна [2; §3, неравенство (1)], существует постоянная ко-
сосимметрическая матрица A  такая, что  

( , ) ( , ) < ,n n
n nD v Ax CE v− −ε − −ε− ≤ ∞R R  

где постоянная C  не зависит от ( )v x . Следовательно, используя теорему 
1 из [9], имеем  

0
<| |0

( ) = ( ) ( ) ( ),v x Ax P x x C v xα β
α

β α ≤β
− + ∂ Γ +∑  

причем 0( )P x  – многочлен, 0 0( ) 1, = , = 1 / 2 / 2o P x C n ard constα≤ β − +  и  
1 | || ( ) | | | , = .nv x C x C const

γ β − −β− γ
γβ γβ∂ ≤  

Таким образом, 

0
<| |0

( ) = ( ) ( ) ( ),v x Ax P x x C v xα β
α

β α ≤β
− + ∂ Γ +∑  

откуда следует утверждение леммы при =a n− .  
Лемма 2. Пусть ( )u x  – решение системы  (1) в Ω , удовлетворяющее 

условию ( , ) <aE u Ω ∞  для некоторого 0a ≥ . Тогда для любого x∈Ω  имеет 

место равенство (3) с приведенной выше оценкой для ( )u xβ , причем 

( ) =P x Ax B+ , где A  – постоянная кососимметрическая матрица, B  – по-
стоянный вектор.  

Лемма 2 является прямым следствием леммы 1. 
Определение 2. Обобщенным решением смешанной задачи Дирихле–

Робена (1), (2) будем называть вектор-функцию ( )u x  такую, что 
1

1( , )locu H∈ Ω Γ
�

, и для любой вектор-функции 
1

1 0( , ) ( )n
locH C∞ϕ ∈ Ω Γ ∩

�

R  выпол-
нено интегральное тождество  

2

= 0.jij i
kh

h k

u
a dx u ds

x xΩ Γ

∂ ∂ϕ
+ τ ϕ

∂ ∂∫ ∫  



 143 

Теорема 1. Задача Дирихле–Робена (1), (2) с условием ( , ) <E u Ω ∞  

имеет ( 1) / 2n n+  линейно независимых решений, если 3n ≥ , и одно линейно 

независимое решение, если = 2n .  
Теорема 2. Задача Дирихле–Робена (1), (2) с условием ( , ) <aE u Ω ∞ , 

имеет: 
i) только тривиальное решение при <n a≤ ∞ ; 
ii) ( 1) / 2n n−  линейно независимых решений при 2 <n a n− ≤ ; 

iii) ( 1) / 2n n+  линейно независимых решений при < 2n a n− ≤ − . 
Теорема 3. Задача Дирихле–Робена  (1), (2) с условием ( , ) <aE u Ω ∞  

имеет ( , )k r n  линейно независимых решений при 2 < 2 2r n a r n− − ≤ − − + , 
где  

1 2
, 2

( , ) = 1 1

4 2, 2

r n r n
n если n

k r n n n

r если n

  + − + −    
+ >     − −     

 + =

 

причем > 0, (0, ) =r k n n; 
r

s

 
 
 

 – число сочетаний из r  по s , = 0
r

s

 
 
 

, если 

>s r .  
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 О. А. Матевосян 

 
О задаче Дирихле–Робена для системы теории упругости  

 
Изучаются свойства обобщенных решений смешанной задачи Дирихле–Ро-

бена для линейной системы теории упругости во внешности компактного множе-
ства в предположении, что обобщенные решения этой задачи обладают конечным 
интегралом энергии с весом | |ax . В зависимости от значения параметра a  полу-
чен критерий единственности решений смешанной задачи Дирихле–Робена, а так-
же найдены точные формулы для вычисления размерности пространства решений 
этой же задачи. 

 
Հ. Ա. Մաթևոսյան 

 
Դիրիխլե–Ռոբենի խնդրի վերաբերյալ՝ առաձգականության  

տեսության համակարգի համար 
 

Ուսումնասիրվել են Դիրիխլե–Ռոբենի խառը խնդրի ընդհանրացված լու-
ծումների հատկությունները կոմպակտ բազմության արտաքինում, ենթադրությամբ, 
որ այդ խնդրի ընդհանրացված լուծումներն ունեն էներգիայի վերջնական ինտեգրալ՝ 
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| |ax . քաշով: Ստացվել է Դիրիխլե–Ռոբենի խառը խնդրի լուծումների միականության 

չափանիշը՝ նայած  a  պարամետրի արժեքին, և գտնվել են ճշգրիտ հավասարումներ 
նույն խնդրի լուծումների տարածության չափականության հաշվարկման համար: 

 
 H. A. Matevossian 

On the Dirichlet–Robin Problem for the Elasticity System  
 

The properties of generalized solutions of the mixed Dirichlet–Robin problem for 
the linear system of elasticity theory in the exterior of a compact set are studied under 
the assumption that the energy integral with weight | |ax  is finite for such solutions. 

Depending on the value of the parameter a , a uniqueness criterion is established for 
solutions of the mixed Dirichlet–Robin problem, and exact formulae are obtained for 
the dimension of the space of solutions. 
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Д О К Л А Д Ы           Զ Ե Կ Ո Ի Յ Ց Ն Ե Ր               R E P O R T S  

 
 

МЕХАНИКА 

УДК 539.3 
                                                     
А. А. Саркисян1, член-корреспондент НАН РА С. О. Саркисян1, 

Л. И. Маневич
2, С. А. Тиман2 

 

Модель ортотропной тонкой пластинки по моментной 
теории со стесненным вращением с приложениями к 

полимерным материалам 
 

(Представлено 6/IV 2017) 
 

Ключевые слова: модель, тонкая пластинка, моментная теория, по-
лимеры. 

 

Введение. Задача о количественной связи макроскопических механи-
ческих свойств твёрдых тел с параметрами их микроструктуры, является 
основной в структурной механике [1, 2]. Соответственно, одной из глав-
ных задач микроскопической теории является вывод феноменологической 
(континуальной) теории [1]. В работе [3] на основе молекулярной модели 
кристалла полиэтилена построена трехмерная континуальная модель этого 
кристалла. В работе [4] показано, что эта  модель соответствует момент-
ной (микрополярной, несимметричной) теории упругости со стеснённым 
вращением для ортотропного тела. В работах [5, 6] определены все упру-
гие постоянные континуальной моментной теории упругости кристалли-
ческого полиэтилена. 

В данной работе на основе континуальной моментной теории полиэ-
тилена построена математическая модель тонкой пластинки из такого ма-
териала. 

1. Постановка задачи. Основные уравнения феноменологической мо-
ментной теории упругости со стеснённым вращением, наиболее точно о-
писывающие упругие деформации кристалла полиэтилена, имеют вид [4]: 

Уравнения равновесия (движения) 
2

31 3111 21 1 11 21
23 322

1 2 3 1 2 3

0     ,         0,
V

x x x x x xt

σ µσ σ µ µρ σ σ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + = + + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ 
 

2
32 3212 22 2 12 22

31 132
1 2 3 1 2 3

2
13 23 33 3 13 23 33

12 212
1 2 3 1 2 3

0    ,         0,

0    ,         0.

V

x x x x x xt

V

x x x x x xt

σ µσ σ µ µρ σ σ

σ σ σ µ µ µρ σ σ

 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ 

(1) 

Հատոր 
Том 

Volume 
117 2017 № 2 
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Определяющие (физические) соотношения  

3121
11 11 22 33

1 2 3

3212
22 11 22 33

1 2 3

13 23
33 11 22 33

1 2 3

1
,

1
,

1
,

E E E

E E E

E E E

ννε σ σ σ

ννε σ σ σ

ν νε σ σ σ

= − −

= − + −

= − − +

13 31
13 31 13

13

23 32
23 32 23

23

12 21
12 21 12

12

,
2

,
2

,
2

c

c

c

σ σε ε

σ σε ε

σ σε ε

+
= =

+
= =

+
= =

                   

(2)

 
3311 22

11 22 33

21 21 12 12 12 21

31 31 13 13 13 31

32 32 23 23 23 32

,       ,     ,
2 2 2

,     ,
4 4 4 4

 ,     ,
4 4 4 4

,    .
4 4 4 4

µµ µχ χ χ
γ γ γ

γ ε γ ε γ ε γ εχ µ µ χ µ µ
γε γε γε γε

γ ε γ ε γ ε γ εχ µ µ χ µ µ
γε γε γε γε

γ ε γ ε γ ε γ εχ µ µ χ µ µ
γε γε γε γε

= = =

+ − + −= − = −

+ − + −= − = −

+ − + −= − = −

                  

(3)

  

Геометрические соотношения 
 

31 2
11 22 33

1 2 3

3 32 1 1 2
12 13 23

1 2 3 1 2 3

,        ,        ,

,        ,       ,

VV V

x x x

V VV V V V

x x x x x x

ε ε ε

ε ε ε

∂∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= + = + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                       

(4)

 
31 2 2 1

11 22 33 12 21
1 2 3 1 2

3 31 2
13 31 23 32

1 3 2 3

,     ,   ,    ,   ,

1
,     ,     ,    ,    ,

2

x x x x x

rotV
x x x x

ωω ω ω ωχ χ χ χ χ

ω ωω ωχ χ χ χ ω

∂∂ ∂ ∂ ∂
= = = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂

�

�

          (5) 

3 2
1

2 3

1
,

2

V V

x x
ω

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ 

31 2 1
2 3

3 1 1 2

1 1
,    .

2 2

VV V V

x x x x
ω ω

   ∂∂ ∂ ∂
= − = −   ∂ ∂ ∂ ∂                

(6) 

 
Здесь ( )1 2 3, ,V V V − компоненты вектора перемещения; ( )1 2 3, ,ω ω ω −  ком-

поненты вектора вращения; −εεεεεε 231312332211 ,,,,,  компоненты тензора 

деформации; 11 22 33 12, , , ,χ χ χ χ 21 13 23 31 32, , , ,χ χ χ χ χ −  компоненты тензора изги-
бов-кручений; 11 22 33 12 21 13, , , , , ,σ σ σ σ σ σ  31 23, ,σ σ 32σ −  компоненты тензора си-
ловых напряжений; 11 22 33 12, , , ,µ µ µ µ  21 13 31 23 32, , , ,µ µ µ µ µ −  компоненты тензо-
ра моментных напряжений; 1 2 3 21 12 31 13 23 32, , , , , , , , , ,E E E ν ν ν ν ν ν γ ε  или 11 11

11 22, ,c c  
11 22 22 33 13 23 12
33 22 33 33 13 23 12, , , , , , , ,c c c c c c c γ ε −  упругие коэффициенты ортотропного мате-
риала; ρ − плотность материала. 

Будем считать, что тело имеет форму пластинки толщиной 2 .h  Коор-
динатная плоскость 1 2x x  расположим в срединной плоскости пластинки. 
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Будем считать, что на лицевых плоскостях ( )3x h= ±  заданы значения 

напряжений 31 32 33 31 32, , , , ,σ σ σ µ µ  а на боковой поверхности, в общем случае, 
могут быть заданы: либо напряжения (силовые и моментные), либо пере-
мещения и повороты, либо смешанные условия. 

В случае динамической задачи будем считать заданными значения 
31 2

1 2 3, , , , ,
VV V

V V V
t t t

∂∂ ∂
∂ ∂ ∂  

при 0.t =  

Нашей целью является построение прикладной теории изгиба плас-
тинки, считая, что пластинка тонкая. Отметим, что в задаче изгиба плас-
тинки 3 1 2, ,V ω ω −  четные по 3x  функции, а 1 2 3, ,V V ω − нечетные по 3x  функ-
ции. 

Итак, рассмотрим задачу построения прикладной теории изгиба орто-
тропной пластинки по указанной трехмерной моментной теории упруго-
сти со стесненным вращением. 

2. Основные гипотезы. Перемещения и повороты; деформации, 
изгиб-кручения; силовые и моментные напряжения. Примем следую-
щие достаточно общие гипотезы  [7]: 

1) кинематическую гипотезу Тимошенко: в процессе деформации пер-
воначально прямолинейные и нормальные к срединной плоскости волокна 
свободно поворачиваются в пространстве как жесткое целое на некоторый 
угол, не изменяя при этом своей длины и не оставаясь перпендикулярны-
ми к деформированной срединной плоскости. 

Запишем принятую гипотезу математически: тангенциальные переме-
щения распределены по толщине пластинки по линейному закону, а нор-
мальное перемещение не зависит от поперечной координаты ,3x  т. е. 

( ) ( )1 3 1 2 3 1 2, , ,    1,2;      , , .iv x x x t i v w x x tψ= = =                          (7) 

В этом случае для углов вращения точек тела получим 

( ) ( )

( )

1 1 1 2 2 2 2 1 2 1
2 1

2 1
3 3 1 2

1 2

1 1
, , ,          , , ,

2 2

1
, , ,           ;

2

w w
x x t x x t

x x

x x x t
x x

ω ψ ω ψ

ψ ψω ι ι

   ∂ ∂= Ω = − = Ω = −   ∂ ∂   

 ∂ ∂
= = − ∂ ∂ 

     

(8)

 2) силовым напряжением 33σ   в обобщенном законе Гука для 11 22,ε ε  

можно пренебречь относительно силовых напряжений 11 22,σ σ ; 
3) в выражении для 13χ  (из (3)) перенебрегаем моментным напря-

жением 31µ  относительно 13µ ; 
4) предполагаем, что пластинка тонкостенная (т.е. примем следующее 

приближенное равенство: 
2

1 1,
h

a
+ ≈  где 2h − толщина пластинки, a− ли-

нейный наименьший размер пластинки в плане); 
5) для определения деформаций, изгибов-кручений, силовых и 

моментных напряжений, для силовых напряжений ( )3    1,2i iσ =  примем:  

( )
0

313 1 2, ,    (i 1,2).i x x tσ σ= =                                                    (9) 
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После определения указанных величин значения i3σ (i 1,2)=  оконча-

тельно определим, соответственно, как сумму значения (9) и результата 
интегрирования первого и второго из (1) уравнений равновесия (движе-
ния), для каждого из этих интегралов потребуется условие, чтобы усред-
ненная по толщине пластинки величина была равна нулю. 

Изучение изгиба микрополярной упругой ортотропной пластинки на 
основе принятых выше гипотез начнем с определения компонентов тензо-
ров деформаций и изгибов-кручений. 

Исходя из формул для перемещений (7) и поворотов (8), используя 
выражения (4) и (5) для компонентов тензоров деформаций и изгибов-кру-
чений, имеем: 

11 3 11 22 3 22 12 3 12 13 13 23 23 33

11 11 22 22 12 12 21 21 13 3 13 23 3 23

31 32

,     ,      ,    ,     ,     0,

,       ,     ,     ,    ,    ,    

0,    0,

x K x K x K

k k k k x l x l

ε ε ε ε ε ε
χ χ χ χ χ χ
χ χ

= = = = Γ = Γ =
= = = = = =
= =

(10)
 

где приняты следующие обозначения 
1 2 2 1

11 22 12 21 13 1 23 2
1 2 1 2 1 2

1 2 2 1
11 22 12 21 13 23 33

1 2 1 2 1 2

,   ,   ,    ,    ,

,     ,    ,   ,   ,   ,   .

w w
K K K K

x x x x x x

k k k k l l k
x x x x x x

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ι ι ι

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = = = + Γ = + Γ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂ ∂= = = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (11) 

Теперь перейдем к исследованию силовых и моментных напряжений 
в пластинке. 

При помощи формул (9), используя гипотезы 2), 4) и выражения обоб-
щенного закона Гука (2), (3), для силовых и моментных напряжений полу-
чим 

( ) ( )1 2
11 3 11 21 22 22 3 22 12 11

12 21 12 21

,   ,
1 1

E E
x K K x K Kσ ν σ ν

ν ν ν ν
= + = +

− −       
(12)

 
0 0

31 3212 21 12 3 12 13 13 13 23 23 232 ,        2 ,        2 ,G x K G Gσ σ σ σ σ σ+ = + = Γ + = Γ      (13) 

( ) ( )

( ) ( )
11 11 22 22 33 33 21 21 12

12 12 21 13 3 13 23 3 23

2 ,    2 ,  2 ,     ,

4 4
,     ,   ,

k k k k k

k k x l x l

µ γ µ γ µ γ µ γ ε γ ε
γε γεµ γ ε γ ε µ µ

γ ε γ ε

= = = = + + −

= + + − = =
+ +

       

(14)

 
2

13 23
33 3 2

1 2

,
w

x
x x t

σ σσ ρ
  ∂ ∂ ∂= − + −  ∂ ∂ ∂                                  

(15)

 

( )
1 1

2 220
11 213 1

3131 2
1 2

     1 2 ,
6 2

xh

x x t

ψσ σσ σ ρ
   ∂∂ ∂ = + − + − ↔ 
 ∂ ∂ ∂            

(16) 

( )
0

11 21
31 3 3 32 23

1 2

   1 2 ,x x
x x

µ µµ σ σ
 ∂ ∂  = − + + − ↔   ∂ ∂   

                   (17) 

Легко убедиться, что используя выражения для напряжений 

31 32 33 31 32, , , , ,σ σ σ µ µ  можем удовлетворять граничным условиям на плос-

костях 3x h= ±  (при изгибе): 
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( )
3 3

33 3 31 1

1 1
,   1 2 ,   

2 2x h x h
q qσ σ

=± =±
= ± = →

                          
(18) 

( )
3

31 1

1
   1 2 .

2x h
mµ

=±
= ± →                                               (19)

 
Для построения прикладной теории микрополярной пластинки введем  

интегральные по ее толщине усредненные характеристики: усилия, момен-
ты и гипермоменты: 

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

,    ,     ,     ,     

, ,  ,     1,2.

h h h h

i i i i ii ii ij ij

h h h h

h h h

ii ii ij ij i i

h h h

N dx N dx M x dx H x dx

L dx L dx x dx i

σ σ σ σ

µ µ µ

− − − −

− − −

= = = =

= = Λ = =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
      

(20) 

На основе формул для напряжений, удовлетворяя граничным услови-
ям (19), приходим к уравнениям равновесия (движения) прикладной тео-
рии моментной упругости со стесненным вращением для тонкой пластин-
ки: 

22
313 23 11 21 1

3 31 12 2
1 2 1 2

2
312 22 2 11 21

32 2 23 32 12
1 2 1 2

13 2312 22
31 13 2

1 2 1 2

2
2 ,   ,

3

2
,  ,

3

,   

N N M Hw
h q N h q h

x x x xt t

H M L L
N h q h N N m

x x x xt

L L
N N m

x x x x

ψρ ρ

ψρ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂+ = − + − = −  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − = − + + − = − ∂ ∂ ∂ ∂∂ 

 ∂Λ ∂Λ∂ ∂+ + − = − − +
∂ ∂ ∂ ∂ 21 12 3 .H H m h


+ − = 

 

(21)

 
Отметим, что уравнения равновесия (движения) можно получить так 

же, если к трехмерным уравнением равновесия (движения) (1), соответ-
ственно, применять интегральные операторы 

( ) 3

h

h

dx
−

⋅∫
 

или ( )3 3

h

h

x dx
−

⋅∫  

и понятия усредненных усилий, моментов и гипермоментов (20). 
Соотношения упругости прикладной моментной теории изгиба тон-

ких пластин со стесненным вращением получим на основе выражений за-
кона Гука (2), (3): 

     

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 3
1 2

11 11 21 22 22 22 12 11
12 21 12 21

3
12

12 21 12 13 31 13 13 23 32 23 23

11 11 22 22 21 21 12

12 12 21

2 2
,      ,

3 1 3 1

4
,      4 ,      4 ,

3

4 ,     4 ,    2 ,

2

E h E h
M K K M K K

G h
H H K N N G h N N G h

L hk L hk L h k k

L h k k

ν ν
ν ν ν ν

γ γ γ ε γ ε

γ ε γ ε

= + = +
− −

+ = + = Γ + = Γ

 = = = + + − 

= + + −

3 3

13 13 23 23

2 4 2 4
,      ,     .

3 3

h h
l l

γε γε
γ ε γ ε

 Λ = Λ = + +
  

(22)

 
Уравнения равновесия (движения) (21), соотношения упругости (22) и 

геометрические соотношения (11) определяют модель микрополярной уп-
ругой ортотропной тонкой пластинки со стесненным вращением. К этой 
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основной системе уравнений следует присоединить граничные условия и 
начальные условия (в случае динамики). 

3. Уравнение баланса энергии статики прикладной моментной те-
ории тонкой пластинки со стесненным вращением. На основе уравне-
ний равновесия (1) моментной теории трехмерной упругости со стеснен-
ным вращением известным способом можем получить уравнение баланса 
энергии в виде 

( ) ( )
( )

( )

]

( )
( )

11 11 12 21 12 13 31 13 22 22 23 32 23 33 33

11 11 21 21 31 31 12 12 22 22 32 32 13 13 23 23

11 1 12 2 13 3 12 2 13 3
1

21 1 22 2 23 3 21 1
2

1 1 1 1

2 2 2 2

1

2

V

V

dv

u u u
x

u u u
x

σ ε σ σ ε σ σ ε σ ε σ σ ε σ ε

µ χ µ χ µ χ µ χ µ χ µ χ µ χ µ χ

σ σ σ µ ω µ ω

σ σ σ µ ω

 + + + + + + + + +


+ + + + + + + + =

 ∂= + + + + +∂
∂+ + + +

∂

∫∫∫

∫∫∫

( )

( )

23 3

31 1 32 2 33 3 31 1 32 2
3

.u u u u dv
x

µ ω

σ σ σ µ µ ω

+ +

∂+ + + + +
∂

 

(23)
 

Используя здесь соотношения упругости (2), уравнение баланса энер-
гии представим в форме Лагранжа: 

( )
,

V

WdV A=∫∫∫                                                 (24) 

где 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

11 2 22 2 33 2 11 11 22 12 2
11 11 22 22 33 33 22 11 22 33 11 33 33 22 33 12 12

13 2 23 2 2 2 2 2
13 13 23 23 11 22 21 12 12 21

2 2 2 2
31 13 31 13 32 23

32 23

1
2 2 2

2

2 2

2

2

W C C C C C C C

C C

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε γ χ χ γ ε χ γ ε χ γ ε χ χ

γ ε χ γ ε χ γ ε χ χ γ ε χ γ ε χ

γ ε χ χ

= + + + + + + +

+ + + + + + + + + − +

+ + + + + − + + + + +

− 

        

(25) 

представляет собой плотность потенциальной энергии деформации для 
рассматриваемой моментной теории упругости, а −A работа внешних по-
верхностных силовых и моментных напряжений. 

Если в уравнение баланса энергии трехмерной теории (23) примем ги-
потезы параграфа два или, что то же самое, применим законы для пере-
мещений, поворотов, деформаций, изгибов-кручений, силовых и момент-
ных напряжений (7)-(17), а также понятия (20), можем получить уравнение 
баланса энергии прикладной моментной теории тонких пластин со 
стесненным вращением: 

      

( ) ( )
( )

( )

]
( )

( )

11 11 12 21 12 13 31 13 23 32 23

22 22 11 11 21 21 12 12 22 22 13 13 23 23 1 2

1 1 2 2 3 1 1 2 2 3 1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1
.

2 2

S

ęî í ň

S

M K H H K N N N N

M K L k L k L k L k l l dx dx

q h q h q w m m m h dx dx Aψ ψ ι

 + + + + Γ + + Γ +


+ + + + + + Λ + Λ =

= + + + Ω + Ω + +

∫∫

∫∫
      

(26)
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Используя соотношения упругости (22), уравнение баланса энергии 
микрополярной тонкой пластинки можем представить в форме Лагранжа: 

( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )

( )

33 3 3
1 21 2 122 2 21 2 12

11 22 11 22 12
12 21 12 21 12 21

2 2 2 2 2 2
13 13 23 23 11 22 21 12

3 3
2 2

12 21 13 23 1 2

22 2 21

2 3 1 3 1 3 1 3

2 2 4 4 2 2

2 4 2 4
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3 3

1

S

h E EE h E h G h
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h h
h k k l l dx dx
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γε γεγ ε
γ ε γ ε
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− − −
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
+ − + + =+ + 

=

∫∫
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( )
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1
.

2 2 ęî í ň

S

q h q h q w m m m h dx dx Aψ ψ ι+ + + Ω + Ω + +∫∫
 

(27) 

Здесь 

( ) ( )
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( ) ( )

33 3
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22 21
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γ γ γ ε
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 +
= + + +

− − −

+ + Γ + Γ + + + + +


+ + + − + + + +        

(28)

 
представляет собой плотность потенциальной энергии деформации, контA −  
работу контурных усилий. 

4. Статическая задача и задача о свободных колебаниях, прямо-
угольной пластинки. Рассмотрим прямоугольную пластинку, шарнирно 
опертую по контуру и загруженную распределенной нагрузкой интенсив-
ностью ( ), .q x y  Начало координат расположим в углу пластинки. Размер 

пластинки в направлении оси 1x равен a  в направлении оси 2x –b . 
Граничные условия шарнирного операния имеют вид 

11 12 1 2 130,     0,     0,     0,     0,    0iw M L ψ= = = Ω = = Λ = , при 1 0, ;x a=  

22 21 2 1 230,     0,     0,     0,     0,    0iw M L ψ= = = Ω = = Λ = , при 2 0, .x a=   (29) 
Решение системы уравнений (21), (22), (11) представим в виде двойных 
тригонометрических рядов 

( )

( )

( )

1 2
1 2

1 1

1 2
1 1 2 1

1 1

1 2
2 1 2 2

1 1

, sin sin ,

, cos sin ,

, sin cos ,

mn
m n

mn
m n

mn
m n

m x m x
w x x W

a b

m x m x
x x

a b

m x m x
x x

a b

π π

π πψ

π πψ

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

=

= Ψ

= Ψ

∑∑

∑∑

∑∑
                      

(30)

 где 1 2W , , -mn mn mnψ ψ коэффициенты рядов – неизвестные постоянные числа; 
−nm, целые положительные числа. Отметим, что решение в виде (30) 

автоматически удовлетворяет граничным условиям шарнирного опирания 
(28). В случае задачи о свободных колебаниях под суммой формул (30) не-
обходимо добавить еще множитель mnip te . 



 152 

Разложив приложенную нагрузку ( ), ,q x y  также в двойной ряд Фурье 

в прямоугольной области 1 20 ,     0 ,x a x b≤ ≤ ≤ ≤  получим 

( ) 1 2
1 2

1 1

, sin sin ,mn
m n

m x n x
q x x q

a b

π π∞ ∞

= =

=∑∑
                           

(31)
 

где 

( ) 1 2
1 2 1 2

0 0

4
, sin sin .

a b

mn

m x m x
q q x x dx dx

ab a b

π π
= ∫ ∫                       (32) 

 
Результаты численных вычислений таковы: данные задачи: 2 1h нм=  

(нанометр), 3
2

100 ;  q 0.5 10 .
кг

а b нм
м

= = = ×
 
Физические постоянные полиэти-

лена [5, 6]:  
11 22 33
11 22 3318.1  ,   17.3  ,   193  ,   C ГПа C ГПа C ГПа= = =

, 5  ,  4  ,  11 22
33

11
33

11
22 ГПаCГПаCГПаC === 12

12 8.63 ,C ГПа=
13 23
13 230.75 ,   2.18 ,C ГПа C ГПа= = 400 ,Нγ = 400Нε = . 

13 11
max max2.6346 10 1.0913 10W W− −= × = ×ìîì êëì, ì  

1 11 1 1 9 1
11 111.1008 10 , 2.7839 10p p− −= × = ×ìîì êëñåê ñåê  

Таким образом, учет моментности в статической задаче приведет к 
повышению жесткости пластинки, а для частот колебаний – к частотам, 
находящимся в терагерцовом диапазоне. 

Работа выполнена при финансовой поддержке ГКН МОН РА и 
РФФИ (РФ) в рамках совместных научных программ 15RF-063 и 15-53-
05093 соответственно. 
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мы, гибридное программирование. 

1. Введение. Численное моделирование нестационарных плазменных 
процессов основано на физико-математических моделях различной 
степени детальности. В настоящее время считается общепринятым, что 
хорошей исходной моделью плазмы является система уравнений, сос-
тоящая из кинетических уравнений Власова для функций распределения 
ионов и электронов и уравнений Максвелла с самосогласованными 
электромагнитными полями. Согласно кинетическим уравнениям функции 
распределения изменяются под действием электрического и магнитного 
полей, которые, в свою очередь, определяются из уравнений Максвелла 
через моменты функции распределения. Таким образом, исходная система 
уравнений является нелинейной, и для её решения необходимо исполь-
зование численных методов. Определению численного эксперимента в 
рамках этой модели наиболее полно удовлетворяет дискретное модели-
рование плазмы методом частиц в ячейке1 [1-3]. 

Общая схема метода такова. Плазма представляется набором до-
статочно большого числа модельных частиц, траектории которых 
являются характеристиками уравнения Власова. Движение частиц 
происходит в расчётной области, в соответствии с законами классической 
механики в самосогласованном электромагнитном поле, которое 
определяется из уравнений Максвелла с использованием зарядов и 
токов в качестве источников. Плотности этих зарядов и токов, в свою 
очередь, вычисляются по координатам и скоростям частиц с помощью 

                                                
1
 Метод, разработанный Харлоу [1], был назван Particle-in-Cell. На русский язык 
часто переводится как «метод частиц в ячейках» и для краткости именуется PIC, а 
основанные на нём программы принято называть PIC-кодами. 
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какой-либо процедуры интерполяции массы, заряда и скорости частиц на 
узлы пространственной сетки, покрывающей расчётную область. 

На данный момент существует ряд эффективных реализаций метода 
частиц в ячейках [4]. Во многих из них в качестве описания начальных 
данных используется файл, содержащий параметры задачи в виде списка 
пар «ключ – значение». В таком формате задаются размеры расчётной об-
ласти, начальная конфигурация электромагнитных полей, заряд и масса 
частиц, их распределение по координатам и скоростям, граничные усло-
вия, параметры алгоритма моделирования и диагностики. Фрагмент ти-
пичного файла входных данных выглядит следующим образом: 
nx = 100  ; размер сетки вдоль оси Х 
ny = 100  ; размер сетки вдоль оси Y 
nz = 150  ; размер сетки вдоль оси Z 
mf = D  ; конфигурация магнитного поля. 

; D - поле магнитного диполя,  
; U - однородное магнитное поле. 

m  = 20       ; момент диполя если mf = D, иначе - 
игнорируется. 

mx = 50        ; x-координата магнитного диполя, если 
mf = D, 

               ; x-компонента магнитного поля, если 
mf = U 
my = 50     ; y-координата магнитного диполя если 
mf = D, 
               ; y-компонента магнитного поля, если 
mf = U 
mz = 50     ; z-координата магнитного диполя, если 
mf = D, 
               ; z-компонента магнитного поля, если   

mf = U 
pq = 1.0       ; заряд иона в единицах заряда протона 
pm = 1.0     ; масса иона в единицах массы протона 
Np = 1.0e+16   ; количество ионов 

Форматы файлов входных данных для большинства программ моде-
лирования плазмы существенно сложнее приведённого выше примера. 
Они существенно отличаются друг от друга, и их описания представляют 
собой объёмные руководства. Основным недостатком такого описания за-
дачи является ограниченность возможных начальных конфигураций полей 
и распределения частиц. Если в программе не предусмотрено, например, 
задание тороидального магнитного поля, то без изменения исходного кода 
такую конфигурацию добавить невозможно. 

Коммерческие пакеты предоставляют определённую гибкость за счёт 
поддержки дополнительных синтаксических конструкций во входных 
файлах, однако это усложняет практическое использование программы. 

Мы рассмотрим альтернативный способ задания начальных и гранич-
ных условий, основанный на использовании интерпретатора скриптового 
языка. Суть метода состоит в разделении расчётной программы на компи-
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лируемый и интерпретируемый модули. В компилируемом модуле реали-
зуются наиболее требовательные к вычислительным ресурсам алгоритмы 
и структуры данных: массивы для хранения частиц и полей, алгоритм ре-
шения уравнения движения частицы, газодинамических уравнений и урав-
нений Максвелла. Это расчётный модуль. В интерпретируемом модуле на-
ходятся функции задания начальных и граничных условий, которые, как 
правило, не требуют значительных ресурсов. Интерпретируемый модуль, 
таким образом, играет роль конфигурационного скрипта. Расчётный мо-
дуль предоставляет скрипту доступ к алгоритмам и структурам данных че-
рез интерпретатор скриптового языка. Это позволяет задавать в скрипте 
произвольные начальные условия задачи, но его возможности этим не ог-
раничиваются. В конфигурационный скрипт легко добавить, например, 
управление вычислительным процессом. Подобные вычислительные сис-
темы, сочетающие в себе различные программные компоненты, называ-
ются гибридными. В следующем параграфе построение такой программы 
будет продемонстрировано на практическом примере. 

2. Взаимодействие программ на языках C++ и Python. Большин-
ство современных пакетов PIC-кодов реализовано на языке С++. Для науч-
ных вычислений широко используется также язык Python, для которого 
имеются бесплатно доступные интерпретаторы и обширная библиотека 
программ. В стандартный пакет Python входит также Python/C API [5] – 
множество подпрограмм на языке C для работы с интерпретатором языка 
Python, что позволяет использовать его в качестве интерпретатора конфи-
гурационного скрипта в C++ программах. Существует два механизма вза-
имодействия C++ и Python: расширение и встраивание. В первом случае из 
Python вызываются элементы C++ программы. Для этого реализуется мо-
дуль расширения для Python, в который экспортируются элементы C++ 
программы. Этот модуль можно импортировать в Python с помощью стан-
дартного оператора import. В пользовательской системе необходимо уста-
новить пакет Python и предусмотреть процедуру инсталляции модуля рас-
ширения. В случае встраивания в C++ программе создаётся интерпретатор 
Python, на выполнение которому передаётся скрипт. Интерпретатор явля-
ется частью С++ программы, и устанавливать Python на компьютере поль-
зователя не обязательно. 

Для вычислительных задач типа метода частиц в ячейке более эффек-
тивным является комбинирование этих механизмов. В этом случае расчёт-
ный модуль предварительно создаёт модуль расширения Python, затем с 
помощью интерпретатора выполняет скрипт, использующий этот модуль. 
После выполнения скрипта, когда все начальные и граничные условия за-
даны, расчётный модуль приступает к выполнению алгоритма моделиро-
вания. В процессе работы расчётный модуль может обращаться к 
отдельным функциям конфигурационного скрипта. Например, после каж-
дой итерации расчётный модуль может вызывать определённую функцию 
скрипта для инжекции частиц в расчётную область, вывода промежуточ-
ных данных, графиков и дополнительной диагностики, что существенно 
расширяет возможности программы. В зависимости от характера числен-
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ного эксперимента в конфигурационном скрипте могут быть реализованы 
процедуры мониторинга вычислительного процесса, фильтрации шумов, 
обработки ошибок. Тогда, скрипт будет играть роль драйвера вычисли-
тельного процесса. 

3. Реализация на языках С++ и Python. Продемонстрируем комби-
нирование встраивания интерпретатора языка Python и расширения на 
простом примере. Для связывания С++ и Python используем библиотеку 
Boost.Python [6], которая является обёрткой функций Python/C API, пред-
назначенных для создания модулей расширения, инициализации интер-
претатора и выполнения Python программ. В листинге 1 показаны основ-
ные этапы экспорта C++ структур в Python, что соответствует созданию 
модуля расширения Python, и выполнения скрипта. 

Макрос BOOST_PYTHON_MODULE создаёт модуль расширения 
Python, содержащий структуры Vector и Particle. Класс 
boost::python::class_ и, в частности, его функция-член def() 
обеспечивают экспорт этих типов данных с помощью Python/C API. 
В строке 22 экспортируется массив частиц, который будет доступен в 
скрипте как переменная parts. На этом завершается создание модуля 
расширения, который, в соответствии с соглашением имён в Python [7], мы 
назвали pic. Аналогичным образом необходимо экспортировать рас-
чётную сетку и другие объекты, настраиваемые для конкретной задачи. 

1. #include <boost/python.hpp> 
2. #include <vector> 
3. struct Vector { 
4.     double x; 
5.     double y; 
6.     double z; 
7. } 
8. struct Particle { 
9. Vector r; // particle position 
10. Vector v; // particle velocity 
11. double q; // particle charge 
12. double m; // particle mass 
13. }; 
14. typedef std::vector<Particle> Particles; 
15. Particles particles; 
16. namespace py = boost::python; 
17. BOOST_PYTHON_MODULE(pic) { 
18. py::class_<Vector>("Vector") 

.def_readwrite("x", &Vector::x) 

.def_readwrite("y", &Vector::y) 

.def_readwrite("z", &Vector::z), 
19. py::class_<Particle>("Particle") 

.def_readwrite("r", &Particle::r) 

.def_readwrite("v", &Particle::v) 

.def_readwrite("q", &Particle::q), 
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.def_readwrite("m", &Particle::m), 
20. py::class_<Particles>("Particles") 
21. .def(py::vector_indexing_suite<Particles>()); 
22. py::import("__main__") 
23. .attr("parts") = py::ptr(&particles); 
24. } 
25. int main() { 
26. PyImport_AppendInittab("pic", initpic); 
27. Py_Initialize(); 
28. py::object main_module = py::import("__main__"); 
29. py::dict 
30. main_namespace = py::extract<py::dict>( 
31. main_module.attr("__dict__")); 
32. py::exec_file("init_pic.py", main_namespace, 
33. main_namespace); 
34. std::cout << particles.size() 
35. << " particle(s) created initially." 
36. << std::endl; 
37. // На очередном шаге алгоритма моделирования 
38. // производится инжекция новых частиц. 
39. py::object 
40. inject_parts = main_namespace["inject_parts"]; 
41. size_t 
42. parts_num = py::extract<double>(inject_parts()); 
43. std::cout << parts_num 
44. << " particle(s) after injection." 
45.           << std::endl; 
46. } 

Листинг 1. В функции main производится встраивание интерпретато-
ра Python. Для этого модуль pic добавляется во множество 
импортируемых модулей, затем инициализируется интерпретатор Python и 
выполняется конфигурационный скрипт init_pic.py: 
1. from pic import * 
2. p = Particle() 
3. p.r.x = p.r.y = p.r.z = 0 
4. parts[:] = [p, p, p] 
5. def inject_parts(): 
6. p = Particle() 
7.     p.r.x = p.r.y = p.r.z = 1 
8.     for i in range(0, 3): 

i. parts.append(p) 
9.     return len(parts) 

 

Листинг 2. На этом шаге, в результате выполнения строк 1 – 4 кон-
фигурационного скрипта (листинг 2), массив частиц (parts) содержит три 
элемента. Это соответствует заданию начального распределения частиц по 
координатам и скоростям. Затем расчётная программа вызывает функцию 
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inject_parts() для модификации массива частиц, в данном случае – для до-
бавления новых частиц в область моделирования. 

Для обеспечения максимальной гибкости расчётная программа 
может вызывать функции конфигурационного скрипта перед выпол-
нением и после завершения этапов моделирования. Стандартный на-
бор вызываемых предопределённых функций может выглядеть так: 

on_iteration_begin()    -- перед очередной итерацией алгоритма 
on_iteration_end()    -- после очередной итерации алгоритма 
on_boundary_сondition()-- для применения граничных условий  
on_particles_moved()       -- после продвижения частиц на очередной 

шаг по времени 

В этих функциях удобно реализовать процедуры диагностики, сохра-
нения данных в файлах, инжекции новых частиц, обновления переменных 
электромагнитных полей. Существует богатый выбор модулей расшире-
ний Python, предназначенных для анализа и визуализации данных, кото-
рые могут быть использованы в конфигурационном скрипте для создания 
полноценного инструмента моделирования на базе расчётного модуля. 
Библиотека Boost.Python позволяет легко добавить поддержку Python в 
имеющиеся расчётные программы. Возможно создание унифицированного 
интерфейса с Python для различных программ моделирования, что упро-
стило бы их использование. 

4. Заключение. Преимуществом описанной гибридной технологии по 
сравнению с использованием традиционного файла входных данных явля-
ется возможность задания различных начальных и граничных условий, 
управления ходом численного эксперимента без внесения изменений в 
расчётный модуль. Выбор Python в качестве драйвера позволяет исполь-
зовать имеющиеся для него библиотеки интерактивной визуализации, ана-
лиза и обработки результатов моделирования. Подобная техника реализо-
вана в разработанной в ИРФЭ НАН РА программе OpenPIC [8], предназна-
ченной для исследования широкого класса нестационарных задач динами-
ки бесстолкновительной плазмы.Предложенный механизм может быть 
использован также в других системах программного обеспечения, 
требующих мониторинга потока управления. 

 
Исследование выполнено при финансовой поддержке Государствен-
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Построение гибридных программных систем 
PIC-моделирования 

 

Предложен способ разделения программы PIC-моделирования на компили-
руемый расчётный модуль и интерпретируемый конфигурационный скрипт, кото-
рый задаёт начальные и граничные условия, а также взаимодействует с расчётным 
модулем на определённых этапах численного эксперимента. Показано преимуще-
ство данного подхода по сравнению с использованием традиционного файла 
входных данных. Приведён пример реализации описанной технологии на языках 
C++ и Python. 

Դ. Ա. Օսիպյան, ՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամ Հ. Հ. Մաթևոսյան,  
Հ. Ս. Արոյան 

 

Հիբրիդային PIC-մոդելավորման ծրագրային 

համակարգերի կառուցում 

Ներկայացված է PIC-մոդելավորման ծրագրային համակարգերի տարրալուծման 

եղանակ` հաշվարկային մոդուլի և ինտերպրետացվող կոնֆիգուրացիոն սկրիպտի, 

որը նկարագրում է նախնական և սահմանային պայմանները։ Սկրիպտը նաև համա-

գործակցում է հաշվարկային մոդուլի հետ թվային էքսպերիմենտի որոշակի փուլե-

րում։ Ցույց է տրված առաջարկված մոտեցման առավելությունն ավանդական մուտ-

քագրման ֆայլի համեմատ: Բերված է C++ և Python լեզուների միջոցով նկարագրված 

տեխնոլոգիայի ծրագրային իրականացման օրինակ: 

 

D. A. Osipyan, corresponding member of NAS RA H. H. Matevosyan,  
H. S. Aroyan 

 
Building Hybrid PIC-Simulation Codes 

 
The decomposition method of PIC simulation codes into the compiled simulation 

module and the interpreted configuration script which sets initial and boundary 
conditions is presented. The script is also intended to interact with simulation module at 
certain stages of a numerical experiment. The benefit of this approach in comparison 
with the traditional input file usage is shown. The example of the described technique 
implementation in C ++ and Python is given. 
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При исследовании  воспламенения ацетальдегид-кислородных смесей, 

инициированных гетерогенным радикальным распадом пероксидного  сое-
динения [1], предварительно адсорбированного на внутренней поверхно-
сти реакционного сосуда, при нагревании была установлена зависимость 
температуры воспламенения от природы поверхности реактора и количе-
ства пероксидного соединения [2-5]. Эта зависимость носила ступенчатый 
характер, и два крайних случая  представлены на рис.1.  

 
 
Рис. 1. Зависимость температуры воспламенения (Тв) смесей CH3CHO + 0,75 O2 
от абсолютного количества (N) CH3CO3H в реакторах, обработанных KCl (1) и 
борной кислотой (2). 
 

В случае борной кислоты процесс воспламенения в определенных ус-
ловиях наблюдался даже при комнатной температуре. 
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В дальнейшем при изучении гетерогенного взаимодействия пероксид-
ных радикалов с метаном и ацетальдегидом при комнатной температуре 
было показано, что скорость процесса  на поверхности борной кислоты [6] 
намного превосходила таковую на поверхности, обработанной солями 
NaCl и KCl [7, 8], т.е. существует определенная корреляция между темпе-
ратурой воспламенения и скоростью гетерогенной радикальной реакции 
[6]. 

На поверхности борной кислоты было обнаружено размножение ра-
дикалов, приписанное протеканию цепной вырожденно-разветвленной ре-
акции на твердой поверхности в присутствии ацетальдегида или метана [7, 
9-12]. 

Обычно при температурах, указанных на рис.1, процессы окисления 
альдегида в реакторах, обработанных KCl, протекают с большей скоро-
стью, чем в реакторах, обработанных борной кислотой, из-за большей ско-
рости гетерогенного разветвления цепей на поверхности KCl [1].  

Ясно, что принципиальным в наблюдаемой картине (рис. 1) иниции-
рованного воспламенения CH3CHO+O2 смесей является не скорость ради-
кального распада пероксидного соединения, а скорость взаимодействия 
образовавшихся пероксидных радикалов с альдегидом на твердой поверх-
ности. Кроме того, важно также большее количество радикалов вследст-
вие их размножения, имеющего место на поверхности борной кислоты при 
подаче альдегида. 

Если из сравнения кривых зависимости температуры воспламенения 
смеси CH3CHO + O2 от количества пероксида при его нагревании в реак-
торах, обработанных  KCl и H3BO3, вследствие его гетерогенного ради-
кального распада четко следует гетерогенный характер воспламенения, то 
ясно, что основной причиной его являются не радикалы, перешедшие в 
объем. Известно [1], что в области низких температур (200o C) генерация 
радикалов в объeм больше в случае KCl. Кроме того скорость медленной 
реакции окисления альдегида больше в реакторе, обработанном KCl, по 
сравнению с реактором, обработанным борной кислотой, т.е. понижение 
температуры воспламенения должно было быть больше в реакторе, обра-
ботанном KCl. 

Принимая во внимание тот экспериментально установленный факт, 
что скорость реакции пероксидных радикалов с органическим соединени-
ем (углеводород, альдегид) на твердой поверхности H3BO3 [6] намного 
больше таковой на поверхности KCl [7], можно утверждать,что эта карти-
на воспламенения конкретно определяется скоростью гетерогенной реак-
ции пероксидных радикалов с альдегидом, т.е. очевидно, что генерация 
воспламенения происходит с поверхности. В случае H3BO3 размножение 
радикалов, образующихся при гетерогенном радикальном распаде органи-
ческого пероксида вследствие взаимодействия их с альдегидом, является 
причиной более мощного воздействия на процесс воспламенения при ком-
натной температуре. 

Кстати, этот вывод подтверждается и результатами опытов по ини-
циированной пероксидными радикалами медленной реакции окисления 
смеси CH3CHO+O2 при очень малых временах реакции, когда разветвле-
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нием можно пренебречь [3]. В случае KCl количество радикалов, иниции-
рующих реакцию, было больше, баланс по углероду соблюдался лучше, 
чем в случае H3BO3. Это расхождение результатов было приписано значи-
тельному вкладу гетерогенной реакции расходования альдегида в случае 
H3BO3. 

Таким образом, из сопоставления кинетических закономерностей оки-
сления и воспламенения ацетальдегид-кислородных смесей в зависимости 
от природы поверхности реактора можно сделать вывод, что суть гетеро-
генного характера инициирования процесса воспламенения CH3CHO+O2 
смесей заключается в поджиге смеси процессом, протекающим на поверх-
ности.  

 
Институт химической физики им. А. Б. Налбандяна НАН РА 

 

Академик И. А. Варданян 
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при исследовании воспламенения и окисления ацетальдегид-кислородных смесей 
в зависимости от природы поверхности реактора. Сделан вывод, что суть гетеро-
генного характера инициирования процесса воспламенения CH3CHO+O2 смесей 
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The experimental results obtained during the investigation of the ignition and oxi-
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nature of the initiation of the ignition process of CH3CHO + O2 mixtures consists in set 
on fire the mixture by a process going on the surface. 
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В последнее время значительный интерес вызывают свойства катали-

тически активных поверхностей, получаемых путем электроосаждения ча-
стиц металла в полимерных матрицах [1-3]. Особое место среди полимер-
ных матриц занимают полиазолы, способные образовывать комплексы с 
ионами металлов, а также с атомами поверхностных наночастиц, обеспе-
чивая их стабильность [4-5]. От размера наночастиц могут зависеть их се-
лективность и даже способность влиять на скорость реакции [6]. Основ-
ным механизмом стабилизации наноразмерных частиц (HРЧ) высокомоле-
кулярными соединениями является их адсорбция на поверхности наноча-
стиц и формирование защитного адсорбированного слоя, который препят-
ствует их агрегации [7]. Жесткость и прочность защитного полимерного 
слоя, его пространственная протяженность, а также взаимодействия поли-
мера с частицей являются основными характеристиками эффективности 
стабилизации НРЧ. 

В настоящей работе описана попытка формирования медьсодержащих 
нанокомпозитов и нанокомпозитных покрытий на чистом железе и стали 
методом контактного обмена металлов (см. также [8-10]). 

Необходимым условием получения эффективной редокс (Men+-
ROOR) системы инициирования полимеризации является использование 
металлической фазы элемента, способного обмениваться с ионами метал-
лов в растворе. В качестве полимерной матрицы для медьсодержащих на-
нокомпозитов использовали сополимер 1-винил-1,2,4-триазола (ВТ) и N-
винилпирролидона (ВП).  

Погружение чистой железной пластинки в раствор смеси мономеров 
соли активaтора (CuCl2·2HО2) и персульфата калия в течение 1-1.5 ч. при 
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20-25ºC приводит к образованию покрытия лилово-коричневого цвета. 
При контактном обмене металлов одновременно с выделением с тон-

кодисперсной металлической фазы формируются полимерные макромоле-
кулы, которые равномерно обволакивают частицы металла, образуя агре-
гаты металлполимеров, приводящие к получению прочно сцепленных с 
поверхностью материала подложки металлсодержащих нанокомпозитных 
покрытий (НП). В ИК спектрах НП появляются полосы, характерные для 
исходных сополимеров ВТ-ВП с максимумом и при 1510, 1436, 1396, 1279 
см

-1 относящиеся к колебаниям C=N, C–N и N-триазольного кольца, а так-
же полосы поглощения при 1626 и 1660 см-1, характерные для карбониль-
ной группы ВП (рис. 1).  

 
 

Рис. 1. ИК-спектры исходного сополимера (1) и полимерного нанокомпозита  
меди (2).  

 

На рентгеновских дифрактограммах НП дифференцируются аморф-
ное гало полимерной составляющей и интенсивные рефлексы наночастиц 
меди, идентифицированных путем сопоставления значений полученных 
межплоскостных расстояний и относительных интенсивностей с эталона-
ми (рис. 2). Средний размер металлических частиц, оцененный по форму-
ле Дебая – Шерера, составляет 40-65 нм.  

Полученные в работе данные свидетельствуют об образовании нано-
композита следующего строения:  
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Результаты сканирующей электронной микроскопии показывают, что 
сополимер ВТ-ВП имеет рыхлую, объёмную поверхностную структуру 
(рис. 3, а). Морфология поверхности полимерного нанокомпозита с нано-
частицами меди в значительной степени меняется: она имеет более разви-
тую пористую структуру, с множеством каналов, диаметр которых состав-
ляет от 5 до 20 мкм (рис. 3 б)  

 
Рис. 2. Рентгеновская дифрактограмма полимерных нанокомпозитов наночастица-
ми меди: 1 – 9,4%; 2 – 8,3%, 2θ - угол Брегга (град.), I – интенсивность (отн. ед.) 
 

Это может являться важной характеристикой для обеспечения тран-
спорта реагентов в случае использования полученных нанокомпозитов в 
качестве катализаторов различных химических реакций. 

Нанокомпозитные покрытия меди обладают электрической проводи-
мостью 1,2·10-9 – 2,1·10-5 см·см-1, превышающей на 3-6 порядков электро-
проводность исходного сополимера ВТ-ВП (2,3·10-12 см·см-1). 

Повышение электропроводности, по-видимому, обусловлено вкладом 
в общую электропроводность исследуемых образцов отдельных локаль-
ных туннельных токов, возникающих между электропроводящими наноча-
стицами металлической меди, близко расположенными в диэлектрической 
полимерной матрице.  

Исследование термических свойств полученных НП с наночастицами 
меди показывает, что в температурном интервале 280-320°С они менее 
термостабильны (на 30-40°С), чем исходный сополимер ВТ-ВП (рис. 4). 

В интервале температур 300-530°С происходит полное разложение 
полимерной составляющей нанокомпозитов с потерей массы ≈ 60 %. 
Характер термического разложения нанокомпозитов значительно отлича-
ется от деструкции исходного сополимера ВТ-ВП, термодеструкция кото-
рого заканчивается при 770 °С. Наблюдаемые изменения, вероятно, явля-
ются следствием каталитических свойств металлических наночастиц, ко-
торые проявляются в понижении энергии активации термодеструкции и 
окислении полимерной матрицы 
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Рис. 3 Электронные микрофотографии исходного сополимера ВТ-ВП (а) и поли-
мерного нанокомпозита с наночастицами меди (б) 

 

 
Рис. 4. Термогравиметрические кривые исходного сополимера ВТ-ВП (1) и 
полимерного нанокомпозита с наночастицами меди (2). ∆m – потеря массы %, Т – 
температура (ºC). 
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Экспериментальная часть. Элементный анализ выполняли на анали-
заторе FLASH EA 1112 Series. ИК-спектры полимеров снимали на спек-
трометрaх SpecordM-80 и BrukerVertex 70, используя мелкодисперсные 
порошки, запрессованные в таблетки с KBr. Содержание металла в компо-
зитах определяли методом элементного и атомно-абсорбционного анали-
зов на спектрометре PerkinElmer Analyst 200. Распределение наночастиц 
меди устанавливали на ПЭМ Leo 906 E (Германия). Термогравиметричес-
кий анализ выполняли на дериватографе фирмы МОМ (Венгрия), скорость 
повышения температуры 5 град·мин-1. Электрическую проводимость изме-
ряли с использованием стандартного тераомметра Е6-13А. 

Электронные микрофотографии получили на просвечивающем элек-
тронном микроскопе LEO 906 E («Zeiss», Германия) и сканирующем элек-
тронном микроскопе ТМ 3000 фирмы HITACHI. Рентгенофазовый анализ 
выполняли на порошковом дифрактометре 08 ADVANCE (Cu – изучения).  

1-Винил-1,2,4,-триазол получили и очищали по методике, описанной 
в [11], a ВП – по методике [12].  

Общая методика формирования металлополимерных покрытий 
методом контактного выделения металлов. Чисто железные или сталь-
ные пластинки размером 8*6*2, предварительно обезжиренные промыв-
кой в ацетоне, погружали в реакционную среду на 40-70 мин при комнат-
ной температуре (20-23°С). Концентрация ионов меди составляла 0,01 и 
0,02 моль/л соответственно, концентрация ВТ и ВП 0,05-0,1 моль/л, пер-
сульфат калия 0,04-0,2 масс%.  

После этого пластинку с образовавшимся покрытием вынимали и су-
шили сначала при комнатной температуре, затем в сушильном шкафу 10-
30 мин при 50-80°С до постоянной массы.  

 
1Национальный политехнический университет Армении 
2
Ереванский государственный медицинский университет им. М. Гераци 

 
С. А. Саргисян, К. С. Маргарян, А. С. Саркисян 

 

Синтез медьсодержащих нанокомпозитных полимерных покрытий  
на основе 1-винил-1,2,4-триазола и N-винилпирролидона 

 

Методом контактного обмена металлов синтезированы медьсодержащие на-
нокомпозитные покрытия на чистом железе и стали на основе 1-винил-1,2,4-три-
азола и N-винилпирролидона. Структура и состав медьсодержащих покрытий 
подтверждено методом ИК-спектроскопии, рентгенофазового анализа, электрон-
ной микроскопии, и элементным анализом.   
 

Ս. Հ. Սարգսյան, Կ. Ս. Մարգարյան, Ա. Ս. Սարգսյան 
 

 Պղինձ պարունակող նանոկոմպոզիտային պոլիմերային ծածկույթների 

սինթեզ 1-վինիլ-1,2,4-տրիազոլի և N-վինիլպիրոլիդոնի հիման վրա 
 

Մետաղների կոնտակտային փոխանակման մեթոդով սինթեզվել են պղինձ պա-

րունակող նանոկոմպոզիտային պոլիմերային ծածկույթներ մաքուր երկաթի և պող-
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պատի վրա: Ստացված թաղանթների կառուցվածքը և բաղադրությունը հաստատվել 

են սպեկտրասկոպիայի, ռենտգենաֆազային անալիզի, էլեկտրոնային միկրոսկոպի-

այի և էլեմենտ անալիզի մեթոդներով:   

 

S. H. Sargsyan, K. S. Margaryan, A. S. Sargsyan  

Synthesis of Copper Cantaining Nanocomposite Polymer Coating  
Based on 1-Vinil-1,2,4- Triazole and N-Vinylpyrrolidone 

 

Metal exchange by contact synthesized copper-containing nanocomposite coatings 
on pure iron and steel on the basis of 1-vinyl-1,2,4-triazole and N-vinylpyrrolidone. The 
structure and composition of the copper coating was confirmed by infrared 
spectroscopy, X-ray diffraction, electron microscopy, and elemental analysis. 
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Как известно, многие висцеральные органы характеризуются спонтан-

но генерируемыми электрическими разрядами, которые отмечаются в раз-
личных мышечных слоях [1, 2]. В верхнем мочевом тракте именно моче-
точники, являющиеся парными органами, обеспечивают проведение мочи 
к мочевому пузырю. Условия для продвижения мочи вдоль мочеточников 
создаются при возникновении спонтанной контрактуры, сопряженной с 
пейсмекерной электрической активностью. Пейсмекерный ритмогенез воз-
никает в проксимольной зоне почечной лоханки и впоследствии, коорди-
нируясь, распространяетcя вдоль мочеточника[2, 3]. 

Если к особенностям электрической спонтанной активности данного 
органа можно отнести строгую ритмичность[4, 5], то в мышечных слоях 
стенок мочевого пузыря регистрируются сопряженные со спайковой пейс-
мекерной активностью не распространяющиеся микроконтрактуры. При 
этом возможно также объединение отдельных потенциалов в группы в ви-
де вспышек активности, которые ассоциируются с последующей контрак-
турой [6–8]. Описанная спонтанная электрическая активность наблюдает-
ся также в изолированном мочевом пузыре, в его мышечных препаратах 
или даже единичных клетках [9, 10]. 

Реализация основной функции мочеточников заключается в проталки-
вании мочи из почечной лоханки до самого мочевого пузыря, где она ку-
мулируется достаточно долгий промежуток времени и в последующем 
опорожняется [8, 9].Таким образом, наблюдается тесная взаимосвязь меж-
ду функциональными активностями рассматриваемых органов. 

Мочевой пузырь наряду с мочеточниками в то же время тесно взаимо-
связан функциональной активностью и с уретрой. Данный орган, будучи 
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также миогенным и автономным по своей природе [11, 12], функцио-
нирует комбинированно с мочевым пузырем, контролируя его наполнение 
и опорожнение. Мочевой пузырь большую часть времени  функциональ-
ного цикла ведет себя как орган кумуляции мочи, при этом в различных 
областях мышечного слоя наблюдается аналогичный электрический базо-
вый ритм. В этом же временном интервале уретра контрактирует, препят-
ствуя утечке мочи и создавая тем самым условия для продолжительного 
мышечного тонуса [6, 13]. Фаза опорожнения мочевого пузыря, обеспечи-
ваемая синхронизацией пейсмекеров детрузор (мышечные слои) для фор-
мирования перистальтики органа, сопровождается кратковременной ре-
лаксацией мышц уретры [8, 14]. 

 Исходя из присущей каждому из мочевыводящих органов собствен-
ной фоновой электрической активности возможно также наличие взаимо-
связи таковой мочевого пузыря наряду с мочеточниками также и с ритмо-
генезом уретры для обеспечения интегративной деятельности всех моче-
выводящих органов. 

В связи с вышеизложенным в настоящей работе проведен сравнитель-
ный анализ изменений электрофизиологических характеристик базовой  
активности мочевого пузыря при его изоляции от влияния ритмогенеза 
приграничных органов. 

Работа выполнена в условиях in situ на крысах массой 250-300 г, нар-
котизированных внутрибрюшинно нембуталом (45-50 мг/кг). Денервация 
мочеточника, мочевого пузыря и уретры осуществлялась перерезкой коре-
шков чревного, тазового, срамного, а также подчревного нервов [15]. По-
скольку мочеточник является парным органом, то воздействие распростра-
няющейся волны спонтанной активности на автоматизм мочевого пузыря 
при нормальных условиях, естественно, будет наблюдаться на каждую из 
сторон органа. Исходя из этого решение поставленной перед нами задачи 
требует пошагового исследования электрофизиологических свойств орга-
нов нижнего мочевого тракта. В настоящей работе регистрация активно-
сти проводилась из всех ритмогенных отделов мочеточника, мочевого пу-
зыря и уретры, схематически представленных на рис. 1. 1-4. Спайковые 
разряды из околопочечной области мочеточника отводили биполярными 
электродами (расстояние между воспринимающими кончиками – 2 мм). 
Активность мочевого пузыря регистрировалась с внутренней поверхности 
проксимальной зоны органа. С этой целью предварительно проводился не-
большой надрез в дистальном отделе мочевого пузыря, через который вво-
дился электрод и осуществлялся отток мочи. Электрическая активность 
уретры также регистрировалась из ее проксимального отдела путем введе-
ния электрода через нижний сфинктер органа. Все эксперименты были ос-
трыми, и после завершения регистраций животные умерщвлялись введе-
нием дополнительного количества нембутала. 

Анализ электрофизиологических регистраций проводился путем оп-
ределения значений следующих параметров спонтанных потенциалов дей-
ствия: частота (F), амплитуда (A), средняя скорость нарастания пика (V), 
продолжительность нарастания пика (T/2) (продолжительность увеличе-
ния амплитуды потенциала действия до максимального значения), полови-
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на ширины (t) (время, за которое формируется верхняя часть пика начиная 
с уровня мембранной поляризации, соответствующей половине амплиту-
ды потенциала действия при фазе нарастания до этого же уровня потенци-
ала при фазе падения). Все отмеченные показатели определялись путем 
усреднения этих величин  в пределе каждого эксперимента и далее всех 
экспериментов данной серии. На рисунках как единичные потенциалы 
действия, так и их суперпозиции представляют собой типичные формы ус-
редненных потенциалов действия. Усреднение форм потенциалов дейст-
вия также проводилось как в пределах каждого эксперимента, так и по 
всем экспериментам. Звездочками отмечены результаты достоверных раз-
личий. 

Спонтанная электрическая активность регистрировалась на 4-каналь-
ном приборе, разработанном в Институте физиологии им. Л. Орбели НАН 
РА для оценки электрической активности гладкой мускулатуры [16]. От-
ношение сигнал-шум прибора осуществляет достоверную регистрацию от-
клонений сигналов с амплитудой до 10 мкВ. Полосовая фильтрация реги-
стрируемых сигналов находится в диапазоне 3-30 Гц. Значения определя-
емых показателей представлены в виде среднестатистических данных ± 
стандартный разброс. Статистический анализ характера зарегистрирован-
ных сигналов проводился с использованием пакета Origin 8.5. Оценка до-
стоверности изменения полученных данных осуществлялась согласно t-
критерию Стьюдента. 

 

 
Рис. 1. Схематическое изображение мочеточников с почками, мочевого пузыря и 
уретры. 1-4 – соответственно области регистрации активности из околопочечных 
отделов мочеточников, проксимальной зоны мочевого пузыря и проксимальной 
же области уретры; I-III – области перерезок мочеточников. 

 
Все эксперименты были проведены в соответствии с правилами Ере-

ванского государственного медицинского университета по этике в области 
ухода и использования лабораторных животных. Эксперименты, а также 
уход за животными выполнены в соответствии с «Правилами и нормами 
гуманного обращения с объектами исследования». 
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Регистрация электрической активности проводилась одновременно из 
четырех областей, представленных на схеме органов мочевого тракта (рис. 
1. 1-4). Из околопочечного локуса мочеточников регистрировались четко 
ритмичные потенциалы действия, активность же мочевого пузыря и урет-
ры в отличие от последних имела несколько иную картину ритмогенеза 
(рис. 2, А). В соответствии с рисунком потенциалы действия как мочевого 
пузыря, так и уретры были более низкоамплитудными, ритмичность менее 
выражена и, более того, активность уретры возникала на фоне невысоких 
осцилляций мембранного потенциала. Об этом свидетельствуют также 
представленные на рис. 2, Б развернутые формы потенциалов действия 
для всех исследуемых областей. 

 

 
 

Рис. 2. Спонтанная электрическая активность мочеточников, мочевого пузыря и 
уретры. А. 1, 2 – спонтанные потенциалы действия из области регистрации соот-
ветственно левого и правого мочеточников; 3 – мочевого пузыря; 4 – уретры. Б. 
Единичные развернутые формы потенциалов действия из соответствующих обла-
стей. n=18. 
 

Как видно из рис. 2, А. 1, 2, активности мочеточников, являющихся 
парными органами, характеризуются несколько отличными друг от друга 
значимостями показателей автоматизма. С целью более детального изуче-
ния данных различий нами проведен сравнительный анализ всех исследуе-
мых в работе параметров, присущих каждому из мочеточников потенциа-
лов действия  (рис. 3, А). Согласно приведенному рисунку, если такие по-
казатели активности, как амплитуда (A), скорость ее нарастания (V) и ча-
стота ритмогенеза (F) правого мочеточника, меньше таковых для потен-
циалов действия левого из этих органов соответственно на 17.9 мкВ, 37.3 
мкв/с, 4.38 колеб/с, то продолжительность ширины несколько продлевает-
ся (на 0.08 с). Продолжительность нарастания амиплитуды (T/2)  в этих ус-
ловиях изменяется незначительно (на 0.03 с). Таким образом, несмотря на 
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аналогичность функциональной деятельности и характера ритмогенеза 
каждого из этих парных органов, между показателями их активностей 
имеются определенные различия. 

 

 
Рис. 3. Величины показателей активности мочеточников в норме. А – Параметры 
активности левого мочеточника (первые столбики для каждого показателя), пра-
вого мочеточника (вторые столбики для каждого показателя).  Б – Ноложение 
друг на друга усредненных форм потенциалов действия мочеточников (левый мо-
четочник – сплошной контур, правый мочеточник – пунктирный контур). Конт-
роль соответствует значению соответствующего показателя активности левого 
мочеточника. n=16. 

 
Исходя из вышеизложенного основная функция мочеточников заклю-

чается в генезе перистальтически распространяющейся волны для прове-
дения мочи вдоль органа до самого мочевого пузыря, чем обеспечивается 
возможность реализации функциональной фазы данного органа – кумули-
ровать мочу до последующего опорожнения. Итак, несмотря на автоном-
ность возникновения электрической активности в каждом из этих органов 
нельзя исключить определенного влияния автоматизма мочеточников на 
активность мочевого пузыря. Наряду с мочеточниками, уретра также явля-
ется органом, характеризующимся настолько тесной взаимосвязью с моче-
вым пузырем, что они функционируют комбинированно. 

В следующей серии экспериментов изучалось влияние каждого из мо-
четочников и уретры на автономную спонтанную активность мочевого пу-
зыря. Воздействие активности мочеточников нами проводилось при после-
довательном отсоединении от мочевого пузыря в первую очередь более 
активного, левого, из них и лишь потом правого мочеточника (рис. 1. I, II). 
После столь резкого травмирования и нарушения целостности ткани, со-
путствующей перерезке, стабилизация активности устанавливалась через 
10-15 мин. Последующая одновременная регистрация активности из всех 
исследуемых областей проводилась через данный промежуток времени. 

Для наглядности все результаты представлены в процентном соотно-
шении к норме. Согласно анализу изменений показателей активности мо-
чевого пузыря при пересечении от него левого мочеточника в области его 
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соединения все пять исследуемых параметров активности остаются без из-
менений (рис. 4, А, левые столбики). Вместе с тем изоляция правого моче-
точника приводит к уменьшению  в пределах до 20% значений амплитуды, 
скорости ее нарастания и частоты ритмогенеза при небольших вариациях 
остальных показателей активности в пределах разброса (рис. 4, А, правые 
столбики). Таким образом, модуляция характеристик потенциалов дейст-
вия мочевого пузыря наблюдается после пересечения правого мочеточни-
ка. 

 

 
 
Рис. 4. Влияние последовательных перерезок мочеточников на активность моче-
вого пузыря. А – Процентное соотношение показателей активности мочевого пу-
зыря после перерезки левого мочеточника (рис.1. I) (первые столбики соответ-
ственно для каждого показателя) и последующей перерезки правого мочеточника 
(рис.1. II) (вторые столбики соответственно для каждого показателя). Штриховая 
линия соответствует показателям активности мочевого пузыря в норме. Б – Про-
центное соотношение показателей активности мочевого пузыря после перерезки 
уретры (рис.1. III). Штриховая линия соответствует показателям активности мо-
чевого пузыря после перерезки правого мочеточника. В – Наложение друг на дру-
га усредненных форм потенциалов действия в норме (сплошной контур), после 
перерезки I (штрихпунктирный контур), после перерезки II (точечный контур). 
Наложение друг на друга усредненных форм потенциалов действия после пе-
ререзки II (точечный контур), после перерезки III (пунктирный контур). *** 
Р<0.001,**Р<0.01, *Р<0.05. n=16. 
 

Последующее отсоединение от мочевого пузыря уретры (рис. 1. III) 
обеспечивало его полную изоляцию. Вместе с тем, согласно проведенному 
анализу показателей активности мочевого пузыря, при данной постановке 
эксперимента не были выявлены какие-либо изменения значений показа-
телей его активности (рис. 4, Б). Таким образом, спонтанная базовая ак-
тивность мочевого пузыря среди всех приграничных с ним органов моду-
лируется влиянием автоматизма лишь правого мочеточника. 
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Исходя из вышеизложенных результатов изоляция мочевого пузыря 
от левого мочеточника, характеризующегося более высокими значениями 
таких параметров, как амплитуда и скорость ее нарастания, в отличие от 
правого мочеточника не влияет на базовую активность мочевого пузыря. 
Вместе с тем последующее отсечение правого мочеточника приводит к 
уменьшению аналогичных показателей активности потенциалов действия 
мочевого пузыря. Возможно, правый мочеточник в связи с наличием более 
устойчивых показателей активности (перерезка органа не влияет на их 
значения) способен компенсировать отсутствие влияния левого  (актив-
ного) мочеточника. Уретра же, в отличие от мочеточников, являясь более 
пассивным и дистально расположенным по отношению к мочевому пузы-
рю органом, полностью сама зависит от сменяющих друг друга  его функ-
циональных фаз [6, 14], и поэтому отсоединение уретры от мочевого пузы-
ря не оказывает определенного влияния на его активность. 
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К. В. Казарян, Р. Г. Чибухчян, Э. Х. Мкртчян 

Взаимосвязь спонтанной активности мочевого пузыря 
и ритмогенеза приграничных к нему органов 

 

Проведены исследования параметров спонтанной электрической активности 
мочеточников и мочевого пузыря у крыс как в норме, так и при изоляции каждого 
из органов от влияния соседних. Показаны различия в показателях автоматизма 
мочеточников в норме: величина амплитуды, скорости ее нарастания и частоты 
генеза потенциалов действия левого мочеточника несколько выше таковых право-
го мочеточника. Выявлено также изменение этих же параметров ритмогенеза 
левого мочеточника в условиях его изоляции. Полная изоляция мочевого пузыря 
приводит к уменьшению характеристик его активности при последовательном 
отсоединении от него в первую очередь левого мочеточника, а затем правого. 
Таким образом, параметры потенциалов действия мочевого пузыря модулируются 
при отсечении от него второго, оставшегося, мочеточника. 

 

Ք. Վ Ղազարյան, Ռ. Գ. Չիբուխչյան, Հ. Խ. Մկրտչյան 

Միզապարկի ինքնաբուխ ակտիվության և նրան հարակից օրգանների 

ռիթմավարության միջև փոխադարձ կապը 
 

Ուսումնասիրվել են միզապարկի և միզածորանների ինքնաբուխ էլեկտրական 

ակտիվության պարամետրերը ինչպես նորմայում, այնպես էլ յուրաքանչյուր օրգանի` 

իր հարևան օրգանի ազդեցությունից մեկուսացման պայմաններում: Նորմայում միզա-

ծորանների ինքնավար ակտիվության ցուցանիշների միջև բացահայտվել են տարբե-

րություններ: Ամպլիտուդայի մեծությունը, նրա վերելքի արագությունները և ձախ մի-

զածորանի գործողության պոտենցիալների գենեզի հաճախականությունները որոշա-

կի չափով գերազանցում են աջ միզածորանի այդ նույն պարամետրերը: Այդ նույն 

պարամետրերի փոփոխությունները բացահայտվել են նաև ձախ միզածորանի մեկու-
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սացման պայմաններում: Միզապարկի ամբողջական մեկուսացումը, երբ հաջորդա-

բար նրանից առանձնացվում են առաջին հերթին ձախ միզածորանը, այնուհետև աջ 

միզածորանը և վերջում միզուկը,  բերում է նրա ակտիվության բնութագրերի նվազմա-

նը: Բացահայտվել է, որ միզապարկի գործողության պոտենցիալների պարամետրերը 

ձևավորվում են նրանից երկրորդ, մնացյալ միզածորանի մեկուսացումից հետո: 

 
 

K. V. Kazaryan, R. G. Chibukhchyan, H. KhMkrtchyan 
 

Interrelation between Spontaneous Activity of the Bladder and 
Rhythmogenesis of Organs Bordering with It 

 
Studies of the ureters and bladder spontaneous electrical activity parameters in rats 

were conducted both in norm and after isolation of each organ from the influence of the 
neighboring with them organs.  Differences in indices of the ureters automatism in norm 
were shown. The magnitude of the amplitude, rate of its increase and the frequency of 
genesis of action potentials of the left ureter are slightly higher than those of the right 
one. The change of these parameters of the left ureteral rhythmogenesis in conditions of 
its isolation was also revealed. Complete isolation of the bladder leads to a decrease in 
the characteristics of its activity, when it is consistently detached, first of all, from the 
left ureter then from the right one and then from the urethra.  Thus, the parameters of 
the bladders action potentials are modulating, when the second, remaining ureter is 
cutting off from the bladder. 
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