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К. А. Керян 
 

Теорема единственности для кратных рядов Чисельского 
 

(Представлено академиком Г. Г. Геворкяном 15/VI 2016) 
 

Ключевые слова: система Чисельского, единственность, мажоран-
та частных сумм. 

 
А. Б. Александровым получена теорема о восстановлении по своим 

граничным значениям при помощи A-интеграла для функций из 

( )( )1pH D p <  [1]. Далее Г. Г. Геворкян получил необходимое и достаточ-

ное условие для того, чтобы тригонометрический ряд являлся рядом Фу-
рье интегрируемой функции [2]. Для рядов Франклина в [3] им получена 
следующая  

Теорема А. Для того, чтобы ряд ( )
0 m mm
a f x

∞

=∑  был рядом Фурье − 

Франклина некоторой интегрируемой функции ( )f x , необходимо и доста-

точно, чтобы этот ряд почти всюду сходился к ( )f x  и 

( )
0

lim inf 0,1 : sup 0
N

N m m
m

x a f x
λ

λ µ λ
→∞

=

    ⋅ ∈ > =      
∑ . 

Г. Г. Геворкян в [4] получил формулы, выражающие коэффициенты 
ряда Франклина, п.в. сходящегося к функции ( )f x  через функцию ( )f x  

при помощи А-интеграла. В работах [5-8] получены также  теоремы 
восстановления при помощи А-интеграла для систем Хаара, Виленкина, 
для аддитивных функций интервала, а также параллелепипедов. 

В настоящей работе исследуется вопрос единственности кратных ря-
дов по системе Чисельского. Ортонормальная система Чисельского сос-
тоит из кусочно-полиномиальных функций и является базисом в 
пространстве непрерывных на [0,1] функций [9]. Важным частным 
случаем системы Чисельского является система Франклина, состоящая из 
кусочно-линейных функций.  

Г. Г. Геворкяном получена теорема единственности для кратных 
рядов по системе Франклина. Основной целью настоящей работы является 
обобщение указанной теоремы для кратных рядов по системе 
Чисельского. 

Հատոր 
Том 

Volume 
116 2016 № 4 
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Во-первых, дадим необходимые определения, далее приведем форму-
лировки и доказательства некоторых вспомогательных лемм. 

Пусть  2vn j= + ,  где 0,1 2vv j≥ ≤ ≤ . Обозначим через  

,

, 0 2 ,
2 1

, 2 .
2

v

n i

v

i
i v

s
i v

v i n

 ≤ ≤ +=  − ≤ ≤

äëÿ

äëÿ

 

Через 
n
S  обозначим пространство полиномиальных сплайнов порядка  

r  с узлами 
,
, 0, ,

n i
s i n= … , т.е. пространство  функций, являющихся поли-

номами степени меньше r  на каждом из отрезков 
, , 1
,

n i n i
s s

+
 
  

, для 0,i =  

, 1n −…  и с непрерывными производными порядка 2r −  на [0,1]. Ясно, 

что 
1

dim dim 1
n n
S S

−
= + , поэтому существует единственная с точностью 

до знака функция 
n n
f S∈ , которая ортогональна 

1n
S

−
, и 

2
1

n
f = . Далее, 

пусть , 2 1
n
f r n− + ≤ ≤ −  система ортогональных полиномов в 2 0,1L  

  
 
и 

степень 
n
f  равна 2n r+ − .  Система функций { } 2

n n
f r

∞
= − +  называется 

системой Чисельского порядка r .  
Пусть k  – некоторое натуральное число. Зафиксируем r . В тех слу-

чаях, где r  будет переменной, в индексах соответствующих функций r  не 
будет опущен.  

Рассмотрим кратные ряды Чисельского 

( )m mm
xk a f∈∑ ℕ

,                                             (1) 

где { }2, 1,
k

k r r= − + − +ℕ … , а ( )1 2
m , , ,

k
m m m= …  – вектор с целочислен-

ными координатами, ( )1 2
x , , , 0,1

k

k
x x x  = ∈   …  и   ( ) ( ) ( )

1
m 1
x

k
m m k

f f x f x= ⋅ ⋅… . 

Обозначим через )(xνσ  кубические частичные суммы ряда (1) с но-

мерами ,2ν т.е. 

( ) ( )m mm: 2
x xv

i
v m

a fσ
≤

=∑ ,                                       (2) 

где 
1 k

m ( ,..., ).m m= Положим  

( ) ( )* x sup x
v v

σ σ= .                                         (3) 

Введем следующие обозначения: 
2

v

j v

j
t = для j ∈ ℤ , ˆ v

j
N  – B-сплайны 

порядка r , соответствующие узлам ,...,v v
j j rt t + , 

0,1
ˆ 1v v

j j
N N  

  
= ⋅  для 1r− + ≤  

2 1vj≤ ≤ − , где 1
E

 – характеристическая функия множества E , а  

,
,r v v

v j j j r
t tδ

+
 ⊂   

  – носитель функции v

j
N .  
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Для натурального ν положим { }1, ,2 1
k

k v

v
r= − + −ℕ … . Для вектора 

( )1
j , , k

k v
j j= ∈… ℕ  обозначим  

1
j , ,

k

v r r

v j v j
δ δ∆ = × ×… , ( )

1
j

, ,
k

v v v

j j
t t t= …  

и 

( ) ( ) ( ) ( )
1

j j 1 1
t , ,

k

v v v v

k j j k
N N t t N t N t= =… … . 

Известно, что ( )2 1

1
1

v
v

jj r
N t

−

=− +
=∑ , когда 0,1t  ∈   

, следовательно  

( )j

j

t 1
k
v

vN
∈

=∑
ℕ

,   когда t 0,1
k ∈   
  и 

j j
supp v vN = ∆ . 

Нетрудно убедиться, что система функций ( ){ }j j k
v

vN t
∈ℕ

 образует базис в 

линейном пространстве  

( )m m m

m: 2

: x :
v

i
m

S a f a
ν

≤

    = ∈     
∑ ℝ . 

 
Поэтому верна следующая  

Лемма 1. Если 
v

G S⊂  и 0G ≠ , то существует j k

v
∈ ℕ   такое, что 

( ) ( ) ( )j j0,1
, : t t dt 0

k
G N G Nν ν

   

= ≠∫ . 

Имеем также 

( ) ( ) ( )
( )j

j j0,1
1

t dt t dt d
k v i

j
v
ji

k

j i i k
i

N N N t t
r

ν

ν ν ν

δ

µ

  ∆   =

∆
= = =∏∫ ∫ ∫ . 

Обозначив  

( )
( )

( ),

,

r v

v j j
r

v j

r
M t N t

µ δ
=  для  0,1t  ∈   

 и  ( )
( )

( )j j

j

t t
kr

M Nν ν

νµ δ
=   для t 0,1

k ∈   
,  

получим 

( ) ( )
1

, j0 0,1
d t dt 1k

r

v j
M t t M ν

 
  

= =∫ ∫ . 

Верна следующая лемма. 

Лемма 2. Для любых ( )0

0
j
tM

ν  и  0
ν ν>  существуют числа

j
α  такие, 

что 

( ) ( )0

0
j j j

j

t t
k
v

M M
ν να

∈

=∑
ℕ

, 

причем 

j j

j

1, 0
k
v

α α
∈

= ≥∑
ℕ

 и 
j
0α = , если 0

0
j j

νν∆ ⊄∆  

Доказательство. Заметим, что достаточно доказать лемму в случае  
1k = . Докaжем по индукции на r -ранг сплайнов. Случай 2r =  
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рассмотрен Г. Геворкяном. Допустим, что ( ) ( )
0 0

2 1

, ,1

r

j j jj r
M t M t

ν
ν

ν ν
α

−

=− +
=∑  и 

коэффициенты удовлетворяют следующим условиям:  
2 1

1

1, 0

v

j j
j r

α α
−

=− +

= ≥∑  и 0
j
α = , если 

0 0
, ,

r r

j jν ν
δ δ⊄ . 

Известно, что  

( )( ) ( )
( ) ( )( )1

, , , 1
1

,

r r r

j j j
r

j

d r
M t M t M t

dt
ν ν ν

ν
µ δ

+
++

= − .                        (4) 

Отсюда, используя предположение индукции и положив  

( )
0 0, ,

min : r r

v j v j
s j δ δ= ⊂ , ( )

0 0, ,
max : r r

v j v j
t j δ δ= ⊂ , получим 

( )( ) ( )
( ) ( )

00 0

, ,0 00 0

1

, , , 21
:

,

v v

r r
v j v j

r r r

v j j v j v jr
j

v j

d r
M t M t M t

dt
δ δ

α
µ δ

−

+

++
⊂

 = − =  ∑  

( )
( ) ( )( )

1
, j , j 1 ,0 00 0

j , j , j 1
1

: ,
, j

r r r
v v v j

r r

v v
r

j
v

r
M t M t

δ δ δ

β
µ δ +

+

++
⊂

= −∑ , 

 
где 

0

0
0

0
0

2 1

2 1

, 2

, 2

, 2 1.

v v

v v

v v

s j

v v

j j
j

v v

t
j

s j s

s j t

t j t

α α

β α α

α α

−

−

−

−

− +
−

− +

 + + ≤ < += + + + ≤ ≤ + + < ≤ + −

…

…

…

C!,

C!,

C!,

 

Заметим, что все коэффициенты 0
j
β ≥  ввиду индукционного предпо-

ложения. Следовательно, используя (4), получим, что для некоторых 
0

j
c ≥  имеет место 

( )( ) ( )( )
0 0

1 1
, ,0 0

1 1

, ,

: r r
v j v j

r r

v j j v j

j

d d
M t c M t

dt dt
δ δ+ +

+ +

⊂

= ∑ , 

откуда получим ( ) ( )1 1
0 0 , ,0 0

1 1

, ,: r r
v j v j

r r

v j j v jj
M t c M t C

δ δ+ +
+ +

⊂
= +∑ . Взяв 

0 0

1

, j

rt
υ
δ +∉ , из пос-

леднего равенства получим, что 0C = . Проинтегрировав по [0,1] и вос-

пользовавшись равенством ( )
1

,

0

1r

v j
M t dt =∫ , получим  1

jj
c =∑ . Лемма 

доказана. 
Лемма 3. Пусть g является полиномом степени не больше r  на 

,α β 
  

и ( )
,

: max g
t

l t
α β ∈  

= , тогда  

( )
2

, :
2 4

l
t g t

r

β α
µ α β
   −  ∈ > ≥      

. 
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Доказательство. Согласно неравенству Маркова ( )
22r

g t l
β α

′ ≤ ⋅
−

 для 

,t α β ∈   
. Следовательно, если ( )0g t l=  для некоторого 

0
,t α β ∈   

, то 

( ) ( )0 2

l
g t g t− ≤   для всех 

0 0 02 2
, ,

4 4
t t t

r r

β α β α
α β

 − −   ∈ − +      
∩ . Из последнего 

вытекает необходимая оценка. 
Лемма 4. Пусть функция G  определена на  

1 1
, ,

k k
α β α β   ∆ = × ×      … ,  

k ∈ ℕ  и G  является полиномом степени не больше r  по каждой перемен-

ной. Тогда если ( )max
t

L G t
∈∆

= , то 

( ) ( )
( )2

t : t
2 4
k k

L
G

r

µ
µ

∆   ∈ ∆ > ≥    
. 

Доказательство. Докажем методом индукции по k . Для  1k =  утвер-
ждение совпадает с леммой 3. Допустим, что утверждение верно для k , и 

докажем для 1k + . Пусть ( ) ( )0 0

0 1 1
t , ,

k
L G G t t

+
= = …  где 

0
t ∈ ∆ . Из леммы 

3 следует, что  

( ) 1 1

1 24

k k

k
A

r

β α
µ + +

+

−
≥ , гдe ( )0 0

1 1 1 1 1 1
, : , , ,

2k k k k k k

L
A t G t t tα β

+ + + + +

    = ∈ >     
… . 

. 
Из этого, применяя индукционное предположение для всякого 

1 1k k
t A
+ +
∈  , будем иметь  

( )1 1 1 1
t , , : t, t

2
k k k k

L
Gµ α β α β + +

      ∈ × × > ≥          
ɶ ɶ…  

( )
( )1

1 1 1

max t, t
t , , : t, t

2

t k

k k k k

G
Gµ α β α β

+

+

        ≥ ∈ × × > ≥            

ɶ
ɶ

ɶ ɶ…  

( )
( )

1 1

2

, ,

4

k k

k

r

µ α β α β   × ×      ≥
…

, 

следовательно  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
1 1

11 1
2 2

, ,
t : t

2 4 4

k k

kk k k

L
G A

r r

µ α β α β µ
µ µ

++ +

   × × ∆           ∈ ∆ > ≥ ⋅ ≥    

…
. 

Используя метод,  разработанный Г. Геворкяном, и предыдущие 
леммы, можно доказать следующие теоремы. 

Теорема 1. Если суммы (2) по мере сходятся к нулю и выполняется 
условие 
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( )*lim inf x 0,1 : x 0
k

λ
λ µ σ λ

→∞

    ⋅ ∈ > =      
, 

то все коэффициенты ряда (1) равны нулю. 
Теорема 2. Если ряд (1) является рядом Фурье – Чисельского некото-

рой функции 0,1
k

f L
   ∈     

 , то суммы (2) сходятся п.в. к f  и выполняется 

( )*lim x 0,1 : x 0
k

λ
λ µ σ λ

→∞

    ⋅ ∈ > =      
. 

Теорема 3. Ряд (1) является рядом Фурье – Чисельского некоторой 

функции 0,1
k

f L
   ∈     

 тогда и только тогда, когда выполняются следую-

щие условия: 
1. суммы ( )xvσ  по мере сходятся к ( )xf  , 

2. ( )*lim inf x 0,1 : x 0
k

λ
λ µ σ λ

→∞

    ⋅ ∈ > =      
. 
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К. А. Керян 
 

Теорема единственности для кратных рядов Чисельского 
 

Доказывается теорема единственности для кратных рядов по системе Чи-
сельского, сходящихся по мере, мажоранта кубических частичных сумм с 

номерами 2v которой удовлетворяет некоторому условию.  
 

Կ. Ա. Քեռյան 
 

Միակության թեորեմ Չիսելսկու բազմապատիկ  

շարքերի վերաբերյալ 
 

Ապացուցվում է Չիսելսկու պատիկ շարքերի համար միակության թեորեմ, որոնք 

զուգամիտում են ըստ չափի, և որոնց 2v  համարներով խորանարդային մասնակի 

գումարների մաժորանտը բավարարում է որոշակի պայմանի: 
 

K. A. Keryan 
 

Uniqueness Theorem for Multiple Ciesielski Series 
 

 The uniqueness theorem for multiple Ciesielski series  converging in measure 

with majorant of  the cubic  2v  partial sums satisfying some  condition is proved. 
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МАТЕМАТИКА 
УДК 517.550 

К. Л. Аветисян, А. И. Петросян 
 

О некоторых операторах типа Бергмана 
с нормальными весами в шаре из n

ℂ  
 

(Представлено академиком Н.У.Аракеляном 13/VII 2016) 
 

Ключевые слова: нормальная весовая функция, нормальная пара,  
пространства со смешанной нормой, операторы Бергмана. 

 
1. Введение и обозначения. В заметке рассмотрены введенные 

Шилдсом и Вильямсом операторы типа Бергмана, зависящие от нормаль-
ной пары весовых функций. Доказано, что существуют значения парамет-
ра β , при которых эти операторы ограничены на пространствах ( , , )L p q β  

со смешанной нормой в единичном шаре из nC . Пусть  

{ }1: ( , , ) :| | 1n nB B z z z C z= = = ∈ <⋯
n  – открытый единичный шар в nC  и 

:S B= ∂ – его граница, единичная сфера. Скалярное произведение в nC  обо-
значим через  1 1, : , , n

n nz w z w z w z w C〈 〉 = +…+ ∈ . Всюду далее будем пола-

гать , , 0 , 1, ,z r w B r Sζ ρη ρ ζ η= = ∈ ≤ < ∈ , | | ,r z z z= = 〈 〉 .      

Множество всех голоморфных функций в шаре B  обозначим через 
( )H B . Для функции ( ) ( )f z f rς= , заданной в шаре B , ее интегральные 

средние порядка p  на сфере | |z r=  обозначены, как обычно, через 

( ; )
( ; ) ( ) , 0 1, 0 ,pp L S d

M f r f r r pσ= ⋅ ≤ < < ≤ ∞‖ ‖  

где dσ − (2 1)n− -мерная поверхностная мера Лебега на сфере S , норми-
рованная так, что ( ) 1Sσ = . Класс функций ( )f H B∈  с «нормой»  

0 1
sup ( ; )p pH

r
f M f r

< <
=‖ ‖  есть обычное пространство Харди ( )pH B  в единич-

ном шаре B . Определим банахово пространство ( ),, ,L p q β  1 , ,p q≤ ≤ ∞  
,Rβ ∈  со смешанной нормой как пространство тех измеримых функций 

( ) ( )f z f rζ=  в шаре B , для которых конечна норма  

( )
( ) ( )

( ) ( )

1/1
1

0, ,

0 1

1 ; , 1
:

sup 1 ; ,

q

q q
p

L p q

r p

r M f r dr q
f

ess r M f r q

β

β
β

−

< <

 
 − ≤ < ∞  =  


− = ∞

∫  

Հատոր 
Том 
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116 2016 № 4 
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Подпространства ( , , )L p q β , состоящие из голоморфных функций, 
обозначим через ( , , ) : ( ) ( , , ), 0.H p q H B L p qβ β β= ∩ >  При p q= < ∞  прост-

ранства 1( , , ) p
pH p p Aββ −=  совпадают с весовыми классами Бергмана, а при 

q = ∞  их часто называют весовыми пространствами Харди. 
Пространства со смешанной нормой для голоморфных в единичном 

круге функций были введены Харди и Литтлвудом в [1, 2] и развиты в 
дальнейшем Флеттом [3] (см, также монографии [4, 5], посвященные  
весовым пространствам Бергмана ( , , )H p p β  в единичном круге. Много 
работ посвящено пространствам ( , , )L p q β  со смешанной нормой или их 
подпространствам, состоящим из голоморфных, плюригармонических или 
гармонических функций в круге, шаре из n

ℂ  или n
ℝ . Пространства 

( , , )H p q β  для голоморфных функций в единичном шаре nB ⊂ ℂ  и берг-
мановские операторы на них подробно исследованы, например, в работах 
[6-10], а для голоморфных и n -гармонических функций в полидиске из n

ℂ  
смотри, например, в [11]. Символы ( , , ),C Cαα β …  и т. п.  всюду будут обо-
значать положительные постоянные, различные в разных местах и завися-
щие только от указанных индексов , ,α β … . Через dV  обозначим лебегову 
меру на B , нормированную так, что ( ) 1V B = . В полярных координатах бу-

дем иметь ( )dV z =  2 12 ( )nnr drdσ ζ−= . 
Вместо стандартных степенных весовых функций Шилдс и Вильямс 

[12] впервые предложили использовать более общие нормальные весовые 
функции.  Фактически это те весовые функции, которые имеют степенные 
миноранты и мажоранты с положительными показателями. 

Определение 1 (нормальная весовая функция [12]). Положительная 
непрерывная функция ( ), 0 1r rϕ ≤ < , называется нормальной, если  найдут-
ся постоянные 0 a b< <  и 00 1r≤ <  такие, что 

( )
0

(1 )a
r

r

ϕ ↓
−

   и    ( )

(1 )b
r

r

ϕ ↑ +∞
−

    при   01 , 1.r r r−→ ≤ <          (1) 

Здесь и далее монотонность функций всегда подразумевается в широком, 
нестрогом смысле. Индексы a  и b  для нормальной функции ( )rϕ  опре-
деляются неоднозначно. Типичными примерами нормальных функций  яв-
ляются функции вида 

, ( ) (1 ) log , 0, ,
1

d
c

c d
e

r r c d R
r

ϕ  = − > ∈ − 
 

причем при 0c =  функция  0, log
1

d

d
e

r
ϕ  =  − 

 уже не будет нормальной. 

Определение 2 (нормальная  пара функций [12]). Скажем, что пара 
функций { },ϕ ψ составляет нормальную пару, если  функция ϕ  нормальна  

и существует число α  (индекс пары), 1bα > − , такое, что 
2( ) ( ) (1 ) , 0 1.r r r rαϕ ψ = − ≤ <                                 (2) 
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Ввиду условия 1a b> −  вторая функция ψ  будет интегрируемой на 

интервале ( )0,1 . Как показано в [12], для нормальной функции ϕ  всегда 

найдется ее нормальная пара, а при более строгом условии bα >  функция 
ψ  сама также будет нормальной с индексами bα −  и aα − . Расширим 
область определения таких радиальных весовых функций до шара B , 
положив ( ) : (| |) ( ), ( ) : (| |) ( )z z r z z rϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ= = = = . 

Посредством нормальных весовых функций Шилдс и Вильямс [12] в 
единичном круге 1D B/ =  предложили обобщения операторов Бергмана, ко-

торые для шара B  определены в работах А.И. Петросяна [13, 14] в виде 

( ), 1

( ) ( )
( )( ) : ( ) ( ), ,

1 ,
n

B

z w
P f z f w dV w z B

z w
ϕ ψ α

ϕ ψ
+ += ∈

−∫                 (3) 

                                                                         (4)   

, 1

( ) ( )
( )( ) : ( ) ( ), ,

(1 , )n
B

z w
Q f z f w dV w z B

z w
ϕ ψ α

ψ ϕ
+ += ∈

− 〈 〉∫                    (5) 

, 1

( ) ( )
( )( ) : ( ) ( ), .

|1 , |n
B

z w
Q f z f w dV w z B

z w
ϕ ψ α

ψ ϕ
+ += ∈

− 〈 〉∫ɶ                 (6) 

Операторы (3), (4) в предельном случае 21, ( ) (1 ,)r r αϕ ψ≡ = −  а также 

операторы (5), (6)  в частном случае 2( ) (1 ) , 1r r αϕ ψ= − ≡  сводятся к клас-

сическим проекторам Бергмана Pα  (см. [4-10]), 
2

, 1

(1 | | )
( )( ) : ( ) ( ), , 1,

(1 , )
n n

B

w
P f z f w dV w z B

z w

α

α α αγ α+ +
−= ∈ > −

− 〈 〉∫          (7) 

где ,
( 1)

:
( 1) ( 1)n

n

nα
αγ

α
Γ + +=

Γ + Γ +
. В случае 2 2( ) (1 ) , ( ) (1 ) ,r r r rλ γϕ ψ λ γ α= − = − + = ,  

операторы типа Бергмана (3)-(6) также хорошо известны (см. [7-11]). Для  
проекторов Pα  в шаре B  имеет место представление 

( ) ( )( ), , 1,f z P f z z Bα α= ∈ > −                             (8) 
которое справедливо для всех голоморфных функций f  класса 

( ) 11,1, 1H Aαα + =   или класса ( ), , ,1 , ,0 1H p q p qδ δ α≤ ≤ ∞ < < + .  

Мы доказываем, что существуют значения параметра β , при которых 
общие операторы (3)-(6) ограничены на пространствах ( , , )L p q β  со 

смешанной нормой в шаре B . Основным результатом настоящей заметки 
является следующая теорема типа Форелли – Рудина. 

Теорема 1. Пусть 1 , ,p q Rβ≤ ≤ ∞ ∈ , { , }ϕ ψ , – нормальная пара 

функций с индексами a  и (0 )b a b< <  и с индексом пары 1bα > −   в смысле  
определений 1, 2. 

(i) Если 1a bβ α− < < + − , то операторы ,Pϕ ψ  и ,Pϕ ψ
ɶ  ограниченно дей-

ствуют из пространства ( , , )L p q β  в себя, т.е. 
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, : ( , , ) ( , , )P L p q L p qϕ ψ β β→ ,                                    (9) 

, : ( , , ) ( , , )P L p q L p qϕ ψ β β→ɶ .                                  (10) 

(ii) Если 1b aα β− < < + , то операторы ,Qϕ ψ  и ,Qϕ ψ
ɶ  ограниченно дей-

ствуют из пространства ( , , )L p q β  в себя, т. е. 

, : ( , , ) ( , , ),L p q LQ p qϕ ψ β β→                                   (11) 

, : ( , , ) ( , , ).L p q L qQ pϕ ψ β β→ɶ                                   (12) 

Замечание 1. В частном случае, когда , 0p q β= = ∞ = , т. е. для класса  

( , ,0) ( )L L B∞∞ ∞ =  существенно ограниченных функций в шаре, соотноше-
ния (9) и (10) доказаны в [13]. В случае 1 1/p q β≤ = = < ∞ , т. е. для невесо-
вого пространства ( , ,1/ )L p p p , соотношения (11) и (12) доказаны в [13, 
14], но другим методом с использованием так называемого теста Шура [4-
7], который не подходит в нашем случае. Более частные случаи операто-
ров Бергмана со степенными весами изучены в [5-11]. 

Замечание 2. Фактически в теореме 1 мы обобщаем результат из [13, 
14] в трех направлениях: во-первых, предполагаем все значения 
1 p≤ ≤ ∞ , во-вторых, рассматриваем весовые пространства, в-третьих, 
рассматриваем гораздо более общие пространства ( , , )L p q β  со смешанной 
нормой. 

2. Неравенства Харди и другие интегральные неравенства. В этом 
разделе приведем те леммы, которые необходимы для доказательства ос-
новной теоремы 1. 

Широко известны классические неравенства Харди (см., например, [3, 
15]), 

1 1

1 1

0 0 0

( ) ( , ) ( ) ,

px

p px h t dt dx C p x h x dxβ ββ− − − −
 
  ≤
  
 

∫ ∫ ∫                    (13) 

1 1

1 1

0 0 0

(1 ) ( ) ( , ) (1 ) ( ) ,

pr

p pr h t dt dx C p r h x dxβ ββ− + −
 
 − ≤ −
  
 

∫ ∫ ∫               (14) 

1 1 1

1 1

0 0

(1 ) ( ) ( , ) (1 ) ( ) ,

p

p p

r

r h t dt dx C p r h x dxβ ββ− − − −
 
 − ≤ −
  
 

∫ ∫ ∫             (15) 

 где 1 , 0, ( ) 0.p h rβ≤ < ∞ > ≥    
Отметим, что неравенство (15) выводится из (13) линейной заменой  

переменных интегрирования. Для последующих доказательств нам пона-
добятся также обобщения неравенств (14) и (15). 

Лемма 1. Пусть 1 , ( ) 0p h r≤ < ∞ ≥ .  Для положительной непрерывной 
функции ( ), 0 1r rϕ ≤ < , найдутся постоянные   , , 0a R paγ γ∈ + > ,  и  

00 1r≤ <   такие, что ( )

(1 )a
r

r

ϕ ↓
−

   при  0 1.r r≤ <  Тогда 
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1 1

1 1
0

0 0 0
(1 ) ( ) ( ) ( , , , ) (1 ) ( ) ( ) .

pr
p p p pr r h t dt dr C p a r r r h r drγ γϕ γ ϕ− + − 

− ≤ −  
 ∫ ∫ ∫     (16) 

Замечание 3. Схожее с неравенством (16) другое неравенство типа 
Харди с участием нормальных весовых функций можно найти в [10]. 

Нам понадобится также другая разновидность неравенства (16). 
Лемма 2. Пусть 1 , ( ) 0p h r≤ < ∞ ≥ . Для положительной непрерывной 

функции ( ), 0 1r rϕ ≤ < , найдутся постоянные , , 0b R pbγ γ∈ + < , и  

00 1r≤ <  такие, что  
( )

(1 )b
r

r

ϕ ↑
−

 при 0 1.r r≤ <  Тогда 

   
1 1 1

1 1
0

0 0
(1 ) ( ) ( ) ( , , , ) (1 ) ( ) ( ) .

p

p p p p

r
r r h t dt dr C p b r r r h r drγ γϕ γ ϕ− + − 

− ≤ −  
 ∫ ∫ ∫  

Следующая лемма является вариантом схожих оценок из [9, 12-14]. 
Лемма 3. Пусть { , }ϕ ψ – нормальная пара функций с индексами a  и b   

(0 )a b< <  и с индексом пары 1bα > −  в смысле определений 1-2. Если   

1a bβ α− < < + − , то 
1

01
0

( ) ( )
( , , , , ) , 0 1.

(1 ) (1 ) (1 )

r
d C a b r r

r rα β α β
ψ ρ ψρ α β

ρ ρ+ +≤ ≤ <
− − −∫  

Нижеследующие леммы аналогичны леммам 1-3. 
Лемма 4. Пусть 1 , ( ) 0p h r≤ < ∞ ≥ . Для положительной непрерывной 

функции ( ), 0 1r rϕ ≤ < , найдутся постоянные , , 0b R pbγ γ∈ − > , и  

00 1r≤ <  такие, что 
( )

(1 )b
r

r

ϕ ↑
−

 при 00 1r≤ < . Тогда          

1 11 1

0

0 0 0

(1 ) (1 )
( ) ( , , , ) ( ) .

( ) ( )

pr p
p

p p

r r
h t dt dr C p b r h r dr

r r

γ γ
γ

ϕ ϕ

− + − − −  ≤
 
 

∫ ∫ ∫  

Лемма 5. Пусть 1 , ( ) 0p h r≤ < ∞ ≥ . Для положительной непрерывной 

функции ( ), 0 1r rϕ ≤ < , найдутся постоянные , , 0a R paγ γ∈ − < , и 

00 1r≤ <  такие, что 
( )

(1 )a
r

r

ϕ ↓
−

 при 0 1.r r≤ <  Тогда        

1 1 11 1

0
0 0

(1 ) (1 )
( ) ( , , , ) ( ) .

( ) ( )

p
p

p
p p

r

r r
h t dt dr C p a r h r dr

r r

γ γ
γ

ϕ ϕ

− + − − −  ≤
 
 ∫ ∫ ∫  

Лемма 6. Пусть ϕ а нормальная функция с индексами a  и b   

(0 )a b< <  и с индексом пары 1bα > −  в смысле определений 1-2. Если 

1b aα β− < < + , то 
1

01
0

( ) ( )
( , , , , ) , 0 1.

(1 ) (1 ) (1 )

r
d C a b r r

r rα β α β
ϕ ρ ϕρ α β

ρ ρ+ +≤ ≤ <
− − −∫  
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3. Ограниченность операторов типа Бергмана на пространствах  
со смешанной нормой. Оценки операторов (3)-(6) начинаем с оценок их 
интегральных средних. 

Лемма 7. Пусть 1 , 1,p α≤ ≤ ∞ > −  { , }ϕ ψ  – пара положительных весо-
вых функций. Тогда имеют место оценки 

1

, 1
0

( )
( ); ) ( , , ) ( ) ( ; ) , 0 1,

)
 (

(1
p pM P f r C p n r M f d r

r
ϕ ψ α

ψ ρα ϕ ρ ρ
ρ +≤ ≤ <

−∫ɶ  

1

, 1
0

( )
( ); ) ( , , ) ( ) ( ; ) , 0 1.

)
(

(1
p pM Q f r C p n r M f d r

r
ϕ ψ α

ϕ ρα ψ ρ ρ
ρ +≤ ≤ <

−∫ɶ  

После того как доказана ограниченность операторов  (3)-(6), оказыва-
ется, что ,Pϕ ψ  и ,Qϕ ψ  не только ограниченные операторы, действующие в 

( , , )L p q β ,  но и ограниченные проекторы. 
Определим новые, более общие пространства со смешанной нормой: 
 

{ }1, 1
, , , 0

( ) : ( ) : : (1 ) ( ) ( ; ) ,p q q q q q
pp qH f H B f r r M f r drβ

β β ϕϕ ϕ−= ∈ = − < +∞∫‖ ‖  
 

где 1 , , ,p q Rβ ϕ≤ ≤ ∞ ∈  – некоторая (нормальная) весовая функция. В слу-
чае q = ∞  вместо интегральной нормы, как обычно, подразумеваем равно-
мерную норму  

, , ,
0 1

: sup (1 ) ( ) ( ; ),p p
r

f r r M f rβ
β ϕ ϕ∞

< <
= −‖ ‖   1 ,p≤ ≤ ∞  , .q Rβ= ∞ ∈  

Ясно, что при 1ϕ ≡  имеем , (1) ( , , )p qH H p qβ β= .     

Введем оператор умножения функции ϕ  на функции класса , ( )p qHβ ϕ   

и обозначим полученный в результате этого класс,  
, , ,( ) : , ( ), ( ) ( ).p q p q p qg g g H H Hϕ ϕβ β βϕ ϕ ϕ ϕ ϕΠ = ∈ Π = ⋅    

Легко видеть, что , ( ) ( , , ).p qH L p qϕ β ϕ βΠ ⊂   

Действительно, по определениям данных классов имеем 
, ,( ) , ( ) ( , , ), ( ).p q p qf H f g g H f g L p q g H Bϕ β βϕ ϕ ϕ ϕ β⇔ ⇔∈ Π = ∈ = ∈ ∈  

Теорема 2. Пусть 1 , ,p q Rβ≤ ≤ ∞ ∈ , { , }ϕ ψ – нормальная пара функций  

с индексами a  и b  (0 )a b< <  и с индексом пары 1bα > −  в смысле  
определений 1-2. 

(i) Если 1a bβ α− < < + − , то оператор ,Pϕ ψ  ограниченно проектирует  

пространство ( , , )L p q β  на , ( )p qHϕ β ϕΠ ,  
 

onto ,
, : ( , , ) ( ).p qP L p q Hϕ ψ ϕ ββ ϕ→Π  

 

(ii) Если 1b aα β− < < + , то оператор ,Qϕ ψ  ограниченно проектирует 

пространство ( , , )L p q β  на , ( )p qHψ β ψΠ ,  onto ,
, : ( , , ) ( ).p qQ L p q Hϕ ψ ψ ββ ψ→Π    
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К. Л. Аветисян, А. И. Петросян 
 

О некоторых операторах типа Бергмана с нормальными  
весами в шаре из n

ℂ  
 

Рассмотрены введенные Шилдсом и Вильямсом операторы типа Бергмана, 
зависящие от нормальной пары весовых функций. Доказано, что существуют  
значения параметра β , при которых эти операторы ограничены на пространствах 

( , , )L p q β  со смешанной нормой в единичном шаре из nC . Более того, эти опера-

торы также являются ограниченными проекторами, при этом найдены образы 
( , , )L p q β  при проекциях. 

 
Կ. Լ. Ավետիսյան,  Ա. Ի. Պետրոսյան 

 

Նորմալ կշիռներով n
ℂ -ի գնդում Բերգմանի տեսքի  որոշ   

օպերատորների մասին   

 
Դիտարկված են Շիլդսի և Վիլյամսի կողմից ներմուծված Բերգմանի տեսքի  

օպերատորներ, որոնք կախված են նորմալ կշռային ֆունկցիաների զույգից: 

Ապացուցված է, որ գոյություն ունեն β  պարամետրի արժեքներ, որոնց համար այդ 

օպերատորները սահմանափակ են խառը նորմով ( , , )L p q β  տարածությունների վրա 

nC -ի միավոր գնդում: Ավելին, այդ օպերատորները նաև սահմանափակ 

պրոյեկտորներ են, ընդ որում գտված են ( , , )L p q β  դասերի պատկերները  

պրոյեկցիաների  դեպքում: 

 

K. L. Avetisyan, A. I. Petrosyan 
 

On Some Bergman Type Operators  with Normal Weights  
Over the Ball in  n

ℂ  
 

nC -generalizations of Bergman type operators introduced by Shields and 
Williams depending on a normal pair of weight functions are studied. We find the 
values of parameter β  for which these operators are bounded on mixed norm spaces 

( , , )L p q β  over the unit ball in nC . Moreover, these operators are also bounded 

projectors, and the images of ( , , )L p q β  under the projections are found. 
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МАТЕМАТИКА 

 
 

УДК 517.984.46 
 

П. Э. Мелик-Адамян 
  

Об операторе  приведения Калкина для  обратимых  
симметрических  операторов 

 
(Представлено академиком Н. У. Аракеляном 28/VII 2016) 

 
Ключевые слова: симметрический оператор, точка регулярного 

типа, оператор приведения Калкина, самосопряженное расширение, 
граничные операторы Вишика. 

 
В гильбертовом пространстве  H  со  скалярным произведением 〈⋅ , ⋅〉 

рассматривается  простой замкнутый симметрический оператор T с 
областью определения D(T), плотной в H, так что определен и 

сопряженный оператор T*  с  областью  D(T*) ⊃ D(T).  
Через  [H]  обозначается пространство линейных ограниченных 

операторов,  действующих в  H, а ядро, образ и резольвентное множество 

оператора –  через K (·), R (·) и  ρ(·) соответственно. 
В работе предполагается, что для оператора Т существует огра-

ниченный обратный  Т-1 , так что   R(Т)  является подпространством и  
D(Т-1) = R(Т),  R(Т-1) = D(Т), Т-1 < ∞.  Тогда справедливо ортого-
нальное разложение 

H = R (Т) ⊕ K (Т* ),                                         (1) 

и пусть PR

 
, PK

  
– соответствующие ортогональные проекторы в  H.  

Поскольку точка 0 является точкой регулярного типа для Т и 
множество таких его точек открыто, то  дефектные числа оператора Т 
равны, n+ = n–

 
= dim K(Т*), следовательно, он обладает самосопряжен-

ными расширениями.  Предполагается,  что dim K(Т* ) = ∞.  
В работе Дж. Калкина [1] доказано существование самосопряженного 

расширения S оператора T такого, что 0∈ρ(S), т. е.  определен  всюду на 
H ограниченный оператор S -1 ,  являющийся самосопряженным  расшире-
нием оператора Т-1 .  Посредством  S -1  представлен и оператор приведе-

Հատոր 
Том 

Volume 
116 2016 № 4 
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ния для T* – объект,  введенный им же в [2] для описания  максимальных 
расширений симметрических операторов. 

В настоящей работе предложен подход к расширениям оператора  T, 
несколько отличный от [1]. Здесь оператор приведения для Т* строится на 
основе определенного прямого разложения области D(Т*), с помощью 
которого приводится описание множества самосопряженных  расширений 
оператора  T  методом Калкина [2]. Такой подход позволяет достаточно 
просто выделить те из них,  для которых точка 0 является регулярной 
точкой.  

1.  Прямое разложение области  D(Т*).  Поскольку оператор Т-1 

ограничен, то  R (Т*) = H  и, более того,  для любого  h ∈ H  найдется 

единственный в силу (1)  вектор gh =  Tfh ∈ D( Т*)  такой, что Т*gh = h  
(см. [3] с. 563).  Обозначая R∗ (Т) = R (Т) ∩D(Т*),  имеем  H = Т*

R∗ (Т).  

Из (1) также следует, что R∗ (Т) ≠ R (Т), а из плотности  D(Т)  в  H  

нетрудно видеть, что  R∗ (Т)  плотно в  R (Т).  
Введем в рассмотрение  оператор  

Ť*   = T* │R∗ (Т),                                            (2) 

обратный к которому Ť–*  существует,  определен на  H,  значит сущест-

вует и оператор  (Ť–* )* .   
Предложение 1. Пусть симметрический оператор  T имеет ограни-

ченный обратный. Тогда  (Ť–* )*  = T-1PR,  и оператор Ť–*   
ограничен 

Ť–*   =  (Ť–* )* =  T-1. 
Доказательство. Для произвольного  вектора h ∈H из определениия 

(2) следует,  что Ť–* h  = Тfh ,  где  fh ∈D(Т) – единственный  вектор 
такой, что Тfh ∈ D(Т*)   и  Т* Тfh  = h .  Тогда 

Ť–* h2 =  〈 Tfh ,Tfh 〉  =  〈 fh ,T* Tfh 〉  = 〈 fh ,h 〉 = 

 〈 T-1Ť–* h , h  〉  ≤ Т-1Ť –* hh, 
следовательно Ť–* ≤ Т-1. 

Если   ĥ = PR ĥ + PK ĥ =  Tf0 + PK ĥ ∈H,  то 

 〈 Ť–* h , ĥ 〉  =  〈Tfh , ĥ 〉  = 〈 Tfh ,Tf0  〉 =  〈 h , f0 〉 =  〈 h,T–1PR

 
ĥ 〉, 

и  доказано,  что  (Ť–* )*  = Т-1PR. 

Очевидно,  оператор (Ť –* )*   является  расширением оператора Т-1 , 

так  что  Ť–* ≥ Т-1 и из Ť–* = (Ť–* )* следует доказываемое 
предложение. 

Введем линейное многообразие  

L (Т* ) = Ť–*
K (Т* ) ⊂ R∗ (Т).                               (3) 

Основой настоящей работы является следующий факт.  
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Теорема 1. Пусть симметрический оператор T имеет  ограниченный 
обратный. Тогда область определения сопряженного оператора 
допускает прямое разложение 

D(Т*) =  D(Т) ∔  K (Т* ) ∔  L (Т* ).                         (4) 
Доказательство. Из определения  (3) имеем  K(Т*) ⊥ L(Т*),  а из 

обратимости оператора  Т следует, что  D(Т) ∩  K (Т* ) = {0}.    
Пусть f0∈ D(Т),  k∈K(Т*),  l∈ L(Т*). Так как Т*l∈K(Т*), то, предпо-

лагая, что f0
 
+ k

 
= l,  получим противоречивое Тf0

 
=Т*l, следовательно, и  

[D(Т) ∔ K (Т*)] ∩L(Т*) = {0}.  
Рассмотрим вектор  f ∈ D(Т*),  не принадлежащий  D(Т).  
Если  PKТ * f = 0 ,  то  Т * f = Tf0  

 
и  f = f0

 
+ k ,  если же  PRТ * f = 0 ,  

то Т * f = k  и  f = l,  в согласии с доказываемой формулой. 
Пусть Т * f = Tf0

 
+ k0,  где

  
f0

 
≠ 0 , k0

 
≠ 0 .   

Очевидно, что f – Ť–*Т*f ∈ K (Т* ) и  f = Ť–*Т*f + k1,  где не 
исключается, что 

 
k1

 
= 0. Отсюда имеем 

f =Ť–*(Тf0 +k0) + k1
 
= Ť–* Тf0 + l0 +k1 ,

 
l0=Ť–* k0.                (5) 

Из определения  (2)  следует, что  Ť–* Тf0
  

= Тf'0
 
∈ D(Т*)  и  Т*Тf'0

 
= Тf0.  

Если Тf'0∈ D(Т), то Тf'0 = f0
  
и из  (5) следует требуемое. 

Если Тf0
 
∉ D(Т),  то  Т* (Тf'0 – f0) = 0, так что Тf'0 – f0 = k2,

  
k2

 
≠ 0,

  и из  (5) окончательно получим 
                               f = Тf'0

 
+l0 +k1 = f0 +l0+(k1+k2

 
),         

доказывая теорему. 
Из приведенного доказательства и предложения 1 следует,  что сла-

гаемые вектора  f ∈ D(Т*)  в представлении  (4)  определяются формула-
ми   

f0
 
= Т-1PRТ*f

 
= (Ť–*)* Т*f,

 
k = PK[f – (Ť–*)*Т*f] , 

l = Ť–*PKТ*f.                                                   (6) 
2. Метод Калкина для оператора Т. В основе теории, предложенной 

Калкиным в [2] для расширений симметрических операторов, лежит 
следующее понятие, которое  приводится здесь с  допущением опреде-
ленной вольности  (см. [2], опр.1.1). 

Пусть Т – простой замкнутый симметрический оператор с об-
ластью определения  D(Т),  плотной в  H,  и  H – некоторое гильбертово 

пространство.  
Оператор  Г с  D(Г) = D(Т*),  R( Г) =

 
H, K(Г)= D(Т) называется 

ограниченным оператором приведения для Т*,  если существует 
унитарный оператор  J∈ [H] такой, что J* = – J, J2 = – IH

   
и для любых  

f , g ∈D(Т*)   имеет место тождество  (тождество Лагранжа) 
{f , g}: = 〈 Т* f , g 〉 – 〈  f , Т*g 〉 = 〈 JГf , Гg〉H .              (7)                                            

Показано, что если  H±  – собственные подпространства оператора J,  
отвечающие собственным значениям  ± i , то dim H±  =  n± ,  где  n±   – де-
фектные числа оператора Т (см .  [2], т .3.7). Если  dim H+  = dim H–

 
, то 
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существуют подпространства Hs

 
⊂
 
H, которые называются  гипер-

максимальными  J-симметрическими (нейтральными),  такие, что  JHs

 
= 

Hs
⊥,  и формула  

Тs

 
= Т* │D(Тs) ,  D(Тs) = { f∈ D(Т*);  Гf ∈ Hs

 
}                 (8) 

устанавливает взаимно-однозначное соответствие между множествами 
всех гипермаксимальных нейтральных подпространств и всех  самосоп-
ряженных  расширений симметрического  оператора  Т (см .  [2], т .2.2).  

Пусть  f, g ∈ D(Т*)  и, согласно разложению (3),  

f = f0
 
+ k f

 
+ Ť –* k' f  ,  g =  g0

 
+

 
kg + Ť–* k'g  .           (9) 

Предложение 2.   Для  симметрического оператора  с ограниченным 
обратным  тождество Лагранжа допускает представление в форме 

{f , g} =  〈 k'f
 
, kg〉  –  〈 kf

 
, k'g〉.                 (10) 

Доказательство этой  формулы   сводится к прямым вычислениями с 
учетом симметричности оператора Т и  ортогональности K(Т * )  ⊥  

L(Т * ), поскольку Ť–* k' f
 
,Ť–* k'g

 
∈ L  (Т * ).  

Обозначим  через H0 гильбертово пространство K(Т * ), введем 
новое  

H =  H0 ⊕ H0
 
= {[ k1,k2 ] ;  k1,k2

 
∈H0} 

и определим операторы Г  и  J  как  

Гf = [k f
 
,k ' f

 
]  ,  f = f0

 
+ kf

  
+ Ť–* k' f

 
∈ D(Т * ) ; 

J [k1,k2]= [ k2,– k1] .                           (11) 
Теперь формула (10) представится в форме (7), так что удовлетворены 

все условия, определяющие оператор приведения для Т*. 
Пусть PU – ортогоналный проектор в H. Нетрудно видеть, что PU 

проектирует H на гипермаксимальнное нейтральное подпространство 
тогда и только тогда, когда  

JPU  + PUJ  = J .  
Несложно проверить, что это условие равносильно  следующему.   
Предложение 3. Подпространство HU ⊂

 
H является гипер-

максимальным  нейтральным тогда и только тогда, когда                     
HU = {[k1,k2 ]; (U + iI0)k1 = i(U – iI0)k2, k1,k2

 
∈H0},            (12) 

где I0
  

– единичный оператор в H0,  а оператор U∈ [H0] является 
унитарным. 

Таким образом, формулой (12) дается описание множества гипермак-
симальных нейтральных подпространств в терминах унитарных опера-
торов в H0. 

Ограничимся рассмотрениями тех случаев, когда или i∈ρ(U), или       
– i∈ρ(U). Тогда соответствующие преобразования Кэли 

A = – i(U + iI0)(U – iI0)
 -1, или    B = i(U – iI0) (U + iI0)

 -1 
являются самосопряженными операторами в [H0] и подпространства 

HIА
 
= {[k1, Ak1]; k1∈H0}, или HBI = {[Bk2, k2]; k2∈H0}        (13)      

являются гипермаксимальными нейтральными.  
Отметим,  что обратные  преобразования 
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U = – i(A – iI0)(A + iI0)
-1  или  U = i(B + iI0) (B – iI0)

-1 
определены для любых самосопряженных операторов A,B∈ [H0], следо-
вательно, подпространства, задаваемые формулой (13), являются гипер-
максимальнными нейтральными для любых таких операторов. 

Если и i∈ρ(U), и –i∈ρ(U), то оператор B имеет ограниченный 
обратный,  B-1  = A  и подпространства в (13) совпадают. 

Итогом изложенного выше является следующее утверждение.   
Теорема 2.  Пусть симметрический оператор T имеет  ограни-

ченный обратный. Тогда он обладает самосопряженними расширениями 
следующх типов:   

ТIАf
 
= Тf0

 
+ k, f

 
= f0

 
+ Ť–*k + Ak ∈ D(ТIА

 
); 

ТBIf
 
= Тf0

 
+ Bk, f

 
= f0

 
+ Ť–* Bk + k ∈ D(ТBI

 
) 

таких, что 0∈ρ(ТIА)  для любого A, и 
 
0∉ρ(ТBI

 
), если  0∉ρ(B).  

Доказательство следует из верхних формул, являющихся другой 
формой записи формулы (8), поскольку в силу (1) очевидно, что  R(ТIА

 
) 

= H.  

Среди указанных расширений можно выделить "крайние" – те,  
которые отвечают случаям U = – iI0

  
и U = iI0, или, соответственно  A = 0 

и B = 0. Тогда 

TI0f
  

= Tf0
 
+ k, f

 
= f0

 
+ Ť–*k  и  T0If

 = Тf0, f
 
= f0

 
+k. 

Сравнение с работой [1] показывает, что TI0 = S, где S – построенное 
там самосопряженное  расширение оператора T. 

Очевидно, что для расширения T0I  имеем  K(T0I) = K(Т*). 
В заключение заметим следующее.  
Доказательство теоремы Калкина приведено и в ([3], с .629), где 

расширение TI0
  
получено отличным от [1] путем.  

В работе [1], с теми же H и J∈[H], оператор Г: D(Т*) → H  
определен  формулой          

Гf = [f – S-1Т*f
 
, PKТ*f

 
], f∈D(Т*).                            (14) 

Очевидно, Т*S–1h = h, h∈H, откуда следует, что f
 
– S–1Т*f = k  и, если  

Т*f = Тf0
 
+ k', k'= PKТ*f,

 
то  S-1Т*f = S-1(Тf0

 
+k') = f0

 
+ S-1k', 

значит 
f = f0

 
+ S-1k'

 
+ k,  f∈D(Т*).                                  (15) 

Эта формула известна как разложение Вишика, а операторы, от-
ображающие D(Т*) на K(Т*) формулами Г1f

 
= k', Г2f

 
=
 

k,
 

– как 
граничные операторы Вишика (см. [4, 5]).   

Из соотношений (9) и (6) следует, что в (15) имеем  
                               k = kf

 
, k'=k'f.  

Таким образом, определение оператора  приведения для  Т* формулой  
(11)  совпадает с определением  (14) из работы  [1].  
 

Институт механики НАН РА 
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П. Э. Мелик-Адамян 

 

Об операторе  приведения Калкина для  обратимых  
симметрических  операторов 

                                                        
Получено некоторое разложение в прямую сумму для области определения 

оператора, сопряженного к обратимому симметрическому, позволившее опредеде-
лить оператор приведения Калкина.  С его помощью представлено  множество ог-
раниченно обратимых  самосопряженых расширений рассматриваемого опера-
тора.  

 

Պ. Է. Մելիք-Ադամյան 
 

Հակադարձելի սիմետրիկ օպերատորների համար Կալկինի 

վերածող օպերատորի մասին 
  
Հակադարձելի սիմետրիկ օպերատորների համալուծի որոշման տիրույթի  

համար ստացված  է նրա որոշակի վերլուծությունը ուղիղ գումարի, ինչը հնարավո-

րություն է տվել սահմանելու Կալկինի վերածող օպերատորը: Նրա միջոցով ներկա-

յացված է դիտարկվող օպերատորի հակադարձելի ինքնահամալուծ ընդլայնումների 

բազմությունը: 
 

 P. E. Melik-Adamyan 
 

On the Calkin Reduction Operator for Invertible Symmetric 
Operators   

 
For an invertible symmetric operator a certain direct  sum decomposition of its 

adjoint's domain is obtained. This allowed to define the Calkin reduction operator, and, 
with its help, to present the set of  invertible self-adjoint  extensions of a given  
symmetric operator. 
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Introduction and preliminaries. Let f  be analytic in a circle 

( ) { }0, :D R z z R= <  , ( )
1

n
n

nf z a z
=

∞
= ∑  and 0 0( )z z R<   be a simple root of 

equation   

( ) 1.f z =                                                  (1) 

It is assumed that all other roots of equation (1) have moduli strictly greater 

than 0 .z In this case the function ( ) ( )
1

1
g z

f z
=

−   will be analytic at least in 

some domain ( ) { }0 00,  D z zε+ ∖   (0 ε< ) and 0z  will be a simple pole of .g  

Let ( ) 1

1

n
n

n
g z c z −

=

∞
= ∑  be the power series expansion of .g  It is easy to see that 

1 1c =  and  
1

1
 
n

n k n k
k

a cc
−

−
=

= ∑ .                                              (2) 

According to ([1], p. 42) “Ramanujan's discourse is characteristically brief; 

he gives (2) and claims, with no hypotheses, that 
1n

n

c

c
−

 approaches a root of 

(1)”. 
Let  
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1lim .n

n
n

c
s

c
−

→∞
=                                                    (3) 

Formulas (2) and (3) form the base of the Ramanujan method [4]. 
The following assertions should be proved. 

1. All the coefficients { } 0nc ≠  (at least starting from some positive integer). 

2. The sequence 
1n

n

c

c
− 

 
 

 converges. 

3. The limit (3) is a root of (1). 
Some progress in justification of this method is achieved in [1]. 
By Fabry's theorem [2] condition (3) implies that s  is a singular point of 

the function g . 
As in the considered above case the only singularity of g  in the circle 

( )00,D z ε+  is the simple pole at 0,z we get 0 .z s=  

Remark. As shows the example of dilogarithm function ( )2 2
1

n

n n

z
Li z

∞

=
= ∑  

the point 

( )
2

2lim 1
1n

n

n→∞
=

−
 

is not a pole. 
More convincing (and independent of Fabry's theorem) justification of 

Ramanujan method (for an isolated pole of arbitrary order) may be obtained, 
using a slight generalization of the following result ([5], Ch.2, Ex.14). 

Assertion. Suppose that g  is holomorphic in an open set containing the 

closed unit disc, except for a pole at 0z on the unit circle. Then 

1
0lim .n

n
n

c
z

c
−

→∞
=  

We intend to address in the next section all three challenges above in more 
general situation and supply exhaustive clarifications. 

Auxiliary results. Let u  and v  be analytic in some domain ⊂ ℂD   
functions and  z ∈D . 

Definition. We say that the function u is stronger at z  than v  (noted as 

zu v≻ ) if 

( ) ( )
( ) ( )

lim 0.
n

nn

v z

u z→∞
=                                                (4) 

Lemma 1. Let { }, ; 0,  ; ,a b A B m p∈ ∈ ∈ℂ ℂ ℕ∖  and 

( )
( )

( )
( )

, .
m p

A B
u z v z

a z b z
= =

− −  
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Then 
1. If z a z b− = −  and ,m p>  then zu v≻  for any , .z a z b≠ ≠  

2. If  0 ,z a z b< − < −  then zu v≻ . 

Proof.  1. We have 
( ) ( ) ( )

( )( )
n

m n

m n
u z A

m a z
+

Γ +
=

Γ −  

and 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

.
mn n

pn

v z m a z n pB a z

A p b z n mu z b z

Γ − Γ +− = ⋅ ⋅ ⋅ Γ − Γ
⋅

+ −  

All the terms of this product are bounded. According to Stirling's formula  
( )
( )

lim 0
n

n p

n m→∞

Γ +
=

Γ +  

implying 
( ) ( )
( ) ( )

lim 0.
n

nn

v z

u z→∞
=  

2. By the same way  
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

lim lim 0.
mn n

pnn n

v z m a z n pB a z

A p n m b zu z b z→∞ →∞

Γ − Γ + − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = Γ Γ + − −  

Lemma 2. For function u  from above 
( ) ( )

( ) ( )

1

lim .
n

nn

u z
n a z

u z

−

→∞
= −  

Proof.  We have  
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

( )
1

1

1
lim lim .

m nn

m nnn n

u z m n m a z
n n a z

m nu z m a z

+−

+ −→∞ →∞

Γ + − Γ −
= ⋅ = −

Γ +Γ −  

Note that if 1m =  the fraction 
( ) ( )

( ) ( )

1n

n

u z
n

u z

−

 is equal to a z−  for any .n  

Proposition 3. Let h  be a function analytic in a domain D , z ∈D . Denote 
by ( ),D z r  the circle of convergence of the power series expansion of h  

centered at z  and ( ),a D z r∈ . Let  ( ) 1
.u t

a t
=

−   Then .zu h≻  

Proof.  For any ( ),t D z r∈  we have 

( )
( ) ( ) ( )

0 !

n
n

n

t
n

h z
h t z

∞

=

= −∑ . 

As a  lies in the circle of convergence of h , the general term of its Taylor series 
expansion tends to zero 
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( ) ( ) ( )lim 0
!

n
n

n

h z
a z

n→∞
− = . 

On the other hand 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1

!

n n
n

n

z zh h
a

z
z

nu

+= −  

and  
( ) ( )
( ) ( )

lim 0.
n

nn

zh

u z→∞
=  

Proposition 4. Let { }0

N

nf be a set of comparable (in the sense of the above 

definition) functions, 0f  be the unique strongest among them and 

0

.
N

n
n

F f
=

=∑  

Then  
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1
0

0

lim lim .
n n

n nn n

F z f z
n n

F z f z

− −

→∞ →∞
=  

Proof.  Equality  
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )10 0

lim lim 1 1
n nN

k

n nn n
k

F z f z

f z f z→∞ →∞ =

 
= + = 

 
 
∑  

implies 
( ) ( ) 0nF z ≠   at least starting from some positive integer. 

Further  
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 11 1
0 0 0

1
0 0 0

lim lim lim .
n n nn n

n n n n nn n n

f f fF F
n n n

F f f F f

− −− −

−→∞ →∞ →∞
= ⋅ ⋅ =  

Generalization of Ramanujan method. The equation to be solved is now  
( ) 0f z = ,                                                    (5) 

where f  is an analytic in some domain D  function, having a set of (not 
obligatory simple) zeros. 

Let ( ) 0z f z∈ ≠D, . Denote  

( ) ( ) ( ) ( )0

1
1/ and , ,n

nP z f z P z d z n
f

 
= = ∈ 

 
ℕ                                (6) 

where d  is the differentiation operator. 
Remark ([3], formula (2.2).) If  nP  is expensive to calculate, one may 

use the recurrences 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1
, 1.

n
n kk

n n k
k

P z C P z f z n
f z

−
−

=
= − ≥∑                           (7) 

Theorem. Let 0P  be meromorphic in D , ( ) 0z f z∈ ≠D, . The formula 

( )
( )

1lim n

n
n

P z
a z n

P z
−

→∞
= +                                             (8) 
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defines the nearest to z  zero of f . If there are many such zeros, then a  is the 
zero of the highest order. The limit does not exist if there are many concurrent 
zeros of the highest order in the same distance from z . 

Proof.   Let { }ka  be nearest to z  set of zeros of f . Subtracting the 

principal parts of the Laurent series of 0P  we get a function 

( ) ( )
( )0

,
jk

jk

m
j k k

A
h z P z

a z
= −

−
∑ , 

analytic in a circle ( ), .D z r  The proof may be completed, recalling Lemmas 1 

and 2, Propositions 3 and 4.  
Denote by E the set of mediatrices { }: ,k mE z z z z z= − = −  where ,k mz z  

are all pairs of different zeros of f . According to section 2, the limit in (8) 
exists at least for any ,z E∈ℂ∖ i.e. almost everywhere. 

So formulas (6) (or (7)) and (8) describe the generalized Ramanujan 
algorithm of solution of (5). 

In [3] the author says "In the present study, we give analytic proof of his 
(Ramanujan's) method and generalize this to approximate a root of nonlinear 
equation with the arbitrary order of convergence" and supposes that 

( ) ( )0, 1, 0.f z f zα α ′= − < ≠  
Let 

( ) ( )
( )

1 .n
n

n

P z
H z z n

P z
α −= − +  

 The author writes “Since  1z α− <   and letting ,n → ∞  we obtain 

( )lim 0.n
n

H z
→∞

= ”  
The next examples show that the last assertion is erroneous. 
Example 1. Let ( ) 26 1.f z z z= − − Then 1 21/ 3, 1/ 2α α= − =  and  

2

1 1 1 1 1
· · .

5 1/ 2 5 1/ 36 1 z zz z
= −

− +− −  

We have 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

! !

1/ 2 1/ 3
.

! !

1/ 2 1/ 3

n n

n

n
n n

n n

nP z z z

n nP z

z z

−

+ +

−
− +

= −
−

− +

 

For 1 0z =  

( )
( )
1

1

0 1
lim .

0 3
n

n
n

nP

P
α −

→∞
= = −  

Choosing 2 1/ 4z =  we get 
( )

( )
1

2

1/ 41 1
lim .

4 1/ 4 2
n

n
n

nP

P
α −

→∞
= + =  

Note that for both choices 2 1 7 /12 1z α− = <  and 1 2 1/ 2 1.z α− = <  
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It is easy to see that the attraction basin of the root 1α  is the left half-plane 
1

: Re
12

z z−
 Π = < 
 

 and for 2α - the right half-plane 
1

: Re .
12

z z+
 Π = > 
 

 

Example 2. In the figure below the attraction basins of four roots of 
equation 4 0z z− =  are plotted. For 0 0z =  the attraction basin is the inner 
triangle, marked by the letter .Z  For roots 1 exp( 2 / 3), 0,1,2kz i k kπ+ = =  the 
corresponding domains (marked by letters , ,A B C respectively) are bounded by 
two rays and a side of the triangle. 

 
Fig. 1. Attraction basins for the roots of equation 

4 0z z− = . 
 

Remark. If α  is a simple root of equation (5) then  the error of iterations 
(8) tends to zero as a geometric progression, otherwise the n -th error is of the 
magnitude 1/ .n  
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L. Z. Gevorgyan 

On Ramanujan Method of Solution of Equations  
with Analytic Functions 

 
We recall the Ramanujan method of solution of equations with analytic functions 

and mention some results which may be used for justification of it. Some auxiliary 
notions are introduced and pertinent propositions are proved. Then the general case is 
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treated. A formula is proposed, permitting to find the nearest to given starting point zero 
of the function. If there are many such zeros, then the zero of the highest order is found 
and the limit does not exist if there are many concurrent zeros of the highest order in the 
same distance from the starting point. A description of admissible starting values of 
iterations is supplied. 

 
Լ. Զ. Գևորգյան 

Անալիտիկ ֆունկցիաներով հավասարումների լուծման  
Ռամանուջանի եղանակի մասին  

 

Հիշեցվում է անալիտիկ ֆունկցիաներով հավասարումների լուծման 

Ռամանուջանի եղանակը, և ներկայացվում են որոշ արդյունքներ, որոնք կարող են 

օգտագործվել դրա հիմնավորման համար: Ներմուծվում են նոր հասկացություններ, և 

ապացուցվում են յուրահատուկ պնդումներ: Քննարկվում է Ռամանուջանի եղանակը 

ամենաընդհանուր դրվածքով: Առաջարկվում է հաշվարկային բանաձև, որը 

հնարավորություն է տալիս գտնելու ֆունկցիայի` նախապես ընտրված կետին 

ամենամոտ զրոն: Եթե դրանք մի քանիսն են, ապա գտնվում է ամենաբարձր կարգի 

զրոն, և սահմանը գոյություն չունի, եթե ամենաբարձր կարգի և միևնույն 

հեռավորության վրա գտնվող զրոները մի քանիսն են: Նկարագրվում են նաև 

իտերացիաների թույլատրելի սկզբնական մոտավորությունները: 
 

Л. З. Геворгян 
 

О методе Раманужана решения уравнений  
с аналитическими функциями 

Приводятся метод Раманужана решения уравнений с аналитическими 
функциями и некоторые результаты, которые могут быть использованы для его 
обоснования. Вводятся некоторые понятия и доказываются специальные 
утверждения. Օбсуждается метод Раманужана в наиболее общей постановке. 
Приводится расчетная формула, позволяющая найти корень фуннкции, 

наболее близкий к заранее выбранной точке. Если ближайших точек 

несколько, то находится корень наивысшей кратности, а если имеется 

несколько ближайших корней наивысшей кратности, то предела не существует. 
Описаны также допустимые начальные значения итераций.  
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О двух смешанных граничных задачах для упругого слоя 
при антиплоской деформации 

 
(Представлено 19/IX 2016 ) 

 
Ключевые слова: упругий слой, антиплоская деформация, смешан-

ные граничные задачи, гармонические функции, интегральные уравнения. 
 
Контактные и смешанные граничные задачи математической теории 

упругости составляют одну из обширных областей механики деформируе-
мого твердого тела. Ввиду их важного теорeтического и практического 
значения они стали предметам исследования многих авторов. Многочис-
ленные результаты исследований в этой области подытожены в [1-6] 

В настоящей статье рассматриваются две смешанные граничные 
задачи математической теории упругости для упругого слоя, нахо-
дящегося в условиях антиплоской деформации. Такие задачи возни-
кают в геомеханике в расчетах напряженно-деформированного со-
стояния горных массивов, подверженных сдвиговым деформациям, 
которые при оползнях грунтов или землетрясениях значительнее 
других типов деформаций. Эти задачи математически формулиру-
ются в виде смешанных граничных задач теории гармонических 
функций, и их решения сводятся к решениям интегральных уравне-
ний Фредгольма первого рода с симметрическими ядрами, допуска-
ющих точные решения. Рассматриваемые здесь задачи тесно примы-
кают к граничным задачам теории установившейся фильтрации 
жидкости под гидротехническими сооружениями типа плотин в 
пористом грунтовом слое [7-9]. 

1. Пусть отнесенный к правой прямоугольной системе координат 
Oxyz  упругий слой { }0;, ≤≤−∞<<∞−=Ω yHzx  модуля сдвига 
G  и высоты H  в направлении оси Oz  находится в условиях анти-
плоской деформации (продольного сдвига). В первой смешанной 
граничной задаче для слоя Ω  предположим, что на его верхней 

Հատոր 
Том 

Volume 
116 2016 № 4 
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грани на участке { }; 0;x a y zω− = −∞ < < − = − ∞ < < ∞  заданы постоянные 

перемещения 0w  в положительном направлении оси ,Oz  участок 

{ }; 0;a x y zω+ = < < ∞ = − ∞ < < ∞  жестко защемлен, на центральном уча-

стке { }0 ; 0;a x а y zω = − < < = − ∞ < < ∞  в отрицательном направлении 

оси Oz  действуют касательные силы  интенсивности ( ) ,f x  а ниж-
няя грань слоя свободна от внешних сил. 

Основные уравнения теории упругости при антиплоской деформации 
с базовой плоскостью Oxy  состоят из одного уравнения равновесия и за-
кона Гука. Они имеют, соответственно, вид 

0; ; ;yzxz z z
xz yz

u u
G G

x y x y

ττ τ τ
∂∂ ∂ ∂

+ = = =
∂ ∂ ∂ ∂

 

где xzτ  и yzτ  – компоненты касательных напряжений, а ( ),z zu u x y= –един-

ственная отличная от нуля компонента перемещений в направлении оси 
Oz . 

Вводя в рассмотрение функцию ( ) ( ), , ,zx y G u x yϕ =  обнаружим, что 

эта функция, а также функция ( ), ,zu x y  в базовой полосе 

{ }; 0x H yω = −∞ < < ∞ − < <  являются гармоническими функциями. Далее 

при помощи условий Коши – Римана 

( )( ), ,x y
x y y x

ϕ ψ ϕ ψ ω∂ ∂ ∂ ∂= = − ∈
∂ ∂ ∂ ∂

                           (1.1) 

введем сопряженную с ( )yx,ϕ гармоническую функцию ( ),x yψ . Тогда 

, .xz yzy x

ψ ψτ τ∂ ∂= = −
∂ ∂

 

Очевидно, что линии ( ) constyx =,ϕ  представляют собой линии равных 

приведенных перемещений. Линии же ( ),x y constψ =  представляют собой 

траектории касательных напряжений. Действительно, можем записать 
  

( ), 0 0 .yz xz
xz yz

dx dy
x y const dx dy dx dy

x y

ψ ψψ τ τ
τ τ

∂ ∂= ⇒ + = ⇒ − + = ⇒ =
∂ ∂

 

Функция ( ),x yψ – аналог функции тока в гидродинамике. 

Теперь описанную выше первую смешанную граничную задачу для 
упругого слоя Ω  математически можем сформулировать в виде следую-

щей граничной задачи для гармонической функции ( ) ( ) ( )1
1 , ,zx y Gu x yϕ =  в 

базовой полосеω : 
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( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1

2 2

1 0 10 0

1 1

0

0 ,

, ; , 0 ;

; 0 .

y y

y y H

x y
x y
x y w G x a x y a x

f x a x a x
y y

ϕ ϕ ω

ϕ ϕ
ϕ ϕ

=− =−

=− =−

 ∂ ∂ + = ∈
 ∂ ∂
 = −∞ < < = < < ∞
 ∂ ∂
 = − − < < = −∞ < < ∞

∂ ∂

    (1.2) 

Граничная задача (1.2) эквивалентна следующей смешанной граничной 
задаче для сопряженной с ( )1 ,x yϕ  функции ( )yx,1ψ : 

( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1

2 2

1
1

0

1 10

0 ,

0 ; , 0 ;

, ;

y H
y

x

y
a

x y
x y

x a x y x
y

x y f s ds c a x a

ψ ψ ω

ψ ψ

ψ

=−
=−

=−
−

 ∂ ∂
 + = ∈

∂ ∂
∂

= > = −∞ < < ∞ ∂


= + − ≤ ≤


∫

 (1.3) 

где 1c – постоянная, подлежащая определению. 
Во второй смешанной задаче для упругого слоя Ω  прежние условия 

на участках −ω  и 0ω
 останутся неизменными, а на участке +ω  теперь за-

даются постоянные перемещения 0w  в отрицательном направлении оси 

Oz  и грань y H= −  слоя жестко защемлена. Эта задача математически 
формулируется в виде следующей смешанной граничной задачи для 

функции ( ) ( ) ( )2
2 , , :zx y Gu x yϕ =  

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 2

2 2

2
2 00

0

2

0 ,

, ; ;

, 0 .

y
y

y H

x y
x y

x y G w signx x a f x x a
y

x y x

ϕ ϕ ω

ϕϕ

ϕ
=−

=−

=−

 ∂ ∂
+ = ∈ ∂ ∂

∂ = − > = − ≤ ∂
 = −∞ < < ∞

         

(1.4)

 

Граничная задача (1.4) при помощи условий (1.1) преобразуется в 
следующую смешанную граничную задачу для сопряженной функции 

( ):,2 yxψ  

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 2

2 2

2
2 20

0

2

0 ,

0 ; , ; ;

0 ;

x

y
ay

y H

x y
x y

x a x y f s ds c x a
y

x
y

ψ ψ ω

ψ ψ

ψ
=−

−=−

=−

 ∂ ∂ + = ∈
 ∂ ∂
∂ = > = + ≤ ∂
∂

= −∞ < < ∞ ∂

∫

      

(1.5)

 

где 2c – постоянная, подлежащая определению. 
2. Решения задач (1.2)-(1.5) можно построить при помощи 

интегрального преобразования Фурье. Но удобно сначала построить 
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решения граничных задач (1.3) и (1.5), а затем из условий (1.1) найти 
сопряженные гармонические функции ( ) ( ), 1,2 .k x y kϕ =  

Приступим к решению граничной задачи (1.3), сводя ее решение к 
решению интегрального уравнения. С этой целью для функции ( )yx,1ψ  
предварительно рассмотрим следующую вспомогательную граничную 
задачу: 

( )( )

( ) ( )

2 2
1 1

2 2

1
1

0

0 ,

; 0 ;
y H

y

x y
x y

g x x
y

ψ ψ ω

ψ ψ
=−

=−

 ∂ ∂
+ = ∈ ∂ ∂

∂
 = = −∞ < < ∞

∂

( )
( )

( ) ( )1

0 ;

;

x a
g x

x x aχ

 >= 
<

(2.1)

 

где ( )1 xχ –искомая расчетная функция. Теперь применив к граничной 

задаче (2.1) интегральное преобразование Фурье, придем к следующей 
одинарной граничной задаче: 

( )

( )

2
21

12

1
1

0

0 0

; 0;
y H

y

d
H y

dy
d

g
dy

ψ λ ψ

ψ λ ψ
=−

=−


− = − < <



 = =


( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1, ; , ; .i xy g x y g x e dxλψ λ λ ψ
∞

−∞

= ∫  (2.2) 

Решение граничной задачи (2.2) имеет вид  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 , 0 ,y sh y H g ch H H yψ λ λ λ λ λ= + − ≤ ≤  

откуда по формуле обратного преобразования Фурье находим 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1 1

1

1
, , ,x y K x s y s ds x yψ χ ω

π −

= − ∈∫

                 

 (2.3)

 ( ) ( )( ) ( ) ( )1

0

, cos .K x y sh y H x d ch Hλ λ λ λ λ
∞

= +∫  

Отсюда 

( ) ( )1 1

1
,0 ln ,

4

a

a

x s
x cth s ds

H

π
ψ χ

π −

  −
 =    

  
∫

                        

 (2.4)

 
где использовано выражение известного косинус-интеграла Фурье из [10] 
(с. 530, формула 4.116.2). При помощи (2.4), реализуя третье условие 
задачи (1.3), относительно функции ( )1 xχ придем к следующему опре-

деляющему интегральному уравнению (ИУ) Фредгольма первого рода:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1ln ; .
4

a x

a a

x s
cth s ds h x h x c h x f s ds

H

π
χ π π

− −

  − 
= = + =   

  
∫ ∫  (2.5)

 
Далее решение ИУ (2.5) при правой части ( )h x  обозначим через 

( )1 ,xω  а при правой части 1– через ( )1 ,q x a . Тогда будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 ,x x c q x a a x aχ πω π= + − < <
 
и, следовательно, (2.3) можно 

записать в виде 
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1

0

, , cos , .
а

а

sh y H
x y s c q s a ds x s d x y

ch H

λ
ψ ω λ λ ω

λ λ

∞

−

+
 = + − ∈ ∫ ∫

 
(2.6) 

Отсюда по первой формуле условий Коши – Римана (1.1) получим 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )1 1

1 1 1

0

, cos , .
а

а

ch y H
s c q s a ds x s d x y

x y ch H

λϕ ψ ω λ λ ω
λ

∞

−

+∂ ∂
 = = + − ∈ ∂ ∂ ∫ ∫  

После интегрирования по x  этого равенства будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )1 1 1 1

0

, , sin
а

а

ch y H
x y s c q s a ds x s d

ch H

λ
ϕ ω λ λ

λ λ

∞

−

+
= + − +  ∫ ∫

  
( ) ( )( )1 , ,p y x y ω+ ∈                                           (2.7) 

где ( )yp1 – пока произвольная функция. Отсюда 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1

0

,0 , sin 0 .
а

а

d
x s c q s a ds x s p x

λϕ ω λ
λ

∞

−

 = + − + −∞ < < ∞ ∫ ∫
     

(2.8) 

Приняв во внимание значение второго интеграла (разрывного интеграла 
Дирихле), обсудим следующие случаи: 1) .x a−∞ < < −  В этом случае 

0<− sx  и на основании первого условия граничной задачи (1.2) из (2.8) 
получим 

        
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1 1 1 1 10 2 2 ; , , .

a a

a a

p Q c Gw Q q s a ds s dsπ π ω
− −

− = + Ω = Ω =∫ ∫
  

(2.9)

 
2) 2xα < < . Тогда 0x s− >  и по второму условию граничной задачи (1.2) 
из (2.8) получим 

( ) ( ) ( )1 1 1 10 2 2 .p Q cπ π+ = − Ω

                               

(2.10)

 

Из (2.9) и (2.10) находим 
( ) ( )1 0 1 1 0 10 2, .p Gw c w G Qπ π= = − Ω +

                      

(2.11)

 

Отметим, что если второе граничное условие задачи (1.2) заменить 
условием ( ) ( )1 0, 0 ,x w G a xϕ − = − < < ∞  то вместо (2.11) будем иметь 

( )1 0 0,p =
 

( )1 1 0 12c w G Qπ π= − Ω + . 

Продолжая задачу определения функции ( )1 , ,x yϕ  обратимся ко вто-

рому условию Коши – Римана (1.1). Тогда по (2.6) и (2.7) можем записать 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

1
1 1 1 1

0

1
1 1 1

0

, sin

, sin , .

а

а
а

а

sh y H
s c q s a ds x s d p y

y ch H
sh y H

s c q s a ds x s d x y
x ch H

λϕ ω λ λ
λ
λψ ω λ λ ω

λ

∞

−
∞

−

+∂ ′= + − + =  ∂
+∂

= − = + − ∈  ∂

∫ ∫

∫ ∫
 

Отсюда вытекает, что  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 00 0 2.p y p y const p y p Gw′ = ⇒ ≡ ⇒ ≡ =  

Следовательно, окончательно будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )0

1 1 1 1

0

, , sin , .
2

а

а

ch y H Gw
x y s c q s a ds x s d x y

ch H

λ
ϕ ω λ λ ω

λ λ

∞

−

+
 = + − + ∈ ∫ ∫

Обращаясь к граничным задачам (1.4) и (1.5), совершенно аналогичным 
образом придем к следующему определяющему ИУ: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2ln 1 2 , , .
2

a x

a a

x s
sh s ds h x h x c q x a h x f s ds

H

π
χ π π

− −

  − 
= = + =   

  
∫ ∫

 

(2.12) 

Обозначим, как выше, решение ИУ (2.12) при правой части ( )h x  через 

( )2 ,xω  а при правой части 1 – через ( )2 ,q x a . Тогда будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 ,x x c q x a a x aχ πω π= + − < <  и 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2 2 2

0

2 2 2 2

0

, , cos ; , ;

, , sin ;

а

а
а

а

ch y H
x y s c q s a ds x s d x y

sh H
sh y H

x y s c q s a ds x s d
sh H

λ
ψ ω λ λ ω

λ λ
λ

ϕ ω λ λ
λ λ

∞

−
∞

−

+
= + − ∈  

+
= + −  

∫ ∫

∫ ∫
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0 2 2 2 2 20 0, 2 ; ; , ,
a a

a a

p c Gw Q s ds Q q s a dsπ π ω
− −

= = − Ω + Ω = =∫ ∫  

где приняты соответствующие первой граничной задаче обозначения. 
3. Приступив к решению ИУ (2.5) и (2.12), сначала в них положим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
, ; ;

; 1,2 .k k k k

x H s H a H
H H h h H k

ξ π η π α π
χ ξ π χ ξ π ξ ξ π

= = =
= = =  

В результате они примут, соответственно, вид 

( ) ( )0 0
1 1ln ;

4
cth d h

α

α

ξ η
η η ξχ

−

 −
=  

 
∫     (3.1) 

( ) ( ) ( )0 0
2 2ln 1 2 ; ;

2
sh d h

α

α

ξ η
η η ξ α ξ αχ

−

  − 
= − < <   

  
∫             (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0
; , ;

1,2 .
k k k k k k

k k

h h H c c q
H k

ξ π ξ π π ξ πω ξ π ξ α
ω ξ ω ξ π

χ= + = +
= =  

Здесь ( )αξ ,0
1q  и ( )αξ ,0

2q  – решения, соответственно, ИУ 

( ) ( )0 0
1 2ln , 1; ln 1 2 , 1.

24
cth q d sh q d

α α

α α

ξ η ξ η
η α η η α η

− −

  −   − 
= =     

    
∫ ∫  

Эти функции даются формулами [11] (с. 245) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1
0
1 1 2

11 20 1
2 0 0

, 2 ;

, 2 2 ; ln 1 2 ,

q Q ch ch ch

q M ch ch ch M sh

ξ α π α α ξ

ξ α π α ξ α ξ α α

−

−
−−−

 = −
 

 = − =       

(3.3) 

где ( )1 2Q x− – функция Лежандра второго рода. В прежних переменных 

будем иметь 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

1 1 2, 2 ;q x HQ ch a H ch a H ch x Hα π π π
−

−
 = −  

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )( )( )

1 2

2
1

, 2 2 ;

ln 2 .

q x M a H ch x H ch a H ch x H

M a sh a H

α π π π
π

−

−

= −  

= −      
(3.4)

 

Теперь при помощи (3.4) можно вычислить величины 1Q  и :2Q  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1

1 1 2 1 2 2; ln 1 2 ,Q P ch a H Q ch a H Q M a sh a Hπ π π
−

− −  = = =    
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где ( )1 2P x− – функция Лежандра первого рода. 

Решения ИУ (3.1) и (3.2) можно построить различными методами. На 
основании (3.3) их решения можно получить по формулами М.Г. Крейна 
[11] (гл.IV, §8). Далее дифференцированием обеих частей (3.1) и (3.2) по 
ξ  придем к следующим сингулярным интегральным уравнениям: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0 0
1 1 2 22 2 ; 2 2 ;d sh h cth d h

α α

α α

χ η η η ξ ξ η ξ χ η η ξ
− −

′ ′
   − = − =   ∫ ∫  

формулы решений которых приведены в [12]. 
Решения этих ИУ можно найти также методом ортогональных 

многочленов. А именно, решение ИУ (3.1) этим методом можно получить 
при помощи  установленных в работе [13] спектральных соотношений. 
Чтобы этим же методом решить и ИУ (3.2), известные спектральные 
соотношения [14] 

( ) ( ) ( )
( )

( )
1

2
1

1
1,2,... ;1 1

ln 1 1
1 ln 2 0 ,

nn T x nT s ds
n x

x s s n
π −

 == − < <− −  =

∫
         

(3.5)

 

где ( )xTn – многочлены Чебышева первого рода, преобразуем в соответ-

ствующие соотношения для ядра ИУ (3.2). С этой целью в (3.5) при 
( )2 0,1,2,...n m m= =  положим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , 2 2 , ,x sh sh s sh shξ α η α α ξ η α= = − < <  

а при ( ),...2,1,012 =+= mmn - 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , 2 2 , .x th th s th thξ α η α α ξ η α= = − < <  

После несложных преобразований придем к следующим спектральным со-
отношениям:  

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

2 2

2 1 2 1

2 212 1,2,... ;21 2 2ln 1 2 (3.6)
12 2 ln 0 ;

2
2 2

2 21
ln 1 2

2 2 2

m
m

m m

sh shT ch d T msh m shsh
ch ch m

sh

th th
T d T

th th
sh

ch ch ch

α

α

α

α

η ξη η
αξ η α

π α η
α

η ξ
η

α αξ η
π η α η

−

+ +

−

    
  =       −     =   

−     =


  
    −    =  

−   

∫

∫ ( ) ( ) ( )0,1,2,... . (3.7)
2 1 2

m
m ch α


  

 =
+

 
При этом условия ортогональности многочленов Чебышева первого рода с 
указанными  видоизмененными аргументами имеют вид 

       

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

2 2

0 ;
2 2 2

0 ;
2 2 22

0 ;
m n

m n
sh sh ch d

T T m n
sh sh ch ch

m n

α

α

π
η η η η π
α α α η−

= =
    = = ≠        −     ≠

∫

      

(3.8)
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( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2 1 2 1

2 2 2 ;
22 2 2 2 0 .

m n

th th d ch m nT T
th th ch ch ch m n

α

α

πη η η α
α α η α η

+ +
−

     ==        − ≠    
∫ (3.9) 

 
Далее решение ИУ (3.2) разложим на симметрическую и кососим-

метрическую части: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0
2 2, ;

; .

h h h

h h

χ ξ χ ξ χ ξ ξ ξ ξ
χ ξ χ ξ ξ ξ

+ − + −

± ± ± ±

= + = +

− = ± − = ±  
 

В результате придем к следующим ИУ: 

( ) ( ) ( )ln 1 2 .
2

sh d h
α

α

ξ η
χ η η ξ α ξ α± ±

−

  − 
= − < <  

   
∫

         

(3.10) 

Теперь решения ИУ (3.10) представим в форме бесконечных рядов 
 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )2

0

2 2
;

22
m m

m

ch sh
X T

shch ch

ξ ξ
χ ξ α ξ α

αα ξ

∞
+

+
=

 
= − < <  −  

∑
     

(3.11) 

( )
( ) ( )

( )
( )2 1

0

21

22 2
m m

m

th
X T

thch ch ch

ξ
χ ξ

αξ α ξ

∞
−

− +
=

 
=   −  

∑
            

(3.12)

 
 

с неизвестными коэффициентами ( ),...2,1,0=± mX m . Подставляя (3.11) в 

ИУ (3.10) со знаком “+”, а (3.12) – в ИУ (3.10) со знаком “-” и 
воспользовавшись спектральными соотношениями (3.6) и (3.7), а также ус-
ловиями ортогональности (3.8) и (3.9), после простых преобразований на-
ходим 
 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
0 0

2
ln 2 ; 4 1,2,... ;
2 2 1 2 0,1,2,... ;

m m

m m

X h sh X mh m
X m ch h m

π α π
π α

+ + + +

− − −
= − = =

= + =

            

(3.13) 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2

2 1

2 2 2

2
2 2

2 2

m

m

m

m

T sh sh ch d
h h

ch ch
T th th d

h h
ch ch ch

α

α
α

α

ξ α ξ ξ
ξ

α ξ
ξ α ξ

ξ
ξ α ξ

+
+

−

+−
−

−

=
−

=
−

∫

∫
( )0,1,2,... .m =  

 
 

Таким образом, получено точное решение ИУ (3.2) в форме бесконеч-
ных рядов (3.11) и (3.12) с коэффициентами (3.13). 
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М.С. Григорян, М.С. Мкртчян,  

член-корреспондент НАН РА С.М. Мхитарян 
 

О двух смешанных граничных задачах для упругого слоя  
при антиплоской деформации 

 

Рассматриваются две смешанные граничные задачи математической теории 
упругости для упругого слоя при антиплоской деформации. Такие задачи встре-
чаются в геомеханике в расчетах горных массивов, подверженных сдвиговым 
деформациям. Решения обсуждаемых задач сводятся к решениям интегральных 
уравнений Фредгольма первого рода с симметрическими ядрами, допускающих 
точные решения. 

 

Մ. Ս. Գրիգորյան, Մ. Ս. Մկրտչյան, 

ՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամ Ս. Մ. Մխիթարյան 

 

Հակահարթ դեֆորմացիայի ժամանակ առաձգական շերտի համար  

խառը եզրային երկու խնդիրների մասին 
 

Հակահարթ դեֆորմացիայի ժամանակ առաձգական շերտի համար դիտարկվում 
են առաձգականության մաթեմատիկական տեսության խառը եզրային երկու խնդիր-
ներ: Այդպիսի խնդիրներ հանդիպում են գեոմեխանիկայում` սահքի դեֆորմացիաների 
ենթարկված լեռնային զանգվածների հաշվարկներում: Քննարկվող խնդիրների լու-
ծումները հանգեցվում են ճշգրիտ լուծումներ թույլատրող սիմետրիկ կորիզներով 

Ֆրեդհոլմի առաջին սեռի ինտեգրալ հավասարումների լուծումներին:  
 

M. S. Grigoryan, M. S. Mkrtchyan,  
corresponding member of NAS RA S.M. Mkhitaryan 

 
On Two Mixed Boundary Value Problems for an Elastic  

Layer under Antiplane Deformation 
 

 
This paper considers two mixed boundary problems of mathematical theory of 

elasticity for the elastic layer at antiplane deformation. Such problems occur in 
geomechanics calculations of mountainous masses, subject to shear deformations. 
Problem ofconsidered solutionsreduce Fredholm first kind integral equations solutions 
for symmetric kernels that permit to obtain exact solutions. 
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В настоящее время возможность гетерогенного взаимодействия ради-

калов CH3O2 с альдегидом и углеводородами не вызывает сомнения [1-4]. 
Однако прямых сведений о подобной реакции в отношении радикалов 
C2H5O2 в литературе не приводится. В представленной работе сделана по-
пытка отыскать подобные доказательства в кинетических данных, полу-
ченных при изучении влияния природы поверхности (H3BO3, KCl) реакци-
онного сосуда на процесс окисления пропионового альдегида [5]. 

Известно, что эта реакция протекает по цепному вырожденно-развет-
вленному механизму, и стадией разветвления при относительно низких 
температурах является гетерогенный радикальный распад перпропионо-
вой кислоты, а ведущими активными центрами – радикалы C2H5CO3. Со 
временем развития процесса окисления возрастает вклад радикалов 
C2H5O2, образующихся вследствие распада перкислоты: 

C2H5CO3H → C2H5CO2 + OH 
C2H5CO2 → C2H5 + CO2 

C2H5 + O2 → C2H5O2 
В связи с этим на рис. 1 и 2 представлены кинетические кривые рас-

ходования пропионового альдегида и накопления некоторых продуктов 
реакции – пероксидных радикалов, перпропионовой кислоты и гидропе-
роксида C2H5O2H, полученные в вышеуказанных двух реакторах [5].  

В табл. 1 представлены значения концентраций ряда продуктов реак-
ции при температуре 291°C и времени реакции 1 мин в реакторах, обрабо-
танных борной кислотой и хлористым калием [5], необходимых для реше-
ния поставленной в данной работе задачи. 

Согласно данным [5] баланс по углероду с учетом остальных продук-
тов реакции – C2H5OH, CO и CH3CHO соблюдается с точностью до 10-
15%. 
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Рис. 1. Кинетические кривые расходования C2H5CHO (1) и накопления пероксид-
ных радикалов (2), RCO3H (3), RO2H (4) при T= 291°C в реакторе, обработанном 
борной кислотой. [C2H5CHO] = N×1017, [радикал] = N×1012, [RCO3H] и [RO2H] = 
N×1016 

част.см-3.  
 

 

 
 

Рис. 2. Кинетические кривые расходования C2H5CHО (1) и накопления пероксид-
ных радикалов (2), RO2H (3) при Т=291°C в реакторе, обработанном KCl. 
[C2H5CHO] = N×1017,  [радикал] = N×5·1011, [RO2H] = N×2·1016 

част.см-3 . 
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Таблица 1 

Значения  концентраций продуктов реакции при температуре 291°C и 
времени реакции t=1 мин в реакторах, обработанных борной кислотой 

и хлористым калием; [C2H5CHO]0=5 × 1017 част/см2 

 
 

Из данных следует, что характеристики процесса сильно зависят от 
природы поверхности. Это касается как состава продуктов реакции, так и 
абсолютных значений концентраций продуктов. 

Обращает на себя внимание отсутствие C2H5CO3H в реакторе, обрабо-
танном KCl. В данном случае это связано с большей скоростью гетероген-
ного радикального распада перкислоты на поверхности KCl по сравнению 
с поверхностью H3BO3 [6]. Об этом свидетельствует также высокий выход 
CO2, образующегося при распаде перкислоты в реакторе, обработанном 
KCl.     

В связи с этим процесс в реакторе, обработанном KCl, начинается 
раньше, чем в реакторе, обработанном H3BO3, и уже при t=1 мин рас-
ходование альдегида превышает таковое в реакторе, обработанном борной 
кислотой, в 1.4 раза. 

Примечательно, что концентрация  пероксидных радикалов в объеме 
меньше примерно в 2 раза. Этот факт является четким указанием на то, 
что значительная часть альдегида в реакторе, обработанном KCl, расхо-
дуется на поверхности реактора. Причем выход гидропероксида почти в 3 
раза выше, чем в реакторе, обработанном борной кислотой.  

По всей видимости, значительный вклад в образование гидроперок-
сида дает гетерогенное взаимодействие радикалов C2H5O2 с пропионовым 
альдегидом. Наличие этилена в реакторе, обработанном KCl, и отсутствие 
его в реакторе, обработанном борной кислотой, также указывает на  боль-
шее количество образовавшихся радикалов C2H5 в первом реакторе. При 
этом надо иметь в виду, что реакции радикалов C2H5 являются источником 
как этилена, так и радикалов C2H5O2. 

Что касается поверхности H3BO3, то поскольку известно, что скорость 
гетерогенного радикального распада перпропионовой кислоты на ней на-
много меньше, чем на поверхности KCl, то ясно, что на поверхности 
H3BO3 количество образовавшихся радикалов C2H5O2 будет значительно 
меньше. Поэтому меньше и выход гидропероксида. 

Из сравнения кинетических кривых накопления пероксидных радика-
лов в обоих реакторах и учитывая значительные количества C2H5CO3H в 

 KCl (част/см3) H3BO3 (част/см
3) 

[C2H5CHO]t 3 × 1017 3.6 × 1017 
[RCO3H] - 1.5 × 1016 
[RO2H] t 1.07 × 1017 3.2 × 1016 
[RCO3] t 5.2 × 1012 1.02 × 1013 
[C2H4] t 2.3 × 1016 - 
[CO2] t 2.04 × 1017 3 × 1016 
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реакторе, обработанном борной кислотой, следует, что соотношение кон-
центраций радикалов C2H5CO3 и C2H5O2 больше в реакторе, обработанном 
борной кислотой. 

Анализ кинетических данных окисления пропионового альдегида в 
зависимости от природы поверхности с достаточной достоверностью сви-
детельствует о возможности гетерогенного взаимодействия радикалов 
C2H5O2 с альдегидом – C2H5CHO. Сделано заключение, что взаимодей-
ствие пероксидных радикалов с органическим соединением носит более 
общий характер и, возможно, не только для радикалов C2H5O2. 

 
Институт химической физики им. А. Налбандяна НАН РА 
 

А. С. Мартиросян 

О возможности гетерогенного взаимодействия  
радикалов C2H5O2 с альдегидом 

 
Сделана попытка отыскать доказательства возможности гетерогенного вза-

имодействия радикалов C2H5O2 с альдегидом в кинетических данных, полученных 
при изучении влияния природы поверхности (H3BO3, KCl) реакционного сосуда 
на процесс окисления пропионового альдегида. Эти данные с достаточной досто-
верностью свидетельствуют о возможности гетерогенного взаимодействия ради-
калов C2H5O2 с альдегидом – C2H5CHO. Сделано заключение, что взаимодействие 
пероксидных радикалов с органическим соединением носит более общий харак-
тер и возможно не только для радикалов CH3O2. 

 

Ա. Ս. Մարտիրոսյան 

C2H5O2  ռադիկալների ալդեհիդի հետ հետերոգեն 

փոխազդեցության հնարավորության մասին 
 

Փորձ է արվել փնտրել կինետիկ տվյալներում` ստացված պրոպիոնալդեհիդի 

օքսիդացման պրոցեսում ռեակցիոն անոթի մակերևույթի բնույթի (H3BO3, KCl) ազդե-

ցության ուսումնասիրության ժամանակ, ապացույցներ ալդեհիդի հետ C2H5O2 ռադի-

կալների հետերոգեն փոխազդեցության հնարավորության մասին: Ստացված տվյալ-

ները բավարար հավաստիությամբ վկայում են C2H5O2 ռադիկալների ալդեհիդի` 

C2H5CHO-ի հետ հետերոգեն փոխազդեցության հնարավորության մասին: 

Եզրակացություն է արվել, որ օրգանական միացության հետ պերօքսիդային 

ռադիկալների փոխազդեցությունը կրում է ավելի ընդհանուր բնույթ և հնարավոր է ոչ 

միայն CH3O2  ռադիկալների համար: 
 

A. S. Martirosyan 

About the Possibility of the Heterogeneous Interaction 
of C2H5O2 Radicals with  Aldehyde 

 

An attempt to find evidence of the possibility of the heterogeneous interaction of 
C2H5O2  radicals with aldehyde in the kinetic data, obtained when studing the influence 
of the nature of the surface (H3BO3, KCl) of the reaction vessel on the propionaldehyde 
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oxidation process is made. These data are sufficiently reliable evidence of the 
possibility of the heterogeneous interaction of C2H5O2 radicals with aldehyde- 
C2H5CHO. It is concluded that the interaction between peroxide radicals with an 
organic compound is more general and is possible not only for CH3O2 radicals. 
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Нанокомпозиты, содержащие наночастицы металлов, обладают уни-

кальными свойствами и перспективны для медицины, нанофотоники, 
электроники и катализа [1-6]. Разработка новых методов синтеза гибрид-
ных полимер/металл нанокомпозитов является актуальным направлением 
в химии высокомолекулярных соединений и физической химии.  

Свойства наночастиц металла (размерность, распределение, стабиль-
ность и др.) существенно зависят как от природы полимера, так и от усло-
вий формирования наночастиц в гибридном материале. 

Основными способами формирования композитов полимер/наночас-
тицы металлов являются химическая или электрохимическая полимериза-
ция металлсодержащих мономеров или включение частиц благородных 
металлов (Pt, Rh, Pd, Au, Ag) в электропроводящие полимеры химическим 
либо электрохимическим методом. 

Однако такие технологии являются многостадийными. В таких ком-
позитах металл химически связан с молекулами полимера, что может при-
водить к снижению активности катализатора.  

Одностадийный электрохимический способ разработан в работах [7, 
8]. Но для Pt- и золотосодержащих полимерных покрытий способ не очень 
эффективен. Недавно нами [9] были синтезированы серебросодержащие 
полимерные покрытия на основе 1-винилимидазола и акриламида в при-
сутствии AgNО3. Однако электролиз той же мономерной системы в при-
сутствии H2PtCl6·6H2O не дал удовлетворительных результатов: снижалась 
скорость формирования полимерных пленок. Добавление вещества, 
которoe может выавать появление интерполимерных комплексов с обра-
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зовавшимся сополимером 1-винилимидазола (ВИ) с акриламидом (AA), 
позволит ускорить процесс пленкообразования. 

Таким веществом оказался хитозан, который образует интерполимер-
ные комплексы за счет протонированных амидных групп. Добавление хи-
тозана в композицию, состоящую из ВИ-АА-H2PtCl6·6H2O и инициатора 
полимеризации пероксидного типа (например 4-терт-бутилперокси-4-ок-
собутановой кислоты), при потенциале -0,9÷ -1,1 В(х.с.э.) на чистом же-
лезном и стальном электродах, приводило к образованию покрытия слож-
ного фазового состава с включением платины в полимерную матрицу. 
Методом сканирующей электронной микроскопии и элементным анали-
зом установлено, что содержание платины в пленке возрастает с увеличе-
нием концентрации хлорплатината от 2 до 8 ммоль/л. Снятые рентгено-
граммы (рис. 1) показывают, что включенная в пленку Pt является рентге-
ноаморфной как в присутствии хитозана (кр. 1), так и без него (кр. 2). 

 
Рис. 1. Рентгенограммы полимеров с частицами платины: 1 – в присутствии хито-
зана, 2 – без хитозана 

 

В ИК-спектрах сформированных пленок обнаружены серия полос по-
глощения в областях 635, 680, 920 см-1 – плоскостные деформационные 
колебания имидазольного кольца: 1080, 1280, 1440, 1550 см-1 – скелетное 
колебание гетерокольца [10], a также исчезновение C=C связи винильной 
группы при 1650 см-1, что свидетельствует о протекании сополимеризации 
с раскрытием двойной связи. 

Металлсодержащие полимерные покрытия были испытаны в качестве 
катализаторов электрохимического окисления этилового спирта. Сравне-
ние циклических вольтамперограмм (ЦВА) в присутствии этилового спир-
та, на электроде из чистого железа и на композитном электроде Fe/поли-
мер/Pt, показало, что на чистом железе не происходит электроокисления 
этилового спирта (кр. 1), тогда как на нанокомпозитной пленке наблюда-
ется пик при E=0.24-0.25 В, соответствующий окислению этилового спир-
та (рис. 2). Макромолекулы могут в этом случае не только стабилизиро-
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вать дисперсные системы, но и принимать непосредственное участие в их 
формировании [11].  

 
Рис. 2. ЦВА для композитов полимер/платина. Скорость развертки потенциала 
100 мВ/с: 1 – на железе, 2 – на нанокомпозитной пленке. 
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С. А. Саргисян, К. С. Маргарян, А. С. Саркисян 

 
Одностадийный метод формирования металлсодержащих 

полимерных покрытий 
 

Разработан одностадийный электрохимический метод формирования плати-
носодержащих нанокомпозитных полимерных покрытий на чисто железном и 
стальном электродах. Исследована каталитическая активность синтезированных 
пленок на примере электроокисления этилового спирта.  

 
Ս. Հ. Սարգսյան, Կ. Ս. Մարգարյան, Ա. Ս. Սարգսյան 

 
Մետաղ պարունակող պոլիմերային ծածկույթների  

ձևավորման միափուլ մեթոդ 
 

Մշակվել է մեկ փուլանոց՝ պլատին պարունակող պոլիմերային թաղանթների 
սինթեզ էլեկտրաքիմիական եղանակով մաքուր երկաթի և պողպատյա էլեկտրոդների 
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մակերևույթին: Էթանոլի էլեկտրաօքսիդացման օրինակի վրա ցույց է տրվել դրանց 
էլեկտրակատալիզի ակտիվությունը:  
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One-Step Method for Formation of  

Metal-Polymer Coatings 
 

The one-step electrochemical method for formation of platinum nano-composite 
polymer coatings on pure iron and steel electrodes is developed. The catalytic activity 
of the synthesized films on the example of electrooxidation of ethanol is investigated. 
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Изучение взаимоотношений между кишечником и мозгом, так назы-

ваемой кишечно-мозговой оси (КМО), по-прежнему актуально. КМО – 
бинаправленная коммуникативная система, посредством которой мозг мо-
дулирует функции желудочно-кишечного тракта (ЖКТ), и наоборот. В ос-
нове КМО лежат нейронныe, эндокринные и иммунологические механиз-
мы, связанные друг с другом на организменном, органном, клеточном и 
молекулярном уровне [1]. 

Взаимоотношения между мозгом  и микрофлорой кишечника (микро-
биота) являются одним из примеров кооперации нервной и иммунной сис-
тем, значение которых для организма в норме и при патологии трудно пе-
реоценить. 

Еще в начале ХХ в. И. И. Мечников сравнивал микробиоту кишечни-
ка с функцией печени, предлагая рассматривать микробиоту кишечника 
как отдельный орган [2]. Сто лет спустя, в 2006 г., O’Хара и Шанахaн так-
же отнесли микробиоту к дискретному органу [3]. 

В настоящее время для обозначения всего генетического материала,  
содержащегося в микробиоте, принят термин «микробиом» [4, 5]. Числен-
ность генов микробиома на три  порядка выше собственных генов орга-
низма человека, что послужило основанием для рассмотрения совокупно-
сти всех микроорганизмов в качестве «надорганизма» [6], суперорганизма 
[7]. Микробиоту кишечника можно отнести к важному элементу эндо-
кринной системы, выполняющей ферментативную трансформацию слож-
ных стероидных соединений и производных азота, относимых к классу 
прогормонов. Установлена связь между активностью микробиоты и функ-
циональными особенностями нервной системы, которая может реализо-

Հատոր 
Том 

Volume 
116 2016 № 4 



 322 

ваться через взаимодействие низкомолекулярных метаболитов бактерий, 
входящих в состав  нормального микробиоценоза с чувствительными нер-
вными окончаниями в облaсти синапса их с эпителиальными клетками 
слизистой. Сигнал в результате такого взаимодействия передается в цен-
тральную нервную систему для формирования соответствующих реакций 
всего организма [6, 8].   

Желудочно-кишечный тракт иннервируется сложной и обширной пе-
риферической нервной системой. Кишечная нервная система организована 
как комплексная структура, которая контролирует перистальтику, крово-
снабжение, потребление пищи, секрецию, иммунологические и воспали-
тельные процессы в кишечнике.    

Целью настоящей работы явилось исследование влияния с комп-
лексных позиций d-амфетамина (Sigma, St. Louis, Mo.) как реакционного 
психоактивного стимулятора ЦНС на организм крыc, в частности на от-
дельные участки мозга, КМО, кишечную микробиоту. 

Опыты проводились в динамике, но мы остановимся на отдельных 
конкретных,повторяющихся результатах.    

Материалы и методика. Опыты осуществляли с соблюдением пра-
вил содержания и обращения с животными, изложенных в Директивах 
парламента и Совета Европейского Союза от 22.09.2010 (2010/63/EC), 
одобренных комитетом по биомедицинской этике при Институте биохи-
мии им. Г. Бунятяна НАН РА. Эксперименты проводили на половозрелых 
3-месячных белых крысах-самцах линии Вистар массой 100-140 г, ко-
торые содержались в виварии в условиях естественного освещения и сво-
бодного доступа воды и пищи. Животные были разделены на группы (по 
18 животных в группе): I – контрольная группа (здоровые  крысы), II и III 
– опытные группы, в которых животные ежедневно (кроме выходных) в 
течение 9 дней получали одноразовую внутрибрюшинную инъекцию (0.2 
мл; 18 инъекций) d-амфетамина (Sigma,St. Louis, Mo.) в возрастающих 
нетоксических дозах: 4 мг/кг (II группа) и 6 мг/кг. Животных   исследова-
ли сразу и через 3 недели после прекращения введения АМРН. Поведение 
животных, включая локомоторную и орентировочно-исследовательскую 
активность, оценивали в тестах «открытое поле» (ОП) и «приподнятый 
крестообразный лабиринт» (ПКЛ). Крысу помещали в ОП и в течение 
первых 3 мин наблюдения визуально регистрировали двигательную  
активность (горизонтальную и вертикальную), число актов очищения (гру-
минг) и дефекаций [9]. Сразу после теста ОП животных помещали на от-
крытую площадку ПКЛ и в течение первых 3 мин регистрировали число 
заходов в открытые и закрытые рукава, а также число оценок «риска» (чи-
сло свешиваний с открытых рукавов лабиринта), стоек, груминга и дефе-
каций [10]. 

Результаты и обсуждение. Были проделаны морфологические иссле-
дования, материалом для которых служили резецированные ткани мозга  
размером около 0.6х06х0.4 см и ткани толстой кишки, взятые у экспери-
ментальных крыс. Морфологическое исследование материала проводилось 
по общепринятой схеме с последующей заливкой в парафин и приготовле-
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нием серийных срезов. Срезы окрашивали гематоксилин-эозином. Обзор-
ная характеристика срезов давалась при увеличении микроскопа с окуля-
ром Е-РL-10 и объективом A-Plan 10/025 и A-Plan20/0,25.  

При изучении мозговой ткани у крыс отмечались отек, пролиферация 
нейроцитов, появление атипичных клеток (рис. 3), в некоторых случаях 
незначительные кровоизлияния (рис.1). При гистологическом исследова-
нии препаратов мозга наблюдались дистрофические изменения ткани (рис. 
2). Что касается кишечника, была выявлена очаговая пролиферация желез 
слизистой толстой кишки. При такой морфогистохимической картине в                                                       
условиях амфетаминового воздействия естественно возникает вопрос, что 
же происходит на другом конце оси КМО, в микробиоте кишечника, как 
реагируют условно патогенные и провоспалительные микробы, есть ли 
изменения в индигенной составляющей микробиоты, возможны ли вари-
анты транслокации микробов.  
 

 
 

Рис. 1. Слабо выраженный отек, незначительное кровоизлияние. Окраска гемато-
ксилин-эозином. Х100. 

 
 

Рис. 2. Дистрофически измененная ткань мозга, отек. Окраска гематоксилин-эози-
ном. Х200. 
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Рис. 3. Пролиферация нейроцитов, появление атипичных клеток. Окраска гема-
токсилин-эозином. Х100. 
 

 

 
 

Рис. 4. Очаговая пролиферация желез слизистой толстой кишки. Окраска гематок-
силин-эозином. Х100. 
 

Последующая цель данной работы – выявление некоторых оппорту-
нистических микробов, в частности E. coli., провоспалительных St. aureus, 
соответственно грибков рода Candida. 

Бактериологические исследования проводили согласно методическим 
рекомендациям по микробиологической диагностике заболеваний, вызы-
ваемых энтеробактериями [4]. Выделяли следующие микроорганизмы: ки-
шечную палочку (E. coli), золотистый стафилококк (St. aureus) и дрожже-
вые грибки рода Candida (Candidaalbicans). Количество выделенных мик-
роорганизмов выражали в ед. КОЕ/г массы биологического материала. 
Брались смывы с мозга и содержимое толстой кишки. 

На пике введения доз амфетамина наблюдались изменения и в поведе-
нии животных: истощенный вид (при нормальном питании) и сверхактив-
ность. При вскрытии брюшина была тонкая, цианичная. В смывах голов-
ного мозга крыс были обнаружены единичные колонии Е. coli и грибков 
рода Candida albicans. В крови на 10-й день после инкубации также об-
наружены отдельные колонии кишечной палочки.Что касается каловых 
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масс, из них высеивался золотистый стафилококк, до (4.4 ±0.3)х105, кроме 
того наблюдались гемолизированные E. coli (2.1 ±0.5)x102. Резко увели-
чилoсь количество кишечных штаммов E. coli от нормы (3.04±0.2)x103 до 
(4.5±0.6)x106..Грибки рода C. albicans также отмечались в значительном 
количестве, норма (1,8±0,3)x103, высеивалось (5,6±0,8)х103.  

В настоящее время известно, что депрессия сопровождается актива-
цией системы воспаления и что провоспалительные цитокины и ЛПС мо-
гут индуцировать депрессивные симптомы [8].  

Нарушения проницаемости слизистой ЖКТ приводило к повышенной 
транслокации бактерий и ЛПС, определяя важнейшую роль в патофизио-
логии депрессии [1, 11]. В наших исследованиях налицо изменения пато-
физиологического состояния животных, наличие воспалительного процес-
са, о чем свидетельствуют значительное количество St. aureus, резкое воз-
растание количества E. coli, соответственно, увеличение выброса количе-
ства ЛПС (эндотоксина) в кровь, кроме того, отмечается явление трансло-
кации E. coli, о чем свидетельствует наличие её в крови и головном мозге. 
Состояние макроорганизма накладывает определенный отпечаток на ха-
рактер формирующихся бактериально-хозяинных взаимодействий, и, на 
наш взгляд, симбиотическая поливалентность E. coli в первую очередь 
обусловлена выраженным полиморфизмом данных бактерий по комплексу 
биологических характеристик.                      

Роль микрофлоры кишечника в развитии воспалительных заболева-
ний кишечника (ВЗК), атеросклерозе и ожирении, стала очевидной благо-
даря исследованиям с использованием ОМИК-технологий [5. 12]. Измене-
ние состава кишечной флоры способно спровоцировать симптомы раздра-
женного кишечника, при котором наблюдается не только увеличение ко-
личества некоторых индигенных микробов, в частности Veilonella и Lac-
tobacillus, но также превышение уровня уксусной и пропионовой кислот, 
наличие которых коррелировало с тяжестью болезни, нарушением каче-
ства жизни и появлением негативных эмоций, в том числе депрессией [8]. 
Кишечная флора оказывает влияние на сенсорные, моторные и иммунные 
функции кишечника а также взаимодействует с высшими нервными цент-
рами. 

Коммуникации кишечника и мозга не ограничиваются потреблением 
пищи и насыщением, синтезом орексигенных и анорексигенных гормонов. 
Эти взаимоотношения, во многом зависящие от микрофлоры кишечника,  
формируют целостность барьерной функции кишечника и мозга, что реа-
лизуется с участием микроглии астроцитов [1, 2]. Барьерная дисфункция 
ЖКТ не только способствует развитию патологии кишечника, но также 
может приводить к мозговым нарушениям. 
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Кишечная флора оказывает влияние на сенсорные, моторные и иммунные 

функции кишечника, а также взаимодействует с высшими нервными центрами. 
Эти взаимоотношения во многом зависят от микрофлоры кишечника и форми-
руют целостность барьерной функции кишечника и мозга. Барьерная дисфункция 
желудочно-кишечного тракта не только способствует патологии кишечника, но 
также может приводить к мозговым нарушениям. 
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Առնետների աղիների միկրոբիոտան ամֆետամինի ազդեցությամբ 

 
 

Աղիքային ֆլորան գործում է աղիների սենսոր, մոտոր, իմունային ֆունկցիաների 
վրա, ինչպես նաև փոխազդում բարձրագույն նյարդային կենտրոնների հետ: Այդ 
փոխհարաբերությունները շատ անգամ կախված են աղիքային միկրոֆլորայից, նրանք 
ձևավորում են աղիների և գլխուղեղի պատնեշային ֆունկցիայի ամբողջականությու-
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G. A. Gevorgyan, A. M. Hakobyan, H. A. Movsesyan,  

A. A. Agababova  
 

Intestinal Microbiota in Rats under the Influence of Amphetaminе 
 

Gut flora affects the sensory, motor and immune functions of the intestine, and 
interacts with the higher nerve centers as well. These relationships depend on the 
intestinal microflora in many respects; they formulate the integrity of the barrier 
function of the gut and the brain. Barrier dysfunction of the gastrointestinal tract not 
only promotes intestinal pathology, but also leads to brain disorders. 
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Введение. В течение тысячелетий качество вод постоянно ухудша-

лось и ныне достигло таких уровней загрязнения, что использование воды 
в разных целях сильно ограничилось и поставило под угрозу здоровье 
человека. По оценкам Всемирной организации здравоохранения, 80% за-
болеваний обусловлены недостаточным качеством и антисанитарным со-
стоянием воды [1]. От заболеваний, связанных с антисанитарным состоя-
нием воды, на земном шаре страдает около 500 млн. человек. Ежегодно 
около 25 млн. человек умирают от заболеваний, которые разносит вода. 

Актуальным становится вопрос фильтрации и обеззараживания от 
микроорганизмов воды, используемой человеком в разных целях. Сейчас 
выпускаются  множество бытовых фильтров.  Они сильно отличаются и по 
степени очистки,  и по методу фильтрации, и по удобству применения. 
Фильтры, которые осуществляют лишь механическую очистку воды, сами 
становятся источником заражения воды микроорганизмами, которые мо-
гут накапливаться и размножаться в фильтрах. В этом случае их ко-
личество в питьевой воде может существенно увеличиваться. Решить эту 
проблему позволяет дополнительное обеззараживание питьевой воды или 
использование фильтров, которые обладают бактерицидными свойствами.  

Обеззараживание воды осуществляется химическими и физическими 
методами. Среди физических методов обеззараживания известны кипяче-
ние; ультразвуковое воздействие; воздействие электрическим разрядом; 
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ультрафиолетовое облучение [2]. Химические методы обеззараживания 
включают обработку воды сильными окислителями: озоном, хлорсодержа-
щими веществами; олигодинамию (воздействие ионами тяжелых металлов 
– Ag, Cu и др.) [3]. Обычно  для  очистки питьевой воды используют ком-
бинацию вышеописанных методов. 

Были осуществлены исследования, направленные на усовершенство-
вание способов очистки воды, которые включали бы в себе сразу не-
сколько методов обработки воды, в частности обеззараживание. Для этого 
использовался фильтрующий картридж, изготовленный из экологически  
чистого природного пористого минерала туфа. Фильтр, изготовленный в 
соответствии с техническим регламентом [4], имеет упорядоченно струк-
турированную пористость с размерами пор до 1 мкм, т.е. осуществляет ме-
ханическую фильтрацию. Но вместе с тем туф является минералом, имею-
щим высокие сорбционные свойства, в результате чего фильтрация осуще-
ствляется также за счет сорбции вредных веществ,  растворенных  в воде.  

Ещё с древних времён известны бактерицидные свойства Ag и его со-
единений [5]. Показано подавляющее действие Ag на бактерии, причем 
это действие Ag сильнее, чем других металлов [6 – 8]. Имеются также дан-
ные о том, что чувствительность разных микроорганизмов к Ag неодина-
кова [7, 9, 10]. Добавление к фильтру наночастиц Ag может привести к по-
лучению нанокомпозитного фильтра, который вместе с вышеперечислен-
ными фильтрующими свойствами будет обладать ещё и бактерицидными 
свойствами, исследование которых и является целью настоящей работы. 

Материал и методика. Фильтры и их получение. В исследованиях 
использовали фильтрующие картриджы, изготовленные из экологически 
чистого природного пористого минерала туфа (Ервандакертское место-
рождение, Армения) в соответствии с техническим регламентом [4]. Карт-
риджы имеют гигиенический сертификат (Минздрав РА, № 72 от 22.09.99 
г.), прошли сертификацию в НИИ экологии человека и гигиены окружаю-
щей среды им. А.Н. Цыцина РАМН (Россия) и получили Санитарно-эпи-
демиологическое заключение (РФ, 77.99.10.234.Д.004597.06.04). Это за-
ключение касается возможности применения фильтра из природных пород 
в практике хозяйственно-питьевого водоснабжения для доочистки питье-
вой воды из артезианских скважин от повышенной мутности, цветности и 
железа. Однако данные фильтры не осуществляют микробиологическую 
очистку.  

Во время технологического процесса изготовления фильтрующего 
картриджа добавляли наночастицы Ag, которые встраивались и фиксиро-
вались  в структуру природного минерала.  

Бактерии. Из-за невозможности изучения влияния нанокомпозитного 
фильтра на весь спектр микроорганизмов выбор микроорганизмов был 
произведен исходя из особенностей строения клеточной стенки и плаз-
матической мембраны бактерий. Выяснено, что степень воздействия Ag на 
грамположительные (Гр+) и грамотрицательные (Гр-) бактерии разная  [9, 
10]. Исходя из этого, эксперимент был проведен как на Гр+ бактерии En-
terococcus faecalis ATCC 29212 (штамм дикого типа), так и на Гр– бак-
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терии Escherichia coli ATCC 25922 (штамм дикого типа). Кроме  разницы в 
строении клеточной стенки, эти бактерии  интересны также тем, что явля-
ются санитарными показателями качества питьевой воды [11]. 

Взаимодействие наночастиц Ag с фильтром. Для определения про-
чности взаимодействия наночастиц Ag с фильтром через фильтр пропус-
кали дистиллированную воду и  после фильтрации 5, 10 или 20 л воды от-
бирали образцы, которые вместе с исходной пробой воды проверяли на 
содержание Ag пламенным методом (ацетилен – воздух) с помощью атом-
но-абсорбционного спектрофотометра (Shimadzu серии AA-7000/ААС, 
Япония). Результаты анализа показали отсутствие даже следовых коли-
честв Ag во всех фильтратах. Нижний предел чувствительности спектро-
фотометра составляет 0.2 мкг/мл.  

Изучение обеззараживающих свойств фильтра по отношению к 
определенным микроорганизмам. В лабораторных условиях была собра-
на фильтрационная система, через которую пропустили 5 л воды, заражен-
ной E. coli, и 5 л воды, зараженной E. faecalis. Из суточной бактериальной 
культуры готовили  бульон мутностью 0.5 ед. МакФарленд, из которого 
путем 10-кратных разбавлений получили разведение 105 колониеобразу-
ющих единиц (КОЕ)/мл. В итоге получили воду, заражённую E. coli с на-
грузкой 100 КОЕ/мл. Эту воду фильтровали через нанокомпозитный 
фильтр и весь фильтрат собирали в стерильную тару. Далее по 1 мл воды 
до и после фильтрации вносили в чашки Петри диаметром 90 мм и зали-
вали 20 мл неселективной питательной среды [12], охлаждённой до 40-
45°С. Из каждого образца делали посев на среды параллельно в шести 
чашках, которые инкубировали при температуре 37°С в течение 24-48 ч. 
После подсчитывали число выросших колоний до и после фильтрации с 
помощью счетчика колоний. Вычисляли также степень бактерицидности 
фильтра по отношению к E. coli и E. faecalis. 

Эксперименты проводили в трёхкратной повторности для каждого 
штамма бактерий в отдельности; приведены средние значения  результа-
тов со стандартной ошибкой.  

Результаты и обсуждение. При фильтрации воды, зараженной E. coli 
ATCC 25922 через фильтр с Ag, эффективность фильтрации составила в 
среднем 97.09% (табл.1, рис. 1). В случае с E. faecalis ATCC 29212 бакте-
рицидность фильтра с Ag упала до 33.34%. При увеличении количества 
наночастиц Ag в фильтрующем картридже в 3 раза увеличили бактер-
ицидность нанокомпозитного фильтра по отношению к E. faecalis до 
92.18% (табл. 1, рис. 2). 

Разность бактерицидного эффекта фильтра по отношению к E. coli и 
E. faecalis, вызванная одинаковым количеством Ag, в данном случае со-
ставляет 63.75%  (рис. 3). Разность бактерицидного эффекта фильтра по 
отношению к E. faecalis, вызванная увеличением количества Ag в три раза, 
составляет 58.84%  (рис. 4) Известно, что высвобождающиеся из окислен-
ных наночастиц Ag ионы летальны для бактерий. Среди теорий, объясня-
ющих механизм действия Ag на микроорганизмы, распространенной явля-
ется адсорбционная теория, согласно которой клетка теряет жизнеспособ-
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ность в результате взаимодействия электростатических сил, возникающих 
между клетками бактерий, имеющих отрицательный заряд, и положитель-
но заряженными ионами Ag при адсорбции последних бактериальной 
клеткой [13]. Они могут воздействовать на активность ключевых 
транспортных систем и ферментов мембраны [7] и допускают 
ингибирование трансмембранного транспорта H+, Nа+ и Cа2+ и активности 
протонной АТФазы, вызываемое Ag [14]. 

 
Таблица 1 

Результаты подсчёта колоний до и после фильтрации воды, зараженной  E. 
coli и E. faecalis через фильтр с Ag 

. 
I опыт II опыт III  опыт 

Количество КОЕ/мл   Количество КОЕ/мл   
Количество 
КОЕ/мл 

E. coli 
ATCC 
25922 

до фильтр. 
после 
фильтр. 

до фильтр. после фильтр. 
до 

фильтр. 
после 
фильтр. 

Среднее 
значение 

102 0 119 6 145 6 

В % 100 0 100 4.92 100 3.80 

Фильтруе-
мость, % 100 100 - 4.92 = 95.08 100 - 3.80 = 96.20 

Фильтруемость = 97.09 ± 1.94% 

I опыт II опыт III  опыт 

Количество КОЕ/мл Количество КОЕ/мл 
Количество 
КОЕ/мл 

E. faecalis 
ATCC 
29212 

до фильтр. 
после 
фильтр. 

до фильтр. после фильтр. 
до 

 фильтр. 
после 
фильтр. 

Среднее 
значение 

108 10 112 8 116 9 

В % 100 8.84 100 6.81 100 7.78 

Фильтруе-
мость, % 

100 - 8,84 = 91,16 100 - 6,81 = 93.18  100-778 = 92.21 

Фильтруемость = 92.18± 0.68% 

Общая фильтруемость = 94.63±1.3 % 

 
Некоторые исследователи особое значение придают физико-химическим 
процессам; в частности, окислению компонентов цитоплазмы бактерий и 
ее разрушению кислородом, растворенным в воде, причем Ag играет роль 
катализатора [15]. Имеются данные, свидетельствующие об образовании 
комплексов нуклеиновых кислот с тяжелыми металлами, вследствие чего 
нарушается стабильность ДНК и, соответственно, жизнеспособность 
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бактерий [13,16]. Существует также мнение, что Ag не оказывает прямого 
воздействия на ДНК клеток, а действует косвенно, увеличивая количество 
внутриклеточных свободных радикалов, которые снижают концентрацию 
внутриклеточных активных соединений кислорода [3]. Доказано, что 
наночастицы Ag сами по себе менее токсичны для бактерий, чем ионы, 
высвобождаемые при окислении наночастиц Ag [17]. 
 

 

 
  
 

Рис. 1.     Рис. 2. 

            
 
Рис. 1. Чашки Петри с посевами воды, зараженной E. coli в неселективную пита-
тельную среду. В первых двух чашках Петри (левая верхняя и левая нижняя) сде-
лан посев воды до фильтрaции, в двух других чашках Петри – после фильтрации 
через фильтр с Ag. 
Рис. 2. Чашки Петри с посевами воды, зараженной E. faecalis в неселективную 
питательную среду. В первых двух чашках Петри (левая верхняя и левая нижняя) 
сделан посев воды до фильтрации, в двух других чашках Петри – после 
фильтрации через фильтр с Ag. 

 
Таким образом, механизмы действия наночастиц Ag на микробную 

клетку включают разные процессы, обеспечивающие выраженный анти-
микробный эффект.  

Заключение. Обобщая полученные результаты, можно сделать выво-
ды о том, что Ag в составе фильтра по-разному воздействует на микроор-
ганизмы, которые отличаются друг от друга строением клеточной стенки. 
При одинаковом содержании Ag антимикробное воздействие нанокомпо-
зитного фильтра по отношению к  E. coli (Гр-) на 63.75% превышает анти-
микробное воздействие против E. faecalis (Гр+). Однако при увеличении 
концентрации серебра (в три раза) в фильтре можно усилить антимик-
робное воздействие нанокомпозитного фильтра по отношению к E. faecalis 
на 58.84%. 
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Рис. 3.     Рис. 4. 
 

Рис. 3. Разница бактерицидного эффекта фильтра с Ag по отношению к E. coli и E. 
faecalis. 
Рис. 4. Бактерицидный  эффект фильтра с разным содержанием Ag по отношению 
к E. faecalis.  
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Сорбцией наночастиц Ag, полученных методом электрофореза в матрицу бы-
тового фильтра, состоящего из пористого минерала туфа и изготовленного в соот-
ветствии с техническим регламентом (ТУ РА 23477755.1918-99), и их последую-
щим химическим осаждением получены нанокомпозитные фильтры, которые об-
ладают высокой биологической активностью. Показано различное антибактери-
альное влияние нанокомпозитного фильтра c наночастицами Ag на грамполо-
жительные (Enterococcus faecalis) и грамотрицательные (Escherichia coli) бакте-
рии, при этом увеличение концентрации Ag в фильтре может усилить антимик-
робный эффект нанокомпозитного фильтра против E. faecalis. 
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Ն. Ս. Մնացականյան, ՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամ Ա. Հ. Թռչունյան 
 

Ծակոտկեն հանքային տուֆից և արծաթի նանոմասնիկներից  
բաղկացած նանոկոմպոզիտ զտիչի հակամանրէային ակտիվությունը  

գրամ-դրական և գրամ-բացասական բակտերիաների նկատմամբ.  
տարբեր էֆեկտներ և կախվածություն արծաթի կոնցենտրացիայից 

 

Էլեկտրաֆորեզի եղանակով ստացված Ag նանոմասնիկների սորբցիայի շնորհիվ 
և նրանց հետագա քիմիական  նստեցմամբ կենցաղային զտիչի մատրիցայի մեջ, որը 
բաղկացած է ծակոտկեն հանքային տուֆից և արտադրվում է համաձայն  ՀՀ ՏԿ 
23477755.1918-99 տեխնիկական կանոնակարգի,  ստացվել  են նանոկոմպոզիտ զտիչ-

ներ, որոնք ունեն բարձր կենսաբանական ակտիվություն: Ներկայացված է Ag նանո-

մասնիկներ պարունակող նանոկոմպոզիտ զտիչի հակամանրէային ակտիվությունը 
գրամ- դրական (Enterococcus faecalis) և գրամ-բացասական (Escherichia coli) 
մանրէների վրա, ընդ որում Ag նանոմասնիկների կոնցենտրացիայի ավելացումը 
կարող է ուժեղացնել զտիչի հակամանրէային ակտիվությունը E.  faecalis-ի 
նկատմամբ:                                                                                                                                     

 

N. S. Mnatsakanyan,  
corresponding member of NAS RA  A. H. Trchounian 

 
Antibacterial Activity of the Nanocomposite Filter Based on Porous 

Mineral Tuff and Silver Nanoparticles against Gram-Positive and Gram-
Negative Bacteria : the Different Effects and Dependence on the 

Concentration of Silver 
 

Nanocomposite filters, having high biological activity, were developed by sorption 
of Ag nanoparticles (obtained by electrophoresis) into matrix of household filter 
consisting of porous mineral tuff (manufactured in accordance with the technical 
regulations (TC RA 23477755.1918-99)), and their subsequent chemical deposition. 
The various antibacterial effect of nanocomposite filter with Ag nanoparticles on Gram-
positive (Enterococcus faecalis) and Gram-negative (Escherichia coli) bacteria was 
shown, while increasing the concentration of Ag in the filter can enhance the 
antimicrobial effect of the nanocomposite filter against E. faecalis. 
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Согласно современным нейрофизиологическим исследованиям синап-

тическая пластичность является основой обучения и памяти в нейронных 
сетях головного мозга [1, 2]. Основной задачей современной нейрофизио-
логии является понимание механизмов долгодлящейся синаптической пла-
стичности. Поскольку биохимические механизмы неизвестны, важное зна-
чение приобретают теоретические исследования, в частности компьютер-
ное моделирование работы химического синапса, воспроизводящего долго-
длящуюся синаптическую пластичность. Результаты численного модели-
рования долгодлящейся синаптической пдастичности сделают возможной 
интерпретацию результатов физиологических экспериментов. 

Согласно большинству исследователей глиальные клетки, а именно 
астроциты, играют важную роль в синаптической передаче и являются ос-
новным механизмом долгодлящейся синаптической пластичности [2-4]. 
Целью настоящей работы является разработка математической модели 
долгодлящейся потенциации.        

Материал и методы. На рис. 1 представлена функциональная схема 
модели синаптической передачи. Модель состоит из пресинаптической ча-
сти, постсинаптической части и астроцита, служащего в качестве обратной 
связи. Для математического описания динамики распределения передатчи-
ка в отдельных пулах пресинапса модели и описания процессов, протека-
ющих в постсинаптической зоне, нами использованы уравнения, представ-
ленные в работе [5]. 

Обратная связь модели синаптической передачи. Если в процессе по-
дачи высокочастотной тетанической стимуляции концентрация Са2+ в 
постсинаптической зоне становится выше порога, срабатывает обратная 
связь, в результате чего происходит активация астроцита. Соответственно 
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внутриклеточным кальциевым колебаниям постсинаптической зоны возни-
кают экстраклеточные кальциевые колебания, которые являются их сим-
метричным отражением [6]. Экстраклеточные кальциевые колебания  вы-
зывают активацию метаботропических кальций-чувствительных рецепто-
ров (CaRs) мембраны астроцита [7]. Активация этих рецепторов приводит 
к образованию второго месседжера – IP3 [8], что ведет к активации каль-
циевых каналов мембраны запаса кальция астроцит – IP3R [9] и, следова-
тельно, к выходу Са2+ из запаса астроцита, т. е. к образованию кальциевых 
колебаний внутри астроцита [10]. 

  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Представим математическое описание процессов, протекающих в аст-
роците в результате срабатывания обратной связи.  

В случае высокочастотной тетанической стимуляции изменение [Са2+] 
в астроците перед применением к+1-го импульса описывается следующим 
уравнением: 

Ca_Аст(tk+1
-) =(Ca_Aст(tk

-) + K1*( Сапост(tk+1
-) -1)) *(exp(-dt/τc)), 

где tk
- – значение времени перед подачей к-го пресинаптического импуль-

са; tk
+ – значение времени после подачи к-го пресинаптического импульса; 

dt = tk - tk-1; Ca_Aст(tk
-) - [Са2+] в астроците перед подачей к-го импульса; 

Сапост(tk+1
-) –  [Са2+]  в постсинаптическом нейроне; τc– постоянная време-

ни спада [Са2+] в астроците; K3  – коэффициент. 

         
Рис. 1.  Функциональная схема модели синаптической передачи 

  выброс и мобилизация 
  восполнение и демобилизация     

И П – импульсная последовательность 
R - Готовое к высвобождению состояние       
П П - постсинаптический потенциал 
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Рис. 1. Функциональная схема модели синаптической передачи:  

  выброс и мобилизация; 

  восполнение и демобилизация;   

 И П – импульсная последовательность; R – готовое к высвобождению состояние;   
П П – постсинаптический потенциал; M – мобилизационное состояние; О С – 
oбратная связь  
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Активация астроцита приводит к выделению глутамата из астроцита в 
экстрасинаптическое пространство. Количество глутамата перед примене-
нием к+1-го импульса  описывается следующим уравнением: 

Глут (tk+1
-) = (Глут(tk

-) + K2 * Ca_Aст(tk
+))  * exp(-dt/τGL), 

где Глут(tk
-) – количество глутамата в экстрасинаптическом пространстве  

перед поступлением к-го импульса; Ca_Aст(tk
+) – [Са2+] в астроците после 

поступления к-го импульса; τGL – постоянная времени спада количества 
глутамата в экстрасинаптическом  пространстве; K4 – коэффициент 

Процессы, происходящие в пресинаптической части модели под воз-
действием обратной связи. Под воздействием глутамата, выделенного ас-
троцитом, происходит увеличение [Са2+] внутри пресинапса [11]. Увели-
чение [Са2+] в пресинапсе выше порога приводит к активации протеин ки-
назы А (ПКА) [12]. Изменение активности ПКА (АПКА) выше порога при-
водит к увеличению медиатора в M пуле [13]. Изменение АПКА перед 
применением к+1-го импульса описывается следующим уравнением: 

AПKA(t k+1
-) = (AПKA(t k

-) + K3 * Глут(tk
+)) *exp(-dt/τA), 

где AПKA(t k
-) – AПKA перед поступлением к-го импульса; Глут(tk

+) – 
концентрация глутамата в экстрасинаптическом пространстве после подачи 
к-го импульса; τA – постоянная времени спада АПKA; K 5 – коэффициент. 

Согласно разработанной модели имеет место модификация M пула 
пресинапса перед приходом каждого пресинаптического импульса. Коли-
чество передатчика, передаваемого в M пул из запасного пула в моменты 
времени  tk, зависит от значения  АПKA  в моменты времени непосред-
ственно перед поступлением к-го пресинаптического импульса. Если  
АПKA меньше порога, то количество передатчика в готовом к высво-
бождению пуле R перед применением к+1-го импульса описывается сле-
дующим уравнением: 

R(tk+1
-)= R0 – E (tk+1

-)+ M(t), 
где R0 – количество передатчика в R пуле в состоянии покоя; E (tk+1

-) – 
количество передатчика в промежуточном пуле Е до подачи k+1-го 
импульса, M(t) – изменение количества передатчика в M пуле по 
отношения к начальному  уровня.  

Если же значения АПKA больше порога, то количество передатчика, 
передаваемого из запасного пула в М пул (Vk) описывается следующим 
уравнением: 

Vk =  K4* AПKA(t k+1
-), 

где AПKA(t k+1
-) – АПKA до  подачи к+1-го импульса; К6 – коэффициент. 

В этом случае количество передатчика в R пуле перед применением 
к+1 -го импульса описывается следующим уравнением:    

R(tk+1
-) = R0 – E (tk+1

-)+ M(t) + Vk * exp(-dt/τz), 
где τz – постоянная времени восстановления медиатора в запасном пуле. 
После высокочастотной тетанической стимуляции количество медиатора 
в R пуле описывается следующим уравнением: 

R(T- tk) =( R0 - E (tk
+) * exp(-(T- tk)  /τR)) + M(tk

+)*exp(-(T- tk)/τDM))+ 
+ (Vk *exp (-(T- tk)/ τz)), 
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где T – время после прекращения стимуляции; τR – постоянная времени         
высвобождения; τDM – постоянная времени демобилизации.  
Тогда синаптический вес, который является нормализованным высво-
бождением медиатора (Wk),  описывается следующим выражением: 

Wk = R(T- tk) /R0. 
Результаты и обсуждение. В настоящей работе представлены резуль-

таты математического моделирования ДДП при раздражении пресинапти-
ческого нейрона тетанической стимуляцией высокой частоты (50 импуль-
сов с частотой 100 гц). На рис. 2, A представлена динамика изменения 
[Са2+] постсинаптической зоны как во время высокочастотной тетаничес-
кой стимуляции, так и после прекращения стимуляции. Как видно из рис. 
2, A, в процессе тетанической стимуляции происходит постепенный рост 
[Са2+] в постсинаптической зоне. И если [Са2+] становится выше порога, то 
срабатывает обратная связь, происходит активация астроцита, что приво-
дит к образованию кальциевых колебаний внутри астроцита. Активация 
астроцита приводит к выделению глутамата в экстрасинаптическое про-
странство [14, 15] .  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. А – зависимость [Са2+] постсинаптической зоны от времени как во время 
тетанической высокочастотной стимуляции, так и после прекращения стимуля-
ции; Б – зависимость активности ПКА от времени как во время тетанической вы-
сокочастотной стимуляции, так и после прекращения стимуляции. 

 
Выделенный астроцитом глутамат приводит к увеличению АПКА в 

пресинаптическом нейроне (рис. 2, Б), и если АПКА становится выше 
порога, то происходит увеличение количества медиатора в М пуле, что в 
свою очередь приводит к увеличению готового к высвобождению 
медиатора в  R пуле. После прекращения тетанической стимуляции  
происходит уменьшение [Са2+] и АПКА до исходного значения (рис. 2, А, 
Б). 

На рис. 3 представлена кривая синаптического веса W(k) после 
прекращения  высокочастотной тетанической стимуляции. Как видно из 
рис. 3, значение W(k) после прекращения стимуляции довольно длительное 
время  
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Рис.3. ДДП в ответ на высокочастотную тетаническую стимуляцию. 
 

 
остается выше исходного уровня W 0, что говорит о наличии ДДП.  

Результаты моделирования ДДП получены с использованием парамет-
ров, представленных в таблице. 

   
Значения параметров модели, используемых в  

компьютерном моделировании 
 

Пресинаптические 
ппараметры 

Постсинаптические 
параметры 

Параметры 
обратной связи 

PR                       0.1 
τR                       150 
PM                      0.7 
τM                       2.0 
τDM                    17 

R0                        0.3 
M0                        0.7 

K5               5 
K6              0.1 
τG            1000 
τI               100 

K1            0.001 
K2                0.1 
K3                0.1 
K4                0.1 
τC                      1000                
τGL                   1000 
τA                        100 
τZ                   50000 

 

На сегодняшний день нейронные сети различных структур мозга, во-
влеченные в процессы обучения и памяти, являются объектом большого 
внимания. Поэтому выявление механизмов ДДП имеет важное значение. 
Поскольку биохимические механизмы неизвестны, разработка математи-
ческих моделей химического синапса, моделирующих ДДП, является ве-
сьма актуальной. 

Модель, представленная в настоящей работе, основана на модели 
классического синапса [5] и на использовании астроцита, служащего в ка-
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честве обратной связи между постсинаптическим и пресинаптическим 
нейронами [13, 14]. В модели существует реципрокная взаимно-обратная 
связь между пресинаптическим и постсинаптическим нейронами и астро-
цитом. Работа  астроцита управляется концентрацией кальция в постси-
напсе [5]. При подаче высокочастотной тетанической стимуляции в пост-
синапсе получаем внутриклеточные кальциевые колебания выше порого-
вого уровня. Соответственно внутриклеточным кальциевым колебаниям 
постсинаптической зоны получаются экстраклеточные кальциевые коле-
бания, которые являются их симметричным отражением. Экстраклеточ-
ные кальциевые колебания вызывают активацию метаботропических 
кальций-чувствительных рецепторов мембраны астроцита, что приводит 
к образованию кальциевых колебаний внутри астроцита. Активация аст-
роцита вызывает выделение глутамата из астроцита в экстрасинап-
тическое пространство. Выделенный астроцитом глутамат приводит к об-
разованию кальциевых колебаний внутри пресинапса. Если уровень [Са2+] 
в пресинапсе выше порога, то происходит активация ПКА. Если АПКА 
становится выше порога, то в  моменты подачи пресинаптических им-
пульсов определенное количество медиатора из запасного пула переме-
щается в мобилизационный пул М. Изменение количества медиатора в М 
пуле приводит к увеличению количества медиатора в R пуле. После 
прекращения высокочастотной тетанической стимуляции количество ме-
диатора в пуле R достаточно длительное время  остается выше W0, что 
говорит о наличии ДДП.  

Разработанная модель ДДП может быть использована для исследова-
ния процессов в нейронных сетях различных структур мозга, вовлечен-
ных в процессы обучения и памяти. 
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А. С. Чобанян, О. А. Мкртчян, А. Л. Григорян, А. А. Мелконян  

Математическая модель синаптической передачи: 
долгодлящаяся  потенциация 

 
Представлена математическая модель синаптической передачи, основанная 

на модели химического синапса и астроцита, служащего в качестве обратной 
связи между постсинаптическим и пресинаптическим нейронами. Разработанная 
модель воспроизводит долгодлящуюся потенциацию и может быть использована 
для изучения нейронных сетей различных структур мозга, вовлеченных в процес-
сы обучения и памяти. 

 
Ա. Ս. Չոբանյան, Հ. Հ. Մկրտչյան, Ա. Լ. Գրիգորյան, Ա. Ա. Մելքոնյան 

Սինապտիկ փոխանցման մաթեմատիկական մոդել` 

երկարատև պոտենցիացիա 

 
Ներկայացված է սինապտիկ փոխանցման մաթեմատիկական մոդել, որն 

օգտագործում է քիմիական սինապսի մոդելը և աստրոցիտը իբրև հետադարձ կապ 
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նախասինապտիկ և հետսինապտիկ նեյրոնների միջև: Մշակված մոդելը նկարագրում 

է երկարատև պոտենցիացիան և կարող է օգտագործվել ուսուցման և հիշողության 

պրոցեսում ընդգրկված նեյրոնային ցանցերի հետազոտման համար: 

 
A. S. Сhobanyan, H. A. Mkrtchian, A. L. Grigoryan, 

A. A. Melkonyan 
 

Mathematical Model of Synaptic Transmission: 
Long-Term Potentiation 

 

The mathematical model of synaptic transmission has been presented, using the 
model of chemical synapse and astrocyte, which serves as a feedback between the post- 
and presynaptic neurons. The elaborated model incorporates the long-term potentiation  
and can be used for  studing neural networks in different brain structures, involved in 
learning and memory.  
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