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МАТЕМАТИКА
Р. М Мартиросян

Об одном методе исследования спектра возмущений 
самосопряженных дифференциальных операторов

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. И. Тжрбашяном 27 V 1965)
Заметка посвящена исследованию спектра несамосопряженного 

возмущения 7'=.4 4֊5г самосопряженного дифференциального опера­
тора .4. где 5—оператор умножения на комплекснозначную функцию 
। (л) В случаях, когда Д есть дифференциальный оператор нечет-

с/2я+։
кого порядка .4 = ( — 1)"։ —=—г- в л.5(—ое, ос) или полигзрмониче- 

дх՜
скип оператор Д = (—Д)* в Дг (£п) (где Е„ — л-мерное эвклидово 
пространство, п -3 нечетно и 2£>л). основной результат нашего ис­
следования состоит в том, что если у (х) экспоненциально убывает 
на бесконечности, то множество собственных значений возмущенного 
оператора 7՜ (с учетом и тех. которые лежат на спектре невозмущен­
ного оператора .4) может быть лишь конечным. Это утверждение по­
лучено путем применения некоторых предложений, верных в произ­
вольных гильбертовых пространствах и составляющих содержание 
теоремы Л и лемм 1- -5, и хорошо иллюстрирует возможности пред­
лагаемого в заметке общего метода, основанного на этих предложениях

Перейдем к изложении» упомянутых выше лемм. Условимся всю- 
՝. ниже понимать под .4 самосопряженный оператор, определенный 
на плотном многообразии Од । нльбертового пространства Н, а иод 
Т — замкнутый оператор, определенный формулой 7 .4 4- 5՜ (Ог = Оз).
где 5 — ограниченный (несамосопряженный) оператор. Через А* будет 
обозначаться резольвента оператора Я. Первые две из приводимых 
ниже лемм доказаны, по существу, в работе автора 11). хотя и явно 
не сформулированы, и поэтому мы доказательства опускаем.

Лемма 1. Если % принадлежит непрерывному спектру опера- 
тора Д и для некоторой последовательности операторы
■^..5 существуют и вполне непрерывны, то >0 точка спектра 
оператора Т.

Л е м м а 2. Если не принадлежит спектру оператора 4 и 
оператор ЗИ 3 вполне непрерывен, то са — или собственное значе­
ние, или регулярная точка оператора Т.



Чтобы сформулировать следующую лемму, обозначим через Л (, , 
оператор, действующий в банаховом пространстве В, определенный и 
некоторой окрестности точки Х = ХЭ комплексной плоскости, за исклю­
чением, быть может, самой точки Х = Х0, и допускающий представ­
ление 

(1)

где Я (А =1. 2,-г), К (X) — ограниченный оператор, аналити* 
чески зависящий ог X в окрестности точки X = л0, а Ф* (., X) — анали­
тические функционалы в этой окрестности, т. е. для любого ограни­
ченного и аналитического в окрестности точки X = оператора А1'^) 
и любого функция Ф*(/?(Х)<р, Х> аналитична в окрестности тЬч- 
кн Х = Х0. При этом мы называем оператор R (X) аналитическим в ок­
рестности точки > — %, если для любого функционала /£ В: и эле­
мента <?■ В функция /(/?(')?) аналитична в указанной окрестности. 
Легко доказывается следующая лемма.

Лемма 3. Пусть в некоторой окрестности и точки ь=.^ 
имеет место представление (О и пусть радиус Фредгольма опера­
тора К больше единицы. Тогда или Хф не является предельной 
точкой собственных шачений оператора А (к), или существует 
окрестность точки Хо, целиком состоящая из собственных зна-

Лемма 4. Пусть не принадлежит спектру оператора Л 
и пусть оператор $/? 5 вполне непрерывен для всех X из односвяз­
ной области, содержащей точку Хо, а также точки вида г = о-|-й 
со сколь угодно большими вещественными ~. Тогда Хо не может 
быть предельной точкой собственных значений оператора Т.

В самом деле, пусть X — собственное значение оператора Т. Тог­
да существует такое г՛, |Ф'!>0, что V 4֊ /?д53т>=0. Но в таком слу­
чае, как легко видеть и уравнение ф4֊£/??5э=0 имеет нетривиаль­
ное решение. Итак, достаточно показать, что собственные значения 
уравнения ф —£/?. £? «О не могут сгущаться к Хо, а это следует из 
леммы 3, ибо Нт + н1| =0. • ■ 1

Лемма 5. Пусть вне спектра оператора .4 оператор 
вполне непрерывен и пусть некоторая окрестность точки >0 (за 
исключением, быть может, самой точки ь0) не содержит соб­
ственных значений оператора Д Пусть голоморфные функции 

и и՝2($) определены соответственно в областях СхиО2 ком­
плексной плоскости и отображают их на некоторые окрестности 
их и П7 точки л0. Пусть, далее, подобласти О* с и вг с. О, 
отображаются этими функциями однолистно на части О։ с Их и 
О։ с 6, окрестностей 1\ и и„, отсекаемые соответственно верх­
ней и нижней полуплоскостями Пусть, кроме того, для всех 
и определены операторы Ф( и ՝У,, допускающие представ­
ление
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ф/ = 2 
fen-։

Ф* (•. О <р> 

('-'о)՞*

։р _ v чг/(՛, $) 

П (S — So)"/

(2)

(3)

где ?л> Фт ՛ wi (to) — (So) — *o , s0^G3 ), а линейные функ­
ционалы Ф* (•,() и ՝։՛((•, s), равно каки линейные вполне непрерыв­
ные операторы Kt и /Ил, аналитически зависят от t и s соответ­
ственно в Gx и Gv Если <P, = SRWlU)S (t£G{), V, =S/?a.,(։)S(s( G2 ), 
то точка л0 не является предельной точкой собственных значений 
(включая и лежащие на спектре оператора Д) оператора Т

В самом деле, согласно лемме 3, оператор (Е -f- Ф,)՜1 U£O\) 
существует для всех t^Gt, за исключением, быть может, конечного 
числа изолированных точек, ибо Hm |/?e+lt|=0. Поэтому точка 

т ֊• «*
*o=w'i ('о) не может быть предельной точкой невещественных соб­
ственных значений оператора Т, лежащих в верхней полуплоскости, 
ибо каждое такое собственное значение X, попадающее в О։, представ­
ляется в виде X = a/j(/), t^G\, и если у — соответствующий соб­
ственный элемент, то легко видеть, что ? = Sv+Q и ? + SRa.,«, S<p=O, 
г е. оператор Е 4- SR9l(n S не обратим для бесчисленного множества 
значений t из <?*, вопреки тождеству Ф, = SR«.,(/> S. Точно так же 
убеждаемся, привлекая к рассмотрению оператор Ч\,что Хоне может 
быть предельной точкой невещественных собственных значений опе­
ратора Т, лежащих в нижней полуплоскости. Наконец, чтобы убедить­
ся в том, что Хо не может оказаться предельной точкой веществен­
ных собственных значений оператора Т (лежащих на спектре опера­
тора Л), достаточно, очевидно, показать, что если К* принадлежит не­
прерывному спектру оператора Д и является собственным значением 
оператора Г, то

Игл (£ Д- SR^+i- S)i/ = 0(Imt=0) (4)

при некоторо.ч у^Н. у^О, после чего останется лишь повторить вы­
шеприведенные выкладки. Но это предельное равенство является 
следствием следующего более общего предложения, установленного 
о работе автора |*|: если л0 является точкой непрерывного спектра 
некоторого самосопряженного оператора А в гильбертовом простран­
стве Н и если уравнение Аи — /.0« = / разрешимо, то « = + н/т -♦ 0
(1т-: = 0).

Приведем следующую теорему, на которую будем опираться нн- 
*е и доказательство которой дано в работе автора [’] При этом за­
метим, что точку Хо мы называем, следуя Данфорду, точкой непре­
рывного спектра несамосопряженного оператора Г, если *0 не являет­
ся собственным значением этого оператора и многообразие (Г — 
"'йЕ) От плотно в Н и незамкнуто.
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Теорема А. Пусть А и — замкн угпые линейные операторы
вообще говоря, несамосопряженные и неограниченные) с плотны
ни областями определения в гильбертовом пространстве Н, а
ограниченный линейный оператор ; несамосопря.* енный}, 
!^с1Ь Тогда-. ’ ’Л Н

I) если являете я регулярной точкой оператора А и

причем

где R ре «зльвента оператора I, то оператор '! =■ А и\ замк 
нут и является

2) если точна 
ным значение я и

его регулярной точкой-, 
спектра /ч> оператора А не является собствен- 
если существует такая последовательность

/ п — /•(,. что
«чр ЦО-» — R• „ < х.

1ИП1П/1 I R П1’\՝~
(6)
(7

то оператор Г = Д (I замкнут и /ч) принадлежит его спектру, 
нс являясь собственным значением;

•О если (.4 4 П\'Г =Д* (С \ ) и выполнены условия (6՜ и (7/ 
то точка >„ непрерывного спектра оператора А остается точкой 
непрерывного спектра оператора Т = А Д- 6’1/. ,ЗУМч|

Переходя к приложениям, рассмотрим оператор Т = А 4-5* в 
Л. (—ос, ос), где А дифференциальный оператор нечетного порядка

А
(р՞ ■ _____

IV ' . а 5 оператор \ множения на I </(х) , где </(х)
<1х՜

комплекс позначная функция и при некотором гс>0 удовлетворяет ус 
ловию

Се ’ (— ос< х < ос). (8)
I ео рема I. Собственные значения оператора Т =А—82(вклю­

чая и вещественные), гое 8—оператор умножения на комплекс- 
позначную функцию । д(х . удовлетворяющую условию (9), яогут 
образовать гишь конечное множен тво, причем вне круга радиуса

у (х! дх
2л 1

|9|

/.ооственных точении нет и все остальные точки вещественной 
оси принадлежат непрерывному спектру оператора Т.

Булем считать Ьп - 0 и положим •- Г"

да ядро К IX у, >) резольвенты R оператора 
форме

. Тог-

. . 2А«
" Э-՜.

(-2п֊С-\)^ г е ' -V V -О
’ ' Г- 0

. и О’ Г2г • I > = 
ы V ‘ (г-»

(2л I) Т՜'1 е е ■ . х - у О.
26»> ՛ ° И



Считая х у произвольного знака, положим

Легко видеть, что это — целая функция по ( 
Положим, наконец.

/ 2'- »Л П • * А 1 1
*Г (Г, х-у) = —— ..У <- ’

(2՞ +1 > '։ £> I

ал-1 ‘Г1
21^ ’ '(х-у)к

-2------------ --
/>! ’

Ясно, что и 4՜ (/, л у)—целая функция. Если далее, обозначить ч< •
рез / (X) функцию, равную 1 

< 1ьных л. то. очевидно,
при положительных л и <1 при отрипа-

2г (р ♦ 1)

______ 2г.1 " е -

(27+1)^ ^ ֊ Р] У>1₽

4֊։Г (Г, л у) / (у х) Ф (Л х у).

Теперь из леммы 5 немедленно следует, что а —0 не можс г быть 
предельной точкой собственных значений \ оператора Т, для кото­
рых 1тл*Х) (точно так же можно рассмотреть случай, когда 1т >■ 0։ 
Все остальные утверждения теоремы вытекают уже из форм>лы (10). 
■ ели воспользоваться леммами 1. 2 и 4. Наконец, из теоремы А еле- 
чет. что вне круга радиуса (9) нет собственных значений оператора 
Т. ибо очевидно, что

— «г

Перейдем, наконец, к изучению спектра несамосопряженных воз 
мущеннй оператора

Л = (- АН (11)

к где Л — оператор Лапласа, Еп эвклидово пространство не­
четной размерности п 3, к — целое положительное число, причем 
2А^>л. Как известно, оператор Л - (—А)* самосопряженный и его 
спектр непрерывен и совпадаете положительной полуосью. Более того, 
как это следует из вычислений, проведенных в работе автора I ядро

(>'. У. л) резольвенты R. этого оператора имеет вид



где по ложено а - /**. <)< аг£< < —. = (*>. ՛ • •» х") и
А՝

/ п-З
Ф(г х) = |՝ е"|х|1 (1 -$•) г/л. (13)

I
причем , х| (Л? 4-• • • (-■*!)’. Докажем следующую теорему.

Теорема 2. Если размерность и пространства Еп нечетна, 
причем л>3 и 2к~>п, то собственные значения оператора 7՝=А-|֊5* 
(включая и положительные), где А определено формулой (11), а 
5 — оператор умножения на комплекснозначную функцию \ д (х) , 
удовлетворяющую условие (8), могут образовать лишь конечное 
множество, причем вне круга радиуса I 1

(141

собственных значении нет. и все остальные точки положительной 
полуоси принадлежат непрерывному спектру оператора Т.

,вЪ
В самом деле, поскольку 1т (1е )>0. то формулы (12) и (13)

для ядра резольвенты оператора А, также условие (8) показывают, что 
вся положительная полуось принадлежит спектру оператора Т и вне ее 
*тот оператор может иметь лишь собственные значения, не имеющие 
предельных точек вне положительной полуоси. Доказательство немед­
ленно следует из лемм 1.2 и 4. Из теоремы А вытекает, далее, что 
нне круга радиуса (14) нет собственных значений оператора Т, по­
скольку. как легко видеть

п т 1
л г ■

п — 3\ I |<7 (Д') I дх.
2 /

Остается показать, что ни одна точка положительной полуоси 
не может быть предельной для собственных значений (с учетом и по­
ложительных собственных значений!), т. е. что мы находимся в усло­
виях применимости леммы 5. С этой целью введем обозначения
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и

'Г (Л ■<)=,

Я+1

2к 7

I 91 -и

о
|егко видеть, что

п т I

4п ‘
— I—

էէ2*-П

/7 2/в
|Л_у(2р^рХф(Лл уЬ

'’՜0 1 ֊ е

Поскольку первый член правой части содержит лишь четные степени 
х—у|, а второй член ’Р ((, х— у) — целая функция по /, то условия 

леммы 5 выполняются, что и доказывает теоремуИнститут математики и механикиХкалемии наук Армянской ССР
: 1Г ւՈԷՐՏԻՐՈՍՃԱՆ

1*Ոք'6ահւսւք ш|п1.Л ()Ա|Լրա^որՈԼրի ււ)-իհք6սւհսււքսւ|ու.ծ <|гգրւ 111 ։Г6Լг|։ 
սԱ|Լ1|որի ЬԼ *ւսպпмпьрпиб ։քի հ||սւ6ակի մ՛ասիս

11,յ/ււաս>տնւ>ու.>/ աոահարկվու մ Լ ինրնահամտլուծ Օպերատորքէ 7" = /4 -? ծ՜ 
դրդոմ ան սպեկտրի հե տաղոտ օ՚-թ յան մի եդւսնակ, որտե/յ Տ~ր սահմանա֊ 

փաէք օպերատոր Լ, Այն հիմնված է Նրա վրա, որ եթե Հթ $ Օպերատորը (որտեղ թ* ~ն յհ օպե֊ 
քւստորի ոեղոլվենւոն է) (Ւո,(Ւն անընդհատ է /| Օպերատորի սպեկտրից դուրս ե եթե ունի 
(երդավոր չափանի մնացր ք ընդհանրապես ասած, որոշ ոիման յան մակերևոլ յթի վրա) .4 
Օպերատորի անընդդատ սպեկտրի /. = / 0 կետի շրչակայրում ապա / 0֊Ն չի կարոդ հան1ք։- 
••"նալ / դրդոված օպերատորի սեփական արմերների սահմանային կետ։ Այս պնղու.մր 
կիրաովո^մ կ 7 = /1+ճյ օպե րատորի սպեկտրի հետադոէոմ ան նկաամամ բ, որտեդ .4 ’ (— ձ)* պոլի հարմոնիկ օպերսւտոր է Լէ(£ո) տարածոէ թյան մեջ, ^ո՝ր կենտ չափանի 

տարածու թյունն Լ ե ՝2Է > Ոէ իսկ Տ- ր րադմապատկման ոպերատորն է անվեր- 
^"ևթ յոսնու-մ երսպոնենչյիալ կարւլի նվադոդ կո մ պ լե ր սա րմ ե ր ֆոէ.նկդիէՈ յով: Ապացուցված 
(» որ այղ օպերատորի սեփական արմերներր կարող են կազմել լոկ վերջավոր րազմու- 
Օլու ն, րնղորոէ մ

'•սոավղով շրդանից դուրս սեփական արմերներ չկան։ Համանման պեղում ստացված Լ 
(է*՜ + I

կարգի Л (--- 1)П/ - սովորական դիֆերենցիալ օպերատորի ղեպրում
<է.^Ո 1
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1965

МАТЕМАТИКА

Ф. Г. Арутюнян

О сходимости почти всюду рндов по базисам 
пространства 1Р |0, 1|

illp< ici.ib.u-ho чл.-корр. АН Армянской ССР А Талвляном 29/V 1965)

§1. Введение. В 1927 г. А. Н. Колмогоровым в работе (11 без до 
касательства была сформулирована следующая

Теорема. Существует функция /(х) /., |0. 2"|, ряд Фурье
которой 

. «л cos пх b„ sin пх (Н

после некоторой перестановки членов расходится почти всюду на ! 
отрезке |0. 2-|.

В 1960 г. появилась работа 3. Загорского (2), содержащая схему до- I 
казательства этой теоремы Отправляясь от метода Загорского. П Л 
Ульянов ( । распространил эту теорему на ряды по системам Хаара и 
Уолша. Исходя и . указанного результата, П. Л. Ульянов (3) и А. М. 
Олевский (4) доказали, что аналогичная теорема верна для любых пол- I 
ных ортонормированных систем и даже, как показал И. Л. Ульянов (3). ; 
для любых базисов пространства |0. 1|. Теорема II. Л. Ульянова! 
формулируется следующим образом. I

Георема Ульянова. Пусть {/„(х)} базис пространства] 
|0. 1! Существует функция /(л) ֊/_։ |0, 1|, разложение котс-1 

рой по оазису I
I' * С * 4

У. ая/л(х) (2)1
л-0

после некоторой пере*. тановки членов неограниченно расходите* 
почти всюду на |0. 1|. |

Оказывается, что эта теорема И. Л. Ульянова верна для любым 
базисов пространства £Р (О, 1], р > 1. А именно, в настоящей заметке 
доказывается Ч

Гео рем а 1. Пусть {/^(х)}—базис пространства ГР |0» Н |
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^>1. Существует функция 1Г |<1. ||. ра сложение которой 
но базису

ЛМ1 
п- о

(3)

после некоторой перестановки членов неограниченно расходами я 
почти всюду на |О, 1|.

В доказательстве теоремы I используется конструкция работы 
Олевского, но при этом приходится применять метод, отличный от мето- 
юн П. Л. Ульянова и А. М. Олевского, использованных ими при тока и; 
тельстве соответствующих теорем для полных ортонормированных си­
стем и для базисов пространства £. |0, 1|.

Кроме того, указанным методом доказывается также следующая

Теорема 2. Пусть последовательность нормированных 
функций \}п (х); из 1~р |0, 11. р'^> 1 слабо сходится к нулю в / р |(>, 1|. 
тогда можно выделить подпоследовательность !/Я1(х|'( такую, 

что если ряд

*-1
(4»

сходится в метрике 1.р |(), 1|, то он сходится и почти в юлу на 
|0. 1|.

Отметим, что теорема 2 является обобщением теоремы Д. Е. АТнь 
тона (5) о том, что из всякой последовательности ортонормировании\ 
функций можно выделить подпоследовательность сходимости. Волге 
того, учитывая, что последовательность функций {/„(х)}, образую­
щих нормированный базис в пространстве ёр |0, 1|. р^: I. слабо схо­
дится к нулю в Ьр [0. 1| (это следует из (®1 теоремы 6.2.5). из тео­
ремы 2 вытекает

Следствие. Если {/„(х)} — нормированный базис в 1.Р |0. 1|.р 1. 
то из любой подпоследовательности {/„ (х)| можно выбрать по ни - 

следоватсльность {/„ (х)} такую, что если ряд

(5)
/-1

сходится в метрике Ь,, (0, 1|. то он сходится и почти всюду на |0. 1|.
§2. Доказательство теоремы I. Прежде всего напом­

ним определение системы Хяара. Положим

7.։“,(х)=1, при х£ |0, 1| (6)

далее, для каждого т = 0, 1, 2, ••• ,
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2к 2 2к 1
при

при
2* 1
9«+1 ’

2£
2'п+|

(7)

0. н остальных точках.

- к 2՞.

2 2

где дли каждого <// индекс к пробегает значения к= I, 2. ••• , 2<л.
роз {X, (л)}. // = (). I. 2. • • • ; обозначим систему Хаара, упорядочен- 

в порядке

/о(л). /п* (л), •••, ••• . (8)

В дальнейшем мы будем применять также некоторый класс орто- 
нор.мированны.х систем, построение которых аналогично построению си­
стемы Хаара. но при этом отрезок [0.1] делится не на интервалы равной 
длины, а на произвольные множества равной меры

Для построения <ти\ ортонормированных систем определим систе­

му множеств |£՛/" . Е*'. £'^’|, т = 0. 1, 2, •••; 1 < к < 2՞1 следу­
ющим образом ’ . *•£ 15

Положим ՝ ДЙЙМ
£о'=|О, 1| (9)

Разделим £՛,’ на два множества Е^‘ равной меры

= (10)

Если уже определены множества

р 1 1 р ։ I) р (I>
О • ' ’ ’ * ।. Ет—\. • ^-1 £^-1 (11)

то множества

ГТ1’. гТ". еТ. 1 . 2"1՜1 (12)

определяются следующим образом 1

” 0 Е^֊1' - " =р£(։4 '’. ։> Л £^’։>=0
и = £4**>. -Е^ = л Е™ = 0 (13>

Положим

?о'(х) = 1. при л Е‘“’, (14)
я для каждого /л=(\ 1. 9 ... Ц*ЙИ|

(Д I =
I 2т . при X Е(^

к 2т . при х £ Е -п 
0. в остальных точках,

(15)



где для всякого т. 
!? (х)}, 7/=0, I. 2, • 
ложенную в порядке

* принимает значения Л= I, 2, • • • , 2" Через 
• , обозначим систему 'Ф<<>> (х), >•)(х)).’ ряспо-

?7(х), , фО)(л). .... ^(х), ••• (16)
Систему {?„(-*)} назовем обобщенной системой Хаара

Iеорема 1 доказывается при помощи следующих двух лемм.
Лемма 1. Для любой обобщенной системы Хаара !рг (х){ 

существует ряд

2 а"?п (*)• 
п-0

(17)

который после некоторой перестановки членов неограниченно рас­
ходится почти всюду и

т
2 Фл (•*)!< 1 < при х £ Е, пЕ= 1, т = 0. 1. 2. • (18)
л-0

.'1 е м м а 2 Пусть заданы функции ф0 (х). о։ (х). - • ■ . ։[я (х). 
принадлежащие пространству |<7|, </>1. |16>0, тогда для лю­
бого £^>0 можно указать множества О, // О։ и функцию 1»(х). 
такие, что

11 6\ + (7. = 6, П 6։ = 0.

2) 1*01 = (1б։,

х3) (19)

*=0. 1. 2. ••• . и.
ГЛ г

И >(х)=
7=՜. ПРИ

V
С։

(20)
х

при

ных

был

Аналог леммы 1, в том частном случае, 
систем Хаара {?„(х)} берется обычная 

когда вместо обобщен - 
система Хаара {Х„ (х)}.

доказан Олевским (см. (*), лемма 2). Доказательство же .тем­
чы 1 опирается на указанную лемм) Олевского. Оказывается, что 
если ряд

5! а„’4(х) (21)
п 0

ни системе Хаара обладает тем свойством, что его частные суммы 
ограничены и он расходится почти всюду после некоторой переста­
новки членов, то ряд (17) с теми же коэффициентами также оола- 
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i:h՝t этими свонетвямн. При этом ряд (17) расходится после той же 
перестановки. что и ряд (21>

. |емма 2 (оказывается очень просто. Положим Р(д) =u |0. Л|
д- G и рассмотрим функции •’

(22)

где [г и։; - система Радемахера. {ря(л)' будет ограниченной орто- 
нормированной системой на множестве G и поэтому . "՝

Um I Г (х)ря (г)</л = О

G
(231

(ля любою / (л) L Возьмем т настолько большим, чтобы

| (Л'^Л՜ <г. * =<>. 1. 2. ••• . И

G
(24)

Из (22) непосредственно видно, что множество О можно разде­
лить на (на множества О', и О, ранной меры так. чтобы функция

' 1 "■ ’
I ро

1
I ЙО*

при х £ G, 

при х £ G
(24)

почти нею (у на о՜ совпадала с р„ (л). Эта функции -Ь (х) будет удов-

Гсперь прнст ним (оказа гельству теоремы 1. Пусть {|ж(х)} 

сопряженная к базисе !/л(л)! система в |0, 1|, где — — = 1.
? Ч

Обозначим через о’0'. / 0. 1. 2. ••• . коэффициенты разложения
функции ?0(л) = 1. л- ч- |0, )| Ж1 базису (/Дх)}. Имеем

I п
"'.0|= ( (.г)?в(хНх. (25)

•I з С о I ’ I

Возьмем число //j настолько большим, чтобы имело место нера­
венство

•։-1
1 <1, "(, = <’■ (26)

1редположнм, что \ же определены числа О =
и ф нщии |р0(л).га(д|, представляющие первые к 1 фуикинй 
некоторой обобщенной системы Хаара так, что Й ( 

2С.К



л|л/,(х) ?/(x) (27)
Lz,|0.11

Легко заметить, что в силу леммы 2 можно определить с (л) 
таким образом, чтобы функции ?0(х), <Мд). •••, ?>(х). 1 (д) пред-
П'авляли первые к 2 функции некоторой обобщенной системы Ха- 
аро и чтобы имели место неравенство

У ՛>/,(*) 

/-л.
(2*)

а'*’ п =
1
С м*)

о

После этого выберем nk 2 '^'in 1 так, чтобы
' "*+а՜1 fl

У «'* < 9' -

II /р|0. II
(29)

Таким образом определяются обобщенная систем.। Хадра}? (л>; 
и натуральные числа 0 =/։0<я։< •••</։*<Г . ыя . отор ։х исил\ 
(26) — (29) имеем

л*+ । ~։
У а\к'/, (л) —? (л) < (39)

I Мяо /-pio.il

1.1Я любого к = 0. 1. 2. • • • , ,
Пусть ряд

V ак ?Дл) (31)
* о

по построенной нами обобщенной системе Хаара )донлетноряет усло- 
нш.м леммы 1. Непосредственно видно, что этот ряд сходится в мет­
рик։! Ар |0, 1|. р^>\- Очевидно, можно считать, что </» <1. 
к =0, 1, 2, • • • , и следовательно

а/՛/, (д) «*?й(х) (.32)
/ лы- и

Рассмотрим теперь

ti\k}f, (л)
»-и

(33)
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Прежде всего заметим, что этот ряд сходится в метрике ЛА|0. 1| 
В гамом деле, положим |

5>(։) V а, V «<•»/, (ж). 7 = 0.1, 2. •••, (Дц 
>~0

Тогда для любых р' и /, <Г’>Р в силу (32) имеем

(х) — 5Р (х)
ipP.il 1

ч' **+։-•
V а, V й’“/։(х) 

»_р-,1 4р|0. 1(

а» а‘*»/,(х) — «»г.(х) (351

?.(х)
1»|о. И

Г а*®#(х) 

р и м”1

Из полученного неравенства (35) и из того, что ряд (31) схо- 
։ится н метрике /г |0. 1], следует, что 5^ (х) — 5р-(х)!^|о. п стре­
мится к нулю, когда р' и д' стремятся к оо. И. следовательно, рас­
крытый ряд (33) по внутренней сумме является разложением по ба­
зису / (х) некоторой функции /’(х) из Ьр |0, 1|. Для доказательства 
теоремы 1 достаточно проверить, что ряд (33) неограниченно расхо­
дится после некоторой перестановки его членов. Покажем, что раз­
ность рядов (31) и (33) абсолютно сходится почти всюду. Это выте­
кает из того, что в силу неравенства (32) имеем

Ч+1֊1 я • I
\ ( а‘ а!*‘/,(•*) ~ «»?*(*) 

*-0 0 I ^лк

а{*7։(х) --а*^(х)
»

(36)
tplO.ll4-0 2

4
Отсюда, так как ряд (31) неограниченно расходится почти всюду после 
некоторой перестановки членов, ясно, что ряд (33) тоже неограниченно 
расходится почти всюду после той же перестановки членов, что и 
ряд (31).

Таким образом, теорема I доказана.
Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

V хи.гт’р’зпьъзиъ
/ р|О.1Ь вшгшда.^шб Гш«||||>Г>Ьг«.Ц еи.гГЬгЬ Чп* «|акГ|»ввк рриб аГиифГ.

М.|>М 1. |Г„(хЛ /._ |0.1|.
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un »•/—/(л)€-£₽|0,1| .r> V ая/я(х) jbr
л-0 

e*~ r-чУ'’У i-rrk *г*: р)Я. v>, са» Cwj«r/M,

HLnpLtf 2. bpi {/й(х)| р**н чп* j < /.p |<). I|«“,« -т» \ГшЪ^9

♦*fA/A < — |/я>(*)) wyVuybw, «/* «/6Ъ tffi \ (t)
a — 1

[ ? |0. l|-*։^ f*1 jmJ fcfM w/Oliai. pL p jnt itpl

Л HTEPATypA-^eUhUbObfrSO b Ъ

1 А Колмогоров. Д. Меньшов, Sur Ij convergence des series de fonctions ortho 
gon.tles, Math. Zeltschr. 26 (1927). 432— 441 J 3. Загорский, Une serie Fourier pcrmu- 
tee d'une Soncllon de clause l.: diveigenie presque partout, Compt. Rend. Agad, Sei., 
251 (196U). 501-503. ’ /7 Л. Ульянов, Успехи матем. наук. ХЧ, Jt 3 <1961). 61-142- 
♦ Л Af Олсвский, Илвсстия АН СССР, серия магем. т. 27 (1963), 343 -366. 1 Д. Е. 
.Меньшов, Sur la convergence et la sommailon das series de foncnons orihngonale-. Bull
Soc. math. France, €4 (I93t), 147 170. 1 С Кичмаж. Г Штейгиуз. Теория optoro
иальных рядов. М., IS58
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МАТЕМАТИКА

В\ Нюан и и в Островский

О логарифмической производной мероморфной функции

(Пре цтаилено академиком Ш Армянской ССР М. М. Джрбашяном З/УН 1965)

1 ’ Р Нсванлннна принадлежит следующий результат ((’), стр. 611.
Пусть фхнкцня/(с) мероморфна при 2<оо, и /(0) = 1.

Г« г ы при всех г и /?. !)• справедливо неравенство

-1 1п 7(7?) +- 31п 1 + 4 1п 7? + 21л—+ 24. 
/?— г г

В этой гамет.е доказана такай теорема.
Теорема Пусть функции /(г) мероморфна при |с|<^2,

2 и /(0) = 1. Тогда при всех я, I, и всех г и
/? •- 2. <. прчвео.шво неравенство ■

/ 1' \ 1 I 32 / г \ ֊ ’ ’ • 1 1т г, /-] - 1н | — _ I-------г ՝ 7՝(/?) -ф — 1п 2, (11
' / а 11 — а ' R I | а

Т (/?) = шах (/'(/?). 1). . |ЬЯв^

Для сравнения с результатом Р. Неванлинна заметим, что из (I) 
непосредственно вытекает соотношение *.•

/ /■' \ 1 + / 1 \ + 1 / 1 \ -т(г~} —\пТ(Н) (I------ )|п—-- -----— )1пЯ֊
/ 2 \ а / R — г \ з /

г з 1 а • 

։ \н>жнг брать сколь угодно близким к единице, то
в этом с< отношении коэффициенты при 1п 7 (7?). |ц ' и 1п R 

R г
можно сделать сколь угодно близкими соответственно к 1. 2 и 2.

При помощи нашей теоремы мы получим, что для любо։։ мероморф- 
ной но всей плоскости функции / (г), имеющей порядок о, справед­
лива оценка '/И

11т (1пг) /«(г, шах (р — 1. О). (2)

ОТО



Легко проверить, что .тля 
функция Миттаг-Леффлера,

функции /(?) = £,(?), где Е,. (г) -

Е, (г) = V
*1-0

2*

Г (1 Ч-пр-1)’

(I (21 имеет место знак равенства (при целом р можно рассмотреть 
также функцию ехр(г*)).

2. Доказательство теорем ы. Будем исходить и । формулы 
Шварпа-Неванлинна (С1), стр. 4):

2г.
1п/(г) = ±1՜ш।гфь?л: у

<Т 2*Л 5еп-га -1 х։֊акг

и՛ а* — нули функции/(г), Ь1 ее полюсы. Дифферен-
цнруя по г, получим

/(£)
Нг)

֊— & + V 5.= -----
(хе — г)։ (х։— а*г)(г—«»)1аА| ։

V . зг-1^1г
- (> - Ь,г)(г Ь<)

Р/
Обозначим через {ст} теоретико-множественную сумм) последо­

вательностей {а*} и {(’/}. Замечая, что
2։

11п 1/(хе'(')||46 = т (х. О) + т (х, ос) 2 Т (х).
</ 
о

1 ст р
(х* — стг)(: с„)

՛՛՝ дем иметь

Г (г) 4$Т(х) X У 1
/(г) (х —|г|)։ 5 —р1| ",|г ^<>.1՛

Из этого неравенства следует, что ()<։ I)



Так как

то мы имеем

-$*I>»(Д, О I Л (Д>, до 11 
։ I — »)($ — г)" г*

В угом тратт тн»՛ 5 произвольное число, такое что г<^{ Ц. 

Положим з «= (А? - г). Замечая. что $

з г R — 5 —(А?—г), Г(|)^7(Я),

_,։ «и _4< * Г п{։. О) г Щ1, «)
р — 5 / ։ < ■ .֊ _л

—------(ЛЧЯ. ооП<—------ 27(Л>< Г(Р».
R х R — $ R — г

получаем

(Я-г)”
Г (R)

(1

г՜'Г (Я).
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Так как

то теорема доказана
Замечание. Попутно доказано, что для ысроморфнии при 

г |< 2. 2 ч. «. функции / (г) с / (0> — 1 и любы։ «. г и R 0 < я < |, 
0<г<₽<2. справедливо неравенства

О

Этот результат, как нам кажется, представляет самостоятельный ин­
терес, поскольку он приминает к следующей важной теореме У. Дж 
Фукса (*): если / (г) мероморфная во всей гм ос к ости функция ко­
нечного нижнего порядка /. то существует послсдонатгльност! г ос 
такая, ЧТО при Г «= гя

*дг К (к) положительная конечная величина, зависящая лишь от » 
(получениям Фуксом опенка .для А('| была позднее усилена В. II. 
Петренко (*• «)). Величина, стоящая слева в (4>, обращается в ос 
при г ֊ I сж . поэтому для нее невозможна оценка Эл» «тех г. яня 
И1ГНЧИ8Я (3).

Так как

+ 1п 2.

то из теоремы Фукса следует дополняющее нашу теорему утверждение 
что для всякой меромирфной во всей плоскости функции /(г) конеч­
ного нижнего порядка к можно указать последовательность г, * «ж 
гякую. что при г » г

I * (*> г (Г) (5)

3°. Докажем теперь соотношение (2) Легко видеть, что общность 
не уменьшится, если мы будем считать, что /(0) = 1 Полагая в (И 
/? = 2г, получим
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, Г \ 1.1 12« Т (2г) I , 1п2
■՛! / г. ' ) I" , ---- я---- ' ----- -\ / / а I I а г I а

1 |(, Т <2 г) + 1 4 ֊’ 111— . (6>

Так как при любом 0 справедливо Г (2г) = О ((2г)’+։) =
г — оо, то ' ..Л 1

Г* ՝ 1•п(г. ■ I — тах(р4֊г-а, 0)1пг 4-0(1), г —аз,
\ / ' 1 ։

откуда | 
1(ГП(1||Г» 71 ( Г, 1 —тах (о :-з —а. 0).

Устремляя £ к 0, я а к I, получаем (2).
Замечание I. Если /(г) мероморфная во 

функция нижнего порядка к, то
всей плоскости

11ТИ (1|1 Г)՜ ' 771 I г.
Г-*- ж \

шах (к 1, 0)

(ли доказательства этого соотношения нужно воспользоваться 
(Ь) и тем обстоятельством, что для любого г^>0 найдется последо­
вательность г. • <. тля которой / (2г„ )=О(г‘+։). п — эо

Замечание 2 Неравенство

1(т (1п г) 1 ш

которое слабее и (2| и (7). легко следует из (5).
Замечание 3 Одним из авторов было доказано ((4), стр 

286 287). что если / (г) мероморфная во всей ПЛОСКОСТИ функция
рода р. то 

, Г \
/и ( г. ) -- /»1п >■ 4֊ о(1), г — ос. (8)

। 7
Как изнистно/ всегда р ъ р ՛ ]. Если мы имеем р < гг<1р т I 

и то из (2) следует (8). Если же р = р 4֊ I или /? = 0. то (81 
из (2) не следует. • Мы можем все же сейчас иол)чнть (8) при 

Р<х I (тогда /> = 0). Для этого заметим, что

՝-
я

и поэтому из (3) с R 2г, р<а 1 вытекает
256

I — я
г (2 Г) 4- 1

= о(1).

Харьковский юсулз|ктнскнын университет 
им, А М Горького
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Վ111* ԽԴՈԱՆ ll’l. Ի. ‘I. IlllSfՈ’111’րԻ

(ГЬгП'Гпгф ֆա Ճ1|<յիափ III<Jtur|iplT<uկւօ6 jCB|^ էքՀօւփքւ

Հր.7^ա*-« մ աայացոլզվա Հ Լ հետեյա/ թեորեմը'

ենթադրեն ը J (շ) ֆունկցիան մերոմորֆ 4 |z| 2, 2 !Ю յրքանոԼ մ ե / (0) = I Г
«|7 J ГТГ «֊ЬЬр}, 0 ։<! 4 Հ "/'•/’ ր f- R, 0<֊ Г < # - U արյէր\ւրի հաԼար
Ւր»/’ 4 -/•/«/ ա»Ն հավասարություՆր

.րաեՀ 7 (Ա) 1ՈՅ* (7 (Զ), 1)/
թեորեմը րՈ (ր, ք'1ք)֊ի համար աաչիո Հ *^4^ւՒ *11 էԴ" , ը աՆ

Ռ. նևան/ինային պաակաՆող թեորեմը [ 1|» 4ք 01։
1՝եր4*^^ թեորեմի ոպնոլթյամր ասյացացվոէմ Հ, որ ամրո^յ հարթության մեքմե 

րոմորֆ ն /(’) հ^մար իրանայի Լ

|1ա (|ո ր)՞“ րո (ր> ------) < 1ՈՅ> (ս-) .0)ր-**- \ Հ '
յ^ւ ո f Р յ^ւն ր, որտեղ >Ն^րա^որ Լ Նաե iu/^ւսսարու թյաՆ \աՆր։

Л И Т ЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՕհ^ՏՈ b Ն

/?. M vanlinna, Le theoreme de Picard—Borel e։ la tlitone des lonctions mt- 
oniorphes, Paris, 1929. •* У. Дж. Фукс, Ann. of Math., 68. № 2 (195^), 203—209 
Я П. Петренко, .Известия АН Армянской ССР*, серия физ -матем., т. 17. № 1 (1964). 

23-36 В. П Петренко, ДАН СССР, т. 158. № 5 (1964). 1030-1033 5 Г Виттих 
Новейшие исследования но однозначным аналитическим; функциям М., Физматгиз. 
19М).
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МЕХАНИКА

I. Е Багдасарян >< В. Ц Гнунн

Динамическая устойчияость анизотропной замкнутой 
цилиндрической оболочки

О Ipc.i. rai;.ieni-i 1ка.1емиком АН Армяискон CCI’ ։.. А. Амбарцумяном 14/V 196.гн

1. Рассмотрим задач) динамической устойчивости анизотропной 
замкнутой круговой цилиндрической оболочки, сжатой продольной си­
лой Ра -4- Pt cos (>l .՝

ia координатную поверхность принимается срединная поверх­
ность оболочки, которая представляется координатами а,, а. (а։ вдоль 
образующей, а, -по дуге поперечного сечения) и радиусом кривизны 
/? = const Принимается, что материал оболочки подчиняется обобщен­
ному закону I ука и в каждой точке имеет лишь одну плоскость уп­
ругой симметрии, параллельную срединной поверхности.

В отношении тонкой пологой оболочки принимается гипотеза не- 
деформируемых нормалей. ’

В сил) принятых предположений уравнение равновесия оболоч­
ки имеет вид (’) *ЖЯИи

1՜շյ՜-' ՜ւ —
Oiyda.} ” ժ«շ

ծԼ_
Ժւք Ժօւ?

օ՚Փ 
tfaj (1 1)

2</ւ։)

здесь Ф функция перемещений, Z— нормально приложенное внеш­
нее давление.

__ Զճ а . ^26 С։։с« с։всм•։ О • :—о-----. Պէ---------------7Հ------ ՛
> • г>0

:- = а _Դ1Գ։ . Դտ
ր./շ • ՛• .и2 ՜

2 - lu* 4б)(бие„ <•*«) —ս*,տ

(1.2)

1'ч>— fijif — •
ւ. >227*



h — толщина, #,* — коэффициенты упругости материала оболоч­
ки (*)•

13 случае, когдн оболочка изготовлена из ортотропного материи- 
да с несовпадающими главными геометрическими и физическими на­
правлениями, для коэффициентов Bitt имеем р)

#и = #ncos1cp4֊2 (#|2Н֊2#«>) sin1 ?cos *9 -4֊ sin4 ■?.

#22 = #11 Sin1 9 4- 2 (#п+2#бб) Sin2 9 COS2 9 -г #22 cos1 9,

#1։ = + 1#п + - 2 (#п4- 2#бб)| sin2 ® cos* ср, (1,3)

Л։в = #66 4-|-г-Ди — 2 (#ia4֊2 5«i)| sin2? cos2 ?,

#։։= -֊- |#ч sin <p — #11 cos* 7 (Bu-f-2 5rz,) cos2<p] sin 2 z.

|B.2cos2y — B\\ sln*« — (S124-2 Вы) co< 2 ?| sin 2®,

где ? — угол между главными геометрическими и физическими на- 9
правлениями. Ви, — коэффициенты упругости при 7=0.

В (1.1) заменив Л выражением (*)

рА 2рАе 47 ~ + P1 cos еП “Г7՜ 0,1 Г*՜ ~
dt2 di 2r.R ozi д*\

“ -au ”ЗГз~Г~ * 3 2՜ ~T "* U’2TT (^։ (Ь4)
O2\ da2 dai 022 02x022 022

получим уравнения динамической устойчивости рассматриваемой обо­
лочки*

Здесь р—плотность материала оболочки, г — коэффициент ли­
нейного затухания.

2. Предполагая, что оболочка достаточно длинная, представим 
решение уравнения (l.l) в виде (3)

— / | Л»։ + Л а. | ,
фв/(0е V ' (2 1)

г i< /(Л —искомая функция времени t k = —- — волновое число, н— 
к

число волн по окружности, А длина полуволны н направлении об­
разующих.

Подстанляя (2.11 в (1.11с учетом (1.4), получим 
/" -ь 2։/' 4֊ *“։ d - '2 Г cos ht)f =0. (2.2)

(2.3)
где

К = Du -k 4DM ^+2(fJ։s+2PM)*֊-

27tJ



+ р, * 2<։” ц +(а“ ~’"|։) /г7՜ "‘^я՜’ а”я*
•

Здесь <•> собственная частота, «■—коэффициент возбуждения 
оболочки, загруженной постоянным составляющим осевой силы. Р* 
верхнее критическое значение сжимающей силы при ее статическом 
действии.

Таким образом, решение рассматриваемой задачи приводится к 
известномх уравнению Матье (2.2). Для главной (наиболее опасной! 
области динамической неустойчивости имеем (։)

В случае ортотропной оболочки с несовпадающими главными 
геометрическими и физическими направлениями критические частоты 
главного параметрического резонанса существенно зависят от 
ориентации главных направлений упругости и являются периодически­
ми функциями угла ® с периодом к. Таким образом появляется воз­
можность регулирования .значений критических частот в зависимости 
от условий работы оболочки.

Наибольший интерес представляют те значения параметров Лип- 
вблизи которых критическая частота О.։ принимает минимальное зна­
чение.

Если имеет место симметричная форма потери устойчивости, то 
п =0 и критическая частота принимает минимальное значение при’

8г/?О„
(2.5)

(ля границ главной области параметрического резонанса полу­
чим формелы

й.«֊Ь ±_(Л±23< (2.6>
рА/?։ а։։ 64֊’Оп

,л. = 4 ± _ 31Р1+2Р0)*
«„ б4^Рп '

Рассматривая формулы (2.5). (2.6), легко заметить, что минималь­
ное значение критической частоты 9.։ и значение длины полуволны в 
направлениях образующих зависят от ориентации главных направле­
ний упругости материала оболочки.

՝ Для иллюстрации приводим два примера решения осесиммет­
ричной задачи динамической устойчивости ортотропной цилиндричес­
кой оболочки с несовпадающими главными геометрическими и физи­
ческими направлениями при Яи=2£. 5«=0, 5Е, Ро=О Р,=
=2Е/1֊ и при «„ = !()£, Вп = Е, В<*=0,5Е, Ро=О, = 5£ А։.

<аесь мя простоты выкладок рассматривается консервативная и дача

2ни



i 1рн этих исходных данных на фиг. I, 2 приведены графики -,а 
нисимостей min 6^ (?) и

Рассматривая фиг 1. 2, замечаем:
. mln min ., I

(?) (*)
достигает при

б) минимальное значение ширины области главного параметри­
ческого резонанса достигается при ®=0, а максимальное значение 
при 9 = х/2;

в) вблизи ? = к/2 наблюдается бурное возрастание критических 
частот, а вблизи ®=0 и с в достаточно большом интервале из­
менения ?. критические частоты изменяются незначительно Ширин.। 
области незначительного изменения критических частот увеличивается 

• *
с увеличением отношения В\\}Вп.

Таким образом, варьируя расположением главных направлении 
упругости, можно избежать возможности появления параметрической 
резонанса оболочки.

Институт математики и механики
Акалемии наук Армянской ССР

Դ. Ь. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆՍ ԵՎ Վ. 8. ԴՆՈՒՆՒ

(1՝նի<|ո*ր<ւսյ փակ դլանւսյին թսւզահթի դինամ՛իկ կաւունա թւա ն|ւ

Դիտարկված Լ անիզոտրոպ փակ ղյանային թաղանթի դինամիկ կայունության խնդիրք րսս 
մամանակի պարրերական օրենքով փոփոխվող երկայնական ումերի ազդեցության տակ

Աշխատանքի հիմքում դրված Լ մեկ աոաձղական սիմետրիայի հարթություն ունեցող նյո - 
թից պատրաստված թաղանթների տեխնիկական տեսությոէնր (՝)>

հնղիրր քերվում է Մ ատեի հայտնի հավասարման ոէսումնասիրմանրւ Ստացված 4 րանա-
■Դեր կրիտիկական հաճախականությունների որոշման ‘,ամարւ

Որպես մասնավոր դեպք ոաոէմնասիրված / օրթոտրոպ զլանային թաղանթ, որի զէխավսր 
ֆիզիկական և երկրաչափական ուղղություններր կազմոէմ են որոշակի Հ-ւսնկյունր

Յույց է տրված, որ փոփոխեյով առաձգականության դյխավոր ուղղությունների դիրրր. կա­

րելի 4 խուսափել թաղանթում պարամետրական ռեզոնանս աոաքանայացւ

Л ИТЕРАГУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 С. А. Амбарцумян. Теория анизотропных оболочек. Физмап мл. 19ՆԼ Ь. Ь 

Болотин, Динамическая устойчивость упругих систем, Гостехиздат. 1956. , / £ 
даслрян, .Известия АН АрмССР", серия физ.-мат. наук, т XV, № б (1962)
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

К. ( Карапетян

Влияние анизотропии на ползучесть бетона в зависимости 
от возраста бетона к моменту загружения

।Представлено академиком АН Армянской ССР Н X. Арутюняном 12/УП 1965)

В работах (' ՛՛) автором было показано, что анизотропии оказы­
вает большое влияние на прочность, дсформативность и ползучесть бето­
на и зависит от многочисленных факторов

В данной работе приводятся результаты исследования влияния ан­
изотропии на ползучесть бетона при сжатии и растяжении в зависимости 
от одного весьма важного фактора — возраста бетона к моменту за- 
гружения. ’

Опыты были поставлены над шлакобетоном. Песок и щебень были 
получены путем дробления вулканического шлака Лванского месторож­
дения (г. Ереван). В качестве вяжущего был применен портландцемент 
Араратского завода активностью 560 кГ'см*. Состав бетона по весу 
I 2. 38:3,14, В/Ц=1,18.

Испытывались призматические образцы и восьмерки сечением 
10x10см, высотой 60см. Образцы бетонировались в металлических го­
ризонтальных и вертикальных формах. Приготовление бетона произво­
дилось вручную, а уплотнение на виброплощадке, при продолжительно­
сти вибрации 30 секунд. ;

Образцы в количестве 40 шт., из коих 20 призм и 20 восьмерок, 
были агружены длительной нагрузкой в возрастах 7, 14, 28 и 92 дней 
В каждом случае из 20 образцов 8 загружались перпендикулярно (об­
разцы, изготовленные в вертикальных формах), а 12 параллельно (об­
разцы, изготовленные в горизонтальных формах) слоям укладки бето­
на Одновременно на соответствующих образцах-близнецах определя- 
зись усадочные деформации.

Все образцы с момента распалубки хранились в помещении, где 
температура составляла 18±4°С. а относительная влажность — 68-4- 
-+-10%. | • Р

В таблице приведены прочностные показатели бетона на сжатие
Как видно из табл. 1. кубиковые прочности по испытаниям образ­

цов перпендикулярно и параллельно слоям, как всегда, мало отлнчают-

2Տ2



я ( ) Другой стороны, нарастание прочности бетона во времени
юсле месячного возраста практически отсутствует

Таблица I

Клинике лиизотропни ча кубнковую прочность 
бетона

Возраст 
бетона
в шчх

Кубнкокая прочность в л.*/ сдг 
когда при испытании направ­
ление сжимакнЦен силы по от­

ношению к СЛОЯМ бе гон.։
/?
/?

перпенл (/?) парад. (/?')

7 102 97 0.95

28 150 151 0.99

92 162 151 0.93

На фи։. 1 приведены экспериментальные кривые ползучести бетона 
для различных возрастов ( ') загруження. Как видно, при - = 7 дней в 
начальный период кривая ползучести призм, загруженных параллельно 
юям, занимает положение несколько выше кривой ползучести призм, 

загруженных перпендикулярно слоям, а в дальнейшем, после длитель­
ности загруження 110 дней, наоборот—ниже. Во всех остальных случа­
ях кривые ползучести призм, загруженных перпендикулярно слоям, рас- 
ноложились выше. Причем с увеличением возраста бетона к моменту за- 
гр>женин расходимость кривых ползучести призм, загруженных перпен­
дикулярно и параллельно слоям, относительно увеличивается.

Фиг. 1.

На основании этих опытов можно заключить, что с увеличением 
возраста бетона к моменту длительного загруження влияние анизотро­
пии на ползучесть бетона увеличивается • •
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Болег наглядно изменение влияния анизотропии в зависимости 
во.раста бетона видно из данных табл. 2. ■ ..ЯяИ

/аблаца 2

Минине лнизсяроиим на ползучесть бетона при 
сжатии в зависимости от возраста Летона к мо­

менту длительного нагружения (')

в 111ЯХ

Ползучесть (при Г—14 ) дней), 
когда направление сжимающей 
силы но отношению к слоям 

бетона
11

п

перпенд, 
ипХЮ5)

парад.
(«пХЮ5)

7 110 10.4

14 102 93

28 М 68

92 30 22

1.02

1.Ю

1.23

1.36

В табл. 3 приведены прочностные показатели бетона при растяже-
нии в различных возрастах.

Таблица 3

Влияние ани «огропин на прочность бетона при 
растяжении в зависимости от возраста бетона

Возраст 
бетона
в днях

Прочность бетона на растяже- 
I ние в кГ/см՜, когда направле­
ние растягивающей силы при 

испытании по отношению 
к слоям бетона

Л, ",

28

перпенд. (/?р) парад. (Яр)

6.3

9.5

8.0

10,7

1,27

1.11

92 13,3

На основании данных табл. 3 прочность бетона на растяжение, как 
обычно, по испытаниям образцов параллельно слоям больше, чем по ис­
пытаниям образцов перпендикулярно слоям С '). Однако эти данные 
недостаточны, чтобы судить о том, как изменяется влияние анизотропии 
на прочность бетона при растяжении в зависимости от возраста. Ранее 
было установлено, что с увеличением возраста влияние анизотропии на 
прочность бетона при растяжении увеличивается (3~6). I

На фиг. 2 представлены кривые ползучести бетона при растяжении 
для различных возрастов загружения, где при всех возрастах кривые

2К4



ползучести образцов, загруженных перпендикулярно слоям, расположи­
лись выше кривых ползучести образцов, загруженных параллельно 
слоям.

Фиг. 2.

На основании фиг. 2 и данных табл. 4 можно сделать вывод, что с 
увеличением возраста бетона к моменту загружения влияние анизотро* 
лии на ползучесть при растяжении также увеличивается

Таблица /

Влияние анн ипропин на ползучесть бетона при 
растяжении н зависимости от возраста бетона

к .моменту длительного затруження (г)

В 1НЯХ

Пол и честь (при I 140 щей), 
когда направление растягиваю­

щей силы по отношению 
к слоям бетона

<1

перпенд.
(:„ Ю»)

парад.
СПХ 10»)

14

28

92

9.7

3.3

10.2 1.19

1.57

6.4

2.2

֊ 1.52

1.50

Таким образом, на основании проведенных исследовании можно за­
ключить. что влияние анизотропии на ползучесть бетона как при сжа­
тии, так и при растяжении в большей мере зависит от фактора старения 
бетона. С увеличением возраста бетона к .моменту загружения влияние 
анизотропии на ползучесть увеличивается.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР
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АСТРОНОМИЯ

Г. А. Гурзадян, чл.-корр АН Армянской ССР

Интерпретация одной ультрафиолетовой вспышки

(Представлено 27/1V 1965։

Недавно появилось интересное сообщение Кюи (’) о том, что во 
время электрофотометрнческих наблюдений известной затмеппоп пере­
менной \VUMaJ им была зафиксирована вспышка одной из компонент 

этой системы на X 3300 А. Повышение яркости (амплитуда) при этом 

составляло около 1 т5 в области спектра шириною 50 А (на 3300 А), «беч 
соответствующего повышения яркости в интегральном визуальном свс 
те». Последнее утверждение означает, что амплитуда яркости в фотови- 
зуальных лучах, по-видимому, была достаточно малая и. во всяком слу­
чае, порядка О'"!. Максимальная яркость была достигнута примерно 
через две минуты с момента появления вспышки, после чего наступает 
сравнительно медленный спад. Общая продолжительность вспышки со­
ставляет около семи минут.

Особенность этой вспышки заключается в том, что компоненты 
системы №иМа] являются звездами типа Г8. Между тем обычно 
принято думать, что явление вспышки присуще звездам позднего ти­
па—К, М, изредка О. Поэтому нахождение тех условий, при которых 
возможна ультрафильтовая вспышка у звезд, раннее типа О. должно 
представлять интерес.

Согласно развитым в (г) представлениям, вспышка, или выделение 
непрерывной эмиссии у звезд поздних типов вызваны трансформацией 
инфракрасных квантов собственного фотосферического излучения звез­
ды в кванты коротковолновой области спектра. Сама трансформация 
происходит в силу обратного комптон-эффекта—рассеяния инфракрас­
ных квантов на так называемых быстрых электронах (£՜ ~ 10* эв). ко­
торые в свою очередь появляются над фотосферой в результате выброса 
внутризвездного вещества наружу. Спектр возникшей при этом непре­
рывной эмиссии нетепловон природы зависит от энергетического спектра 
быстрых электронов и теплового спектра излучения фотосферы.

В случае монохроматического потока электронов, когда все элек­
троны имеют одинаковую энергию Е, распределение энергии в непре-
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рынком спектре излучения вспышки представляется следующей форму- 
՛՛ ՛" ՛ ՛

и)*=В.(Т)е •и /?>•(/)» (|)
4 *

Е, 1с = -; т эффективная оптическая толща слои, состоящего
тс ' ‘

из быстрых электронов, на процессы томсоновского рассеяния, (т
\, где зг = 0.665-10сжг, У эффективное количество быстрых 

электронов. т. е. их количество в столбе с основанием I ел։1); Л.(Г) 
и Л,-(Г) планковские функции при данной эффективной температу­
ре излучения звезды Т и на частотах э и /. причем во втором слу-

V 
час следует подставить ՝/ — —. 

ц*
Выражение (1) удобно написать в виде

где
/ (Т. ;й = ВАТ} С,(Х, ц). (21

(3)

I <лн же гифференциальный спектр электронов представлен 
пни V, КЕ . то н этом случае имеем, взамен (I).

I г (', г( Т\ Дх (т, 7).
I Ле

1 • I

В этих выражениях введены обозначения

(4)

(5)

(6)

(')

1 л‘ — минимальное значение энергии электронов.
Безразмерные величины С,(-. р) и Ах(т. 7) показывают во сколь­

ко раз интенсивность выходящего из среды быстрых электронов 
излучения. /.(■:. а) или /х(՜. 7), больше или меньше по сравнению с 
!• < / I. т. е. с интенсивностью планковского излучения невозмущенной 
звезды на внешней границе фотосферы (" 0) и на тон же частоте.

Рост интенсивности во время максимума вспышки \VUMaj со- 
и

станлял — I 41 на '/. 3300 А. т. е. около четырех раз. Это значит, что 
С (-. «1)~4 в случае монохроматических электронов. или Л (-. т)=® 
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«4 н случае немонохроматических электронов (в обоих случаях на 
4 3300 А).

Как показывают конкретные вычисления, при эффективной тем- 
перат) ре звезды типа F8, равной 7 = 620(1 К. не существует реаль* 
пых значений р и т, при которых С (т, и) становится равной 4. От­
сюда -приходится сделать вывод, что в рассматриваемом случае 
вспышка по крайней мере не вызвана монохроматическими электронами.

Перейдем к случаю немонохроматических электронов. Рассмот­
рим сперва случай 7 = 3. При Т = 6200°К и / 3300 А имеем из (6):
л—7.05. Тогда числовое значение интеграла в (5) при г = .3 будет 
2.35 (см. (։) стр. 117). Подставляя эти величины в (5). полечим сле­
дующее уравнение, где неизвестными являются 5 и

(«»
Отсюда следует, что ~ 1. Поэтом) найдем из (8) непосред­

ственно *5 = 1.1 К)՜3. Далее, формулы (4) и (5) тем точнее, чем 
ближе к единице (։). Тогда будем иметь из (7): 8 = 0.1 при 7 = 3. 
Отсюда найдем для эффективной оптической толщи слоя, состоящего 
из быстрых электронов:

* = 0.01.
Таким образом, мы нашли тот спектр (у. 6) и то эффективное 

количество быстрых электронов = ՝֊ = 1.5*10-* см при кото­

ром можно будет объяснить наблюдаемую амплитуду вспышки \VUMaj С
ни • 3300 А. Возникает вопрос, какова будет расчетная амплитуда 
этой же вспышки в фотовнзуальных лучах?

Чтобы ответить на этот вопрос, сперва были вычислены с по­
мощью (4) и (5| интенсивности излучения при вспышке, соответ­
ствующей значениям параметров 7 = 3. 8 = 0.1 и т = 0.01. и для ряда 
значений длин волн. Результаты этих вычислении приведены в табл. 1 
(интенсивности В^(Т) и /*(«. у) приведены в произвольных единицах 1. 
Затем обычными способами определены числовые значения амплитуд 
и показатели цвета в и. В. V системе; в последнем случае кривые 
относительных чувствительностей в (7. В. V лучах взяты из (4) (под­
робности см. (*)). Таким путем была найдена, в частности, величина 
амплитуды вспышки н фотовнзуальных лучах: она оказалась равной 
Ат, =0.14, т. е. значительно меньше, чем амплитуда на >. 3300 А, 
что находится в хорошем согласии с наблюдениями. При ; = 5 фото- 
внзуальная амплитуда получается несколько больше, а при 7 = 2 
меньше приведенной величины. Следует полагать, поэтому, что зна­
чение т = 3 недалеко от истины.

Таким образом, в данном случае мы получили совпадение теорети­
ческого спектра вспышки с ее наблюдательным спектром. Очевидно, это 
обстоятельство может служить убедительным доказательством того, что 

9՛ 9
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Таблица /

Теоретическим спектр /Д*. т) вспышки звс»ды 
типа Р 8 (7=Г200’Ю при 7=3. В = 0.1 и т=0.01 

(В. есть иевсимущенный спектр звезды)

О
* А в. А(х, 7) Л(-. 7)

.3000 2.21 7.12 15.5

3300 2.81 4.00 11.2

4000 3.67 1.82 6.70

5000 3.84 1.25 4.81

6000 3.41 1.098 3.75

7000 2.83 1.046 2.98

концепция трансформации инфракрасных квантов с помощью быстрых 
электронов верна, и она может объяснить явление вспышки или выделе 
ния непрерывной эмиссии у поздних типов звезд.

Проведенный выше анализ вспышки \VUMa] показывает, вместе с 
тем, что даже при достаточно .малых значениях оптической толщи 
среды (т « 1), состоящей из быстрых электронов, ультрафиолетовая 
амплитуда достигает значительных величин, в то время как в фото- 
визуальных лучах вспышка может оказаться почти незаметной. Еще 
сильнее выступает этот контраст у звезд поздних типов. В качестве 
примера в табл. 2 приведены результаты аналогичных расчетов для 
звезды типа М5 (7՜ 2800 К), когда трансформация инфракрасных
квантов осуществляется монохроматическими электронами, а эффек­
тивная оптическая толщина слоя, состоящая из таких электронов, 
равна т —0.01. На фиг. 1 приведены кривые распределения интен­
сивности в спектре вспышки (тонкие линии) для ряда значений ц*.

Теоретические показатели цвета и амплитуды при 
вспышке звезды М5 (7 = 280*>°Я). когда т — 0 01

Таблица 2

Н* В -V и-֊ В Лш у Лл'й

0 4-1.80 +1.14
2 4-1.48 4-0.29 0.27 0.50 1.36
3 4-1.20 ֊0.45 0.28 0.89 2.50
4 4-1.09 —0.74 0.28 1.00 2.85
5 + 1.06 - 0.86 0.25 0.98 3.00

10 4-1.50 -0.27 0.07 0.38 1.78
20 4-1 44 -0.08 0.05 0.30 1.50

Из данных табл. 2 следует также, что при некоторых сильных вспыш­
ках в ультрафиолете они могут оказаться почти незаметными в фотови 
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зуальных лучах. Поэтому наблюдения, целью которых является обнару­
жение вспышек, следует вести прежде всего в ультрафиолетовых луча։ 
в этом случае резко увеличится вероятность обнаружения вспышек

В (г) было констатировано два типа вспышек у звезд. В первом слу­
чае все быстрые электроны задерживаются над фотосферой, а процесс

3000 4000 5000 6000 7000А
Фиг.1, Теоретические спектры вспышки (тонкие линии) звезды ти­
па М5 (Г — 2800’Ю при т=001. Сплошной линией приведено щип­
ковское распределение энергии в спектре иевозм)шейной звезды

М5 (т. е. при р. = 0 и т — 0).
I ■ I м ЯI » " 1 • л • * <1

выделения непрерывной эмиссии продолжается очень долго—несколько 
месяцев. Такие вспышки наблюдаются у звезд типа Т Тельца.

Второй тип вспышек связан с немедленным уходом быстрых элек­
тронов из атмосферы звезды; в этом случае имеет место быстрое расши­
рение или разлет оболочки, состоящей из быстрых электронов. Этот тип 
вспышек, но-виднмому, имеет место у звезд типа [Д'Кита—продол­
жительность вспышки в этом случае измеряется минутами.
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Описанная выше вспышка \VUMaj. которая имела место 26 апреля 
1964 г., безусловно принадлежит ко второму типу. Воспользуясь приве­
денной в (') кривой изменения яркости вспышки по времени, можно по­
пытаться оценить скорость расширения электронной оболочки В самом 
деле, имеем из (4) и (5) /,(/)~(1 е ') ~ V (О, где 
■г» (Л и л (О средняя скорость расширения и средняя концентрация 
электронов и момент I соответственно. Имея в виду, что на /0 - 

120 сек оболочка достигла наибольшей оптической толщи, равной 
*<п« 0.01, можно вывести следующее приблизительное соотношение
для определения -(И в послемаксимумный период

' (9)
3 ( R ’ ' R

। де R радиус оболочки в момент /0 (для моментов I < /с это соот­
ношение неприменимо) Пользуясь наблюдательной кривой Л (Г) и 
соотношением (9). был оценен порядок величины скорости расшире­
ния электронной оболочки (приняв /? 5:8.5-101в с.к): она оказалась 
порядка 15000 к и сек в начале вспышки и порядка 6000 км сек 
в конце, причем уменьшение скорости происходит неравномерно.

Оценим масс) , выброшенн) к» звездой во время этой вспышки. 
В предположении, что вспышка охватила всю поверхность звезды, 
будем иметь для полного количества быстрых электронов 
- К)4'՛ Допустив, что вспышка сопровождается также вы­
бросом протонов в количестве №0. найдем для полной массы, потерян­
ной звездой н результате вспышки, около 10՜1*®. Полная энергия 
вспышки, имея в виду энергию быстрых электронов (~ 10* эн), оце­
нивается порядка 10” эр|.

В заключение приводим сводку основных характеристик вспыш­
ки л’С1Ма] (26 апреля 1964 г.), интерпретации которой была посвя­
щена настоящая <а метка.

Показатель спектра быстрых электронов 7 = 3
Параметр о = 0.1
Эффективная оптическая толща слоя из быст-'

рых электронов - — о ()|
эффективное количество быстрых электронов Л(= 1.5-10й <м - 
Амплитуда вспышки-

в фотовнзуальных лучах
в фотографических лучах
в ультрафиолетовых лучах
на а 3300 А

Показатель цвета н I/. Н I' системе:

А/// у = 0.14
А/пн = 0.45

=1.27
А/Пи>> 1.5

Н 1'= 4-0*18 
и - Н = - 1*40
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Скорость расширения электронной оболочки: 
в начале вспышки -15000 к л/сек
в конце вспышки — 6000 км/сек

Масса, выброшенная при вспышке ~ 10-4.
Полная энергия вспышки (энергия выброшен­

ных электронов) 1(Р« .^рГ
филиал Бюраканской астрофизическом обсерватории

Академии наук Армянской ССР
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НЕОРГАНИЧЕСКАЯ ХИМИЯ

С. Н Авакян н Р А. Карапетян

Комплексные соединения сульфатов марганца и меди 
с 2-хлорбутеном-2

(Представлено чл корр. АН Армянской ССР В. М. Тараян 26՛ V 1965)

Исследование комплексных соединении переходных элементов с 
насыщенными лигандами все еще не получило достаточно широкого 
распросгранения, хотя первые работы (։՜®), проведенные в этом на­
правлении, показали, что они могут иметь как теоретическое, так и 
практическое значение.

Ранее нами был синтезирован ряд комплексных соединении пе­
реходных элементов с нолндентатными, диеновыми (’), аминоацетиле- 
новыми (5) и аминоалленовымн (6 7) лигандами. Было установлено, 
что в случае диенов координация происходит за счет двух двойных 
связей, а в остальных случаях—кратной и аминной связи органнческо-

Ботьшой интерес представляют также и смешанные амньо-оле- 
финовые соединения сульфатов переходных элементов, так как при 
получении смешанных соединений устойчивость связи олефина с цент­
ральным элементом но сравнению с однородными соединениями силь­
но изменяется. Ям гIЩН

1о настоящего времени не были получены комплексные соеди­
нения сульфатов переходных элементов с 2-хлорбутеном-2.

Поэтому целью настоящей работы являлось получение и иссле­
дование координационных соединений сульфатов двухвалентных мар­
ганца и меди, в состав которых входят олефиновые и олефин-амино­
вые лиганды.

^казалось, что при взаимодействии безводных сульфатов марган- 
։а и меди с 2-хлорбутеном-2 получаются:

Че5О4 4- СН։СС1 -֊֊ СНСН,-* Ме$О4-С4С1Н.

(I) Ме = Мп: (II) Ме = Си.

После высушивания на воздухе I и II вещества поглощают вод} и 
превращаются в ! I ՛ Йс
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СН,СС1 = СНСН, 
I

Н.О - МеЗО,

(III) Ме = Мп, (IV) Ме = Си.

Полученные соединения в обычных условиях достаточно устойчивы 
Плохо растворимы в бензоле, ацетоне, СС14, практически нераствори­
мы в н-гептане. В воде растворяются с разложением, поэтому I и II 
получают при взаимодействии олефина с безводными солями. Из сос­
тава полученных соединений видно, что каждый центральный атом 
присоединяет не более одной молекулы олефина.

При нагревании комплексные соединения разлагаются, не доходя 
до точки плавления.

Синтезированные таким образом соединения являлись исходными 
веществами для получения смешанных амино-олефнновых соединений

Реакцию образования смешанных соединений можно выразить 
следующим уравнением:

СН.СС1 = СНСН.
MeSO.-C.ClH, 4֊ Ру — |

Ру —• Ме5О.
(V) Ме = Мп, (VI) Ме = Си.

Анализы и физические константы полученных соединений приве 
дены в табл. 1.

V и VI — соединения в обычных условиях устойчивые. Они пло­
хо растворимы в эфире, ацетоне, СС1,, практически не растворимы н 
н-гептане.

При нагревании на воздухе V и VI разлагаются на исходные ком­
поненты в твердом состоянии, причем сначала отщепляются и уда-

Таблица /

Соединение ։П
Д

/2 
и 

ЭЭН 
ГД

М
ол

. о
бъ

ем
 

в с
м

1

Н а й л е н о ’/• 1 В ы ч и с л е и о

Ме 804՜ С 14 ' .Ме । 8О<
С 1 К

MnSO.-C.ClH. 1.79 134.91 23.05 39,67 19.48 22.74 39.79 19.901
СчХО. С.С1Н. 2,02 123,84 25.16 38,13 19,05 25.40 38.42 19.20!
Н O-MnSO.-C.ClH. 1.63 159,24 21,43 37,42 18.68 21.20 37.01 18.51
Н.о CuSO.-C.ClH. 1.82 147,31 23,48 35,97 17.68 23.69 35.82 17.91
hMnSO.-C.CIH, 1,44 222.69 17,36 30.33 33.273.95 17.08 30.00 33.71 4.37

СоБО,-С.С1Н. 1.48 222.43 19,02| 29.42 32.07 4.02 19.29 29.18 32,81 4,25

։яется пиридин, а затем олефин. Следовательно, в соединениях V и 
• I связь олефина с центральными атомами прочнее, чем в пиридине.

Из состава полученного смешанного пиридинового соединения 
идно, что каждая молекула I. II, III, IV присоединяет еще одну мо­

лекулу пиридина, причем пиридин из комплексных соединений III, 1\ 
«ытесняет молекулы воды. Однако, несмотря на то, что при получе­
нии смешанных соединений пиридин всегда добавляется с большим 
■Убытком, вытеснение олефина пиридином не наблюдалось
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Исследования свойств полхченных соединений приводят к вын< 
д), что смешанные комплексы обладают повышенной устойчивость 
по сравнению с исходными однородными соединениями.

Г. рева нс к и и юс у да рстнен н ы й
университет

II Ъ. ЦЧи'КИЪ ЬЧ «К И. ЧЦРМЬЗВВЪ

IPiuGquiGp և է1|(]իՈ<ւի «нн |ֆւս*6Լրի կւ«ւքս| |bf սւսյիհ ւՐիա<յա pun GGLrp 
2-F|nrpni hLm

Ւնչպես '.այտնի ( գրական ո։ թյունից րյԼոևս չեն Նկարագրված մանգանի ե պղնձի 
ների պիրիղին ^ւեֆինային կոմ պ/Լ րսա յին մ ի ա ց ո. քէ յուՆՆերրւ Մենք սինթեղեք ենր ձԽՏՕք (ՀՕՒև. ( սՏՕ։Ըփ<ՈՆ. հ,ՕՏ1ոՏՕրՇ։և1Ո:. 1ՆՕ ՇսՏՕր Ը«Օ 11,. 1հ ♦ ԱոՏՕ. • (ՀՕհ. Րյ էսՏէԷՀՀՕՒԼ , ՚ . ’՚
Որոշվաձ սինք/եղվաձ ՆյուիԼրի րյուրեղների խտոէթյունր. ‘այՀաժ ( նրանց մպյար ձաւ/այրր

Թերմիկ ուսումնասիրությո»ններր Հույց են տաքիս, որ րոյոր մ իա ցութ յ ունն ե րն քայքար 
հոէմ էԼ աոանց ^յէ/ե/ու. խաոր մ իա ց ո, թ յ ոէնն ե րից սկղրում պոկւ/ռմ ( պՒրՒ1Ւ^Ւ *1 "[ե կ ո^ան 
ասյա Նրղանաէ/ան յիղանրքր ։

JI II I է p А Т У Р \ — Դ Ր Ա Կ И Ն II b Н 3 II Ւ Ն

1 А. Д Гельман. Комплексные соединения платины с ненасыщенными моле­
кулами. М.. 1445 : Г Ramm, J Chern Soc.. (1949 ) 3340 ՝ Р. Келлер, Chern. Rev . 
28. 229 (1941). ’ С. Н Авакян, Р. Л. Карапетян. .Известия ?\Н ХрмССР’. ХН, т- 
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ЬИОХИ^ИЯ

V К. Искандарян

Идентификация зеленых железосодержащих гемовых пигментов

(Представлено академиком АН Армянской ССР Г. X. Бунягяном 25/111 1965)

В предыдущей работе (') было установлено, что раствор зе­
леного пигмента, содержащий 6,3% окисленных ионов двухвалентного 
железа восстановленного гема (или обесцвеченного гема), имеет резко 
выраженный максимум поглощения при 625 ммк. а при содержании 10,5% 
<гнх ионов—при 640жлгк. Данные спектрального анализа показали.что ■ 
этих пигментах железо связано с их порфириновым кольцом Эти тайные, 
а также данные по содержанию н них окисного железа, н свою очередь 
позволяют предположить, что при малом количестве трехвалентного же 
леза в зеленых пигментах их максимумы поглощения в красной части ви 
ДИМОЙ области спектра смещаются в сторон) коротких волн, а при боль­
шом количестве — в сторону длинных волн. Это предположение, по-ви- 
димому, н одинаковой мере относится и к другим (։-|Э) железосодер­
жащим зеленым гемовым пигментам, имеющим резко выраженные мак­
симумы поглощения в интервале волн 610—650 ммк.

Если это так, то приведенные данные показывают, что эти пигменты 
отличаются друг от друга по содержанию в них трехвалентного железа 
В табл. 1 даются перечень и способы получения этих пигментов с ука­
занием их максимумов поглощения н области соответствующих мин 
волн.

Как видно из таблицы, для получения зеленых пигментов все авторы 
(>-•-”) применяли обычные восстановители окисного железа.

Однако одни называли получаемые пигменты «вердоглобином ►. дру­
гие— «сульфгемоглобино.м>, а третьи — «холеглобином*. Тем самым они 
старались подчеркнуть, что в каждом отдельном случае получаются пиг­
менты. якобы существенно отличающиеся друг от друга. Междз тем. 
«еленын пигмент. имеющий максимум поглощения при 625 .н.ча. пол) 
чади С’ в* |а) при действии на гемовый пигмент гидроксиламнном. се­
роводородом и селеноводородом пигмент (5 ։о 1Э) с максимумом по­
глощения при 620 -618 ммк при воздействии сероводородом, гидросуль­
фитом и .мышьяковистым водородом; зеленый пигмент (|о) с максиму­
мом поглощения при 640 ммк по д действием । идрокенламина. гипосуль­
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фита и аскорбиновой кислоты. В остальных случаях ("• *• ") максимумы 
поглощения зеленых пигментов очень близки к перечисленным.

Все это показывает, что приведенные в табл. I зеленые пигменты, 
хотя они и носят различные названия, по существу представляют одни 
и те же продукты Для подтверждения этого в настоящей работе была 
поставлена задача выяснить влияние концентрации трехвалентных ионов 
железа в зеленых гемовых пигментах на смещение их максимумов по­
глощения в интервале волн 610—650 ммк, что представляет интерес для 
составления рекомендаций по предупреждению зеленой пигментации 
просаливаемого мяса и предотвращения необратимых окислительных

Таблица /
Образование зеленых гемовых пигментов 1п уНго

Реактив (избыток)

кислород

Объект ис­
следования зу

м
 по

гл
о-

 
в о

бл
ас

ти
 

ол
н 6

10
-•

<к

1 (алвание 
пигмента

те
ни

я 
дл

ин
 в 

Ь5
0 м

л

Г идрокенламин .Мет миогло­
бин

625

• 640
Г нпосульфит • 640 Вердоглобин’

Аскорбиновая к-та 640 •
Сероводород • 620 •
Гидросульфит • 618 •

Сероводород • 618 Сульфгемо- 
глобнн

• • 625 •
• Г емоглобин 618 •

• • 617
4 •

• • 624 1 •

• • 632 •
• Нитро юге- 

моглобнн
620 •

Гемоглобин 617 ֊623 ։ •

Аскорбиновая к-Та 629 Холеглобин

‘^елениводород Метгемогло­
бин

625 Вердоглобин

Мышьяковистый волорпд 620 ■

\оторы

Л. Искандарян (собств 
исслел.) (’)

М Кизе. X. Каяске (об­
зор) С)

• •
Н. Глиден и др. (собств. 

исследов.) (•)

Д КеЙлнн (собств. нс- 
след ) (г)

Ф Гауровитц (собств. 
исслел.) (•)

Г. Баркан. О. 1Цальц 
(собств. исслел.) (•)

• •
В. Соловьев, И. Шиш­

кина (обзор) (|0)
Р Лемберг. 10 Легге 

(обзор) (п)
Р Лемберг. Ю. Легге 

(собств. нсслевЛ (։|)
Г? Бакашак, Ф. Юнг 

(собств. исслел.) (”)
М. Кизе (собств исслел.) 

(”)

■ •р‘ вращений порфиринового кольца пигментов мышечной ткани и крови.
Опыты .для получения зеленых пигментов из метмиоглобина (под 

действием гидроксиламина) проводили на шестые, девятые и двенадца­
тые сутки (н). Метмиоглобин получали из сердечных мышц быка ранее 
описанным методом (ь). После трехкратной перекристаллизации серно­
кислым аммонием его сушили (16) В
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Наряду с указанными опытами поставили также опыты полутени ։ 
зеленых пигментов из этого же метмиоглобина с применением сероводо­
рода и кислорода (9). Приготовление растворов метмиоглобина для эти» 
анализов производили по ранее принятому способу (’«) По в этом слу­
чае вместо гидроксилямина добавляли дистиллированную воду Затем

02

Фиг I. Спектральные кривые зеленых же 
лезосолержащих гемовых пигментов (Д֊ 
оптическая плотность; X —длина волны)

1ля обесцвечивания растворов через них пропускали поток сероводород.
з далее—кислород с такой продолжительностью, чтобы образовались 
зеленоватые. зеленые и темно-зеленые пигменты. Все растворы осветляли 
центрифугированием. Концентрации ионов трехвалентного железа в зе 
левых пигментах определяли по разработанному нами методу (։<).Спек- 
трофотометрнрование полученных зеленых растворов производили на 
СФ-4 (фиг. 1). Длина кюветы 10 .ил. Данные анализов приведены в 
табл 2.

Таблица 2
Влияние концентрации трехвалентного железа и ге.кных гемовых пигментах на 

смещение их максимумов поглощения при длине поли 610—650 .w.wk

i идрокснламин

•

Реактив (избыток) Объект ис­
следования

Максимтм 
поглощения 

в мм к

—н----------

Fe3
” 0 «

Окраска гни иен га

ероиодоро i

,Метмно1 до­ 625 6.3 Зеленая
бив 632 8.1

640 10.3 I емко-зелена я
• 618 , 4.7 Зеленоватая
• 624 6.2 Зеленая

! ֊ 645 11,6 Темно-зеленая
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Как видно из таблицы, с увеличением концентрации трехвментжп, 
жглеча в зеленых гемовых пигментах их максимумы поглощения смещ^ 
юте я R сторону длинных волн и, наоборот, с уменьшением колччм 1н-, 
этих иоиов В сторону коротких ноли. Из фиг. I и табл. 2 видно, что эти 
смешения происходят при длине волн 618—64.> ммк. Данные табл. I \ц. . 
зыпают на то. что эти интервалы охватываю! максимумы поглощенцц 
почти всех известных (' '՝ > зеленых железосодержащих гемов пшмеи 
тон. полученных из мышечной ткани и крови. Эти данные, а также дан­
ные табл 2 показывают, что эти пигменты отличаются друг от друга 
по содержанию в них трехвалентного железа. Другими словами, зеле 
ные железосодержащие гемовые пигменты отличаются друг от друга 
I теченью окислении двухвалентного железа восстановленного гема.

Вы но । ы I С увеличением концентрации трехвалентного железа в 
зеленых гемовых пигментах их максиму мы поглощения смещаются в сто 
рону длинных волн. и. наоборот, с уменьшением количества этих ионов 
они смещаются н сторон} коротких волн.

2. Зеленые железосодержащие гемовые пигменты, полученные из мы­
шечной ткани и крови, по существу представляют одни и те же продук­
ты При этом они отличаются друг от друга степенью окисления двухва­
лентного железа восстановленного гема.

Выражай» глубокую благодарность за ценные указания заведующе­
му кафь 1рои аналитической химии Московского института стали и спла­
вов А. М Дымовх •

Всесоюзный ц,։\ чно-исследовательскин
ннстнп г мясной промышленности

И. Կ. ԻՍԿԱՆԴ1ԼՐ51ԼՆ

Ь'гЦшр սյւսրու հակող կանա» հԼւքաւիհ ւղիզէՐԼհ*6Լ րի |м)Ь հքփֆիկւայ իահ

հրկա^ պւսրւււնակորյ կանայ ■•ԼմայիՆ սյիդմենտներր սաացւքում են ևրաԼց եովա տ /։р- 
կաքքի Լրա կանդնման մ իք яд ուի Մի կաՆաչ պիցմենտր կոյւքսէմ Լ *Վհրրյոդ(ու րին », մյոար'
'քույֆցԼմոց^րին», իսկ Լրրորդր *ևոյԼցնորին а Մ յսպիսաք րնդդձհում Լ, որ լԱյք] պիցմհնտներր 

ՀիմՆոէքին ւոարրԼրլքուՕ ԼՆ а/ իմ յանցիցւ
И/и այխատանրում ց՚4]ց է տրվաԼ որ էրկաթ и/արոէնւսկող Հեմային պիդմ ենտնԼրր, ո- 

րոնր ստացւքԼլ ԼՆ մկանային . յ ո ւ и էք ա ժ ր ի ց Լ արյունից, րստ Լուքիան Հանդիսանամ հն նայն 
ւ իացուքյյոէնԼԼրր. Նրանր իրարից տարրնրվամ 1,Ն >իէ ր ա կ աՆ դն ւ)աժ ՀԼմամ որսիդացած եր- 
կաթի ւ<աՆակութքամրւ
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С. Я. Золотницкая. Г О Акопян н В Д Райсян

Витамин Е из герани

(Представлено чл -корр. АН Армянской ССР В. О. Качаряном 10 IV 1965)

11ри выяснении возможностей комплексного исполыования гера­
ни, в отходах после отгона эфирного масла были обнаружены липи­
ды. предположительно токоферолы (։). Содержание липидов, установ­
ленное железо-дипиридиловым методом, колебалось от 80 до 60 .«?% 
на воздушно-сухой пес материала. Группа так называемых „не-а-то- 
коферолов*. определенная по Скуди и Бушу (։), составляла от 50 до 
30®/о суммы, причем отмечалось повышение удельного веса фрак­
ции в процессе хранения материала до переработки (в течение 3- 1 
месяцев). Таким образом, на долю наиболее ценной фракции ։-токо- 
ферола приходится около 70—50% соответственно, т. е. от 50 до 
30 «г%.

Содержание и превалирование в сумме вещества, аналогичного 
по свойствам а-токоферолу, подтверждается хроматографией липида. 
Значение R, наиболее крупного по размеру .пятна'* в системе ацетон — 
вода (80:20) на бумаге, обработанной вазелиновым маслом, равно 0,3<’. 
что совпадает с величиной .пятен* а-токоферола из препарата .Токо- 
фарм“, выпускаемого предприятием „Фармазаи* (ГДР, Галле 3), оте­
чественного препарата витамина Е Одесского химфармзавода и синте­
тического а-токоферола (фиг. 1). Все четыре пятна а-токоферола не 
окрашиваются диазотированным о-дианнзндином.

При тонкослойной хроматографии на закрепленной (ипсо.м окиси 
алюминия с растворителем бензолом также обнаруживается (при про­
явлении фосфорномолнбденовой кислотой с последующим подогрева­
нием в течение нескольких минут при Т—100 ) наличие синего пятна 
со «качением R) 0,56, что совпадает с величиной R, свидетеля. От­
четливо отделяются .пятна* и не-а-токоферолов.

Наличие « токоферола в отходах переработки герани подтверж­
дается также биологическим методом, В эксперименте был использо­
ван способ Кристенсена, который широко применяется в последние 
юды для оценки токоферолов и успешно заменяет тест на стериль­
ность (3 б).
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Метод основан на специфической способности а-токоферола» вве- 
денного внутрь или ,1п vitro', предотвращать вызываемый самооки- 
сляющимнся веществами гемолиз крови животных, недостаточных , по 
витамину Е. Определение биологической активности липида проводи­
лось на белых крысах-самках

Фиг ]. Хроматограыма ։-токоферолон 
(на бумаге) /— синтетический я-то- 
коферол: 2— липид из отходов герани; 
■3—витамин Е (Одесса) /—витамин I: 

(ГДР).

со средним весом 120—140 г содер­
жащихся на Е-авигаминозной дие- 
ге в течение 15 дней. В состав 
рациона входили: сахар (70 еди­
ниц). обезжиренный творог (20 еди­
нив), топленое сало (6 единиц) и 
смесь солей (3 единицы), а также 
витамины А, В։, Вг, В*, РР, каль­
ции пантотенат и аскорбиновая кис­
лота. Компоненты диеты предвари­
тельно были исследованы и дали 
отрицательную реакцию на вита­
мин Е.

Липиды извлекались из отхо­
дов переработки герани бензолом 
и очищались от пигментов на ко­
лонках с диатомитом, по Б. Г. Са­
винову и Г. М. Лущевской (т). По­
сле отгона растворителя под ваку­
умом липид растворялся в спирте. 
По вымораживании стеринов при 
Т —15 растворитель отгонялся, ли­
пиды растворялись в бензине (Т* 
кипения 60-80 С) и фракциониро­
вались на колонке с окисью алюми­
ния согласно Кофлеру (8). Фракция 
„з-токоферола* по удалении бензина 
растворялась в оливковом масле с 
содержанием 1,5 мг в 1 мл. Другая 
партия была лишь очищена ог ос-

новной массы стеринов и после отгона спирта щреведена в оливко
вое масло с содержанием 5 мг токоферолов в 1 мл.

В качестве реагентов, вызывающих гемолиз, использовались диа
луровая кислота, цистеин к витамин СДаскорбиновая кислота). Диа­
луровая кислота приготовлялась нами по прописи Байера (’). Ввиду 
нестойкости препарата использовался свежеприготовленный реактив. 
* >пыт показал, что применение без перекристаллизации препарата 5— 
Ь-дневной давности резко снижает % гемолиза. 1 емолнтнческая ак­
тивность 0,1% раствора диалуровой кислоты, при внесении в пробирки 
0.1 ил, по повторностям составляла 92%, 71%, 52%. 46% и 27%, 
т. е. в среднем 57% о г полного гемолиза.. Аскорбиновая кислота и 
цистеин были сше менее активны (5), что вполне согласуется с лигера- 
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турнымн данными (ь). Процент гемолиза для последних составлял при 
внесении в пробирки 0,1 мл 5% раствора витамина С 51-24% и цис­
теина 27% соответственно от полного гемолиза.

Уже первые опыты ,ln vitro" в пробирках со взвесью эритро­
цитов, диалуровой кислотой и липидом показали его защитную роль 
при гемолизе. В дальнейшем липид в оливковом масле принудитель­
но вводился при помощи шприца в желудок животных.

1 (артия из 30 крыс, дефицитных по витамину Е, была разделена 
на семь групп, из которых I, II и III получили соответственно 1,5 мг. 
2,5 мг и 6,0 мг липида; крысам IV группы было введено по 5,0 мг 
витамина Е. Животные V и VI группы (по 2 крысы) в опыте с аскор­
биновой кислотой и цистеином получили защитную дозу липида в ко­
личестве 1,5 мг\ крысы VII группы защитных веществ не получали.

Пробы на гемолиз были поставлены 24—26 часов спустя после 
введения липида. Кровь из надреза кончика хвоста крыс собиралась 
в центрифужные пробирки со смесью в равных объемах 0,9% раство­
ра поваренной соли и 3% раствора лимоннокислого натрия. После 
центрифугирования^ течение 15 минут при 2005 об.) и удаления над­
осадочной жидкости, эритроциты взвешивались в фосфатном буфере 
pH 7,4, который разливался в пробирки по 0,25 мл. В пробирки в 
равном объеме добавлялся фосфатный буфер с реагентами. Пробирки 
взбалтывались и выдерживались в термостате при TJ—37е в течение 20 
минут, а затем при комнатной температуре в продолжение 3,5 часов.

После инкубации для получения полного гемолиза в несколько 
пробирок с реагентами добавлялась дистиллированная вода, а во все 
остальные — буфер (по 5 мл). Пробирки повторно центрифугирова­
лись в течение 15 минут при 2000 оборотов. Оптическая плотность 
жидкости определялась на спектрофотометре СФ-4 при длине вол- о
ны 5450 А. Процент гемолиза рассчитан по формуле, приведенной в 
работе Фридмана с соавторами (5).

Результаты экспериментальных определений собраны в табл. 1. 
Из таблицы видна прогрессивно возрастающая активность липида с 
увеличением дозы. Исследования ряда авторов показали, что для уст­
ранения гемолиза достаточна доза 1,5 мг (5>6), но они работали со 
специально подобранными по чувствительности к тесту животными и 
«-токоферолом высокой (94%) чистоты, тогда как последняя для на­
ших препаратов не превышала 5QP/0. При дозе 2.6 мл гемолиз состав­
лял 2,5—3,2%. что близко (учитывая содержание а-токоферола в пре­
парате) подходит к литературным данным, при дозе 5 мг гемолиз в 
опытных образцах полностью отсутст вовал. На фиг. 2 представлены 
образцы с липидом, витамином Е и контролем после гемолиза.

Защитное влияние наблюдается и в последующий период при 
спонтанном гемолизе, причем действие липида весьма близко к дей­
ствию витамина Е (табл. 2).

Из данных таблицы видно, что липид почти в 2—3 раза снижает 
гемолиз, имеющий место у контроля, аналогично витамину Е, и по 
продолжительности действия не уступает ему.
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Таблица
Снижение процента спонтанного гемолиза лини юм

I р у п и а животных

кош рольная 11—липид—2.5 мг Ill—лини ։—5.0 .иг
•

IV — витамин Е—5.0 .м?

НОЛИ. 1 СМОЛИ 1 кровь- {-буфер НОЛИ. 1 СМОЛИ 1 кров ь-|-бу фор ноли, гемолмт кровь-» буфер полн. гемолиз к|>онь-{֊Оуфер

ОНТ.
Илот. 7. гем. опт. 

плот.
*7.

гем.
опт.

ПЛОТ * . ։ем. S. и». ОПТ 
плот. °/о ։ ем.

ОНТ.
ПЛОТ.

0 • 
гем.

_ 1

опт.
11.101. 7.гем

опт.
ПЛОТ.

/о 
гем

Через 6—8 часов

Г),710 100 0,155 22

1.200 100 0,240 2о

0.700 100 0,085 12

(1 е ре з 16

1,5<М> 100 0.225 15

0,690 НИ) 0.060

18 часов

1.000 ' 100 0.243 9

8 0,700 100 0.055 8

0.890 100 0.095 10



Суммируя данные хроматографического анализа в двух системах 
и теста на биологическую активность, мы считаем возможным заклю­
чить. что в лнпндахднз отходов переработки герани содержится а-то- 
коферол (или весьма близкое к нему вещество. обладающее Е-ви- 
гамннной активностью). ՝

Фиг 2 Снижение гемолиза крови липидом из герани, 
полный гемолиз. 2—липил в юзе 2.5 .мг; .?֊липид—5 .мг. 

/—витамин Е— 5 мг. 5—диалуровая кислота (без 
защитных веществ).

Принимая во внимание все возрастающие требования на дефи­
цитный в настоящее время препарат,витамина Е. перспективы быст­
рого роста площадей под геранью в республике, экономический эф­
фект при комплексном использовании растений*, я также тот факт, 
что природный ^-токоферол отличается от синтетического большой 
биологической активностью, следует проверить возможность и эконо­
мическую целесообразность получения витамина Е (а также хлоро- 
филлокаротино-внтаминного препарата для нужд животноводства) из 
отходов переработки герани в крупно-лабораторном масштабе.

Ботанический институт Академии наук
Армянской ССР

Как показали анализы, проведенные нами в 1953 г., в отходах ог переработки Ц 
1ерани и Октемберянского района содержится 9.8е/* дубильных веществ при добро- ■ 
качественности 34.29, а в погонных водах < ,84°/., при доброкачественности 25.11. Кро­
ме того, в процессе извлечения витамина Е из рлстеиия в значительном количестве^ 
может быть получен хлорофилл
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հբոմատողբաֆիա քի կ Լ թ ււ ղ Ո Հ ե Կբիստենսենի կենսաբանական աեստո^ Հ '"բվա*

տոկււֆեբոքի աոկա յու/1 յունբ խւրբղենու /1 ափ (I փ ոէ կնեբո> մ ( մ ին չ ե 50 մղ^)է

Հաշվի աոնեքով վիտամինի պրեպարատների արաղ աճող պահտնքնեբր, ինչպես նաև ոես~ 
էքուրչիկայում խորդենու քքանբատաբա^ութ յուննեբի աճման հեոանկաբնե րր ե բույսերի կոժ 

պ(եբսս»քին •պտտղոբձման ժամանակ ստացվող տնտեսական Հֆեկտբ, անհրաժեշտ / ստոէղել 
իորղենո, քափթփոէկներիր յարորատոր մեծ մասշտաբներով վիտամինի ստացման տնտեսա^ 
կան նսքատակահարմարությռեր,

^ատկապ ես նկատի ունենաք ով, որ բնական (I-տոկոֆերոյի կենսաբանական ակտիվութ յունբ 
էքեբաղանբում / արհեստական ճանապարհով ստաքքվածիցւմ1 հ ГEPATУPA — ԴՐԱԿԱՆՈէ ^ՅՈՒՆ

‘ C. >/. Золотницкая. Г, О. Акопян. .Природа Армении’, Ml, 1962. : М. Ску- 
ои и Р. Буш, J. Biol. Chem., 146, 1—6. I М2. ’ Ф. Кристенсен с созвт. Acta physiol. 
Scand.. 35. 215, 1956 4 Б. Каулишоу, //. Пранге. Blochem. ct Biophvs. Acta. v. 23.
Ji 3, 1957. 5 3. Фридман с соавг. J. of Nutrition, v. 65. № 1, 1958. • С. Розе и
fl. Георги. Am. J. of Physiology, v. 168. № 2. 1952. ‘ Методы определения вита­
минов. Пишепромиздтт. 1954. ■ Л1. Кофлер, Helv. Chlm. Acta, 15. 1169. 1949,
• А. Байер, Uniersuchungcn fiber die Harnsaflregruppe. ВС XXVII. H l. 1863.



_JL-ih It h ПЛ. Ulin 'H'SItl'H.-iU M.l.liri՛ II. h IL'M» 1Г I1 II. H I1 JI I) >i II |> :l 8Vb|* 
l О К Л А Д Ы А К А ДЕМИИ HAS К АР М Я Н С К О И С СР 
\| I == 1985 5

I I ох и ми я

В О. Пароникнн

О функции распределения содержаний рудообразующих элементов 
в теле полезного ископаемого

(Н|ки ав-кно .iK.iu-4HK<>M АН Армянской ССР II Г. .Магакьяном I8/V1965)

Исследования по определению функции распределения содержа­
ния компонентов в теле полезного ископаемого в настоящее время 
являются актуальной задачей, поскольку применение тех или иных 
законов математической статистики зависит от функции распределения 
случайной величины Следует отметить, что характер распределения 
элементов в рулах и горных породах обусловлен большим числом не­
равноценных факторов и в соответствии с этим следует ожидать раз­
личных законов распределения.

Н. К Разумовский (’) указывает на широкое распространение 
логарифмически-нормального закона в рудных месторождениях. К 

□кому же выводу приходит Аренс в отношении распределения 
элементов в породах Д. А. Родионовым (3) установлено, что наиболее 
распространенной функцией, непрогиворечашей эмпирическим данным, 
является логнормальная функция. К. В. Обрей (4) и Л. II. Четвери­
ков (I ставят под сомнение логнормальный закон распределения эле­
ментов в породах н рудах и указывают на то. что этот закон не­
приемлем ари крайне низких, а также высоких содержаниях элемен­
тов. Из вышеприведенного следует, что вопрос о функции распреде­
ления содержаний компонентов в различных геологических образова­
ниях в настоящее время разрешен далеко недостаточно.

11сследования по определению законов распределения частот со­
держании элементов в некоторых рудных месторождениях республики 
привели нас к выводу, что эмпирические данные здесь также не ук- 
л.| ываюгся в рамки нормального или логнормального распределения.

(.одержание компонента в теле полезного ископаемого можно 
ас матривать как непрерывную случайную величину, а данные опро- 

бования как случайную выборку из неограниченной совокупности воз­
можностей. так как оно производится при определенных условиях и 
ограничениях. С целью установления законов распределения частот 
содержаний компонентов в теле полезного ископаемого произведена 
статистическая обработка большого числа химических анализов на| 



свиней, нинк н медь, полученных в резуль .не геолого-разведочных 
и эксплуатационных работ но полиметаллическим месторождениям Ах- 
талп и Г.кма. Вычислены частоты нахождения содержаний компонен­
тов н равностоящих интервалах и по полученным данным построены 
гистограммы (фиг. 1, 2). В результате таких построении выявлено.

Фиг. I. Гистограммы распределения частот содержании 
свинца н рулах месторождении: / \xra.ia 2 -I'зама.

о г * з ю ц '4 $ ՝з си . л

Фиг. 2. Гистограммы распре телепня частот содержаний цинка 
в рулах месторождений: / Ххтала; 2 Гаша.

что гистограммы этих элементов в рудах довольно сходны по форме 
и их можно представить однотипной функцией распре деления. Полу- 
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ценные результаты во нсех случаях проверялись на логнормальное 
распределение, однако оказалось, что. за исключением распределения 
медн на Ахтальском месторождении, этот закон неприемлем.

Задача заключается в том, чтобы выбрать такую формулу у — 
/(л; й, д). которая, устанавливая связь между частотой встречаемости 

н содержанием элементов, в то же время возможно точно характери­
зовала бы эмпирические данные. Исследования с применением анали­
тических критериев по нахождению наиболее рациональной модели (։) 
привели нас к выводу, что в рассматриваемом случае распределение 
частот компонентов достаточно точно можно выразить следующей по­
казательной функцией плотности распределения вероятностей:

т

/ । д ) = к е . О < х < ос. (I)

। де £ и а постоянные. Эта функция, как видно, отлична от функции 
логнормального или нормального распределения. В последнем случае 
функция плотности вероятностен выражалась бы формулой:

и-«я

где <2 математическое ожидание, а* — дисперсия. I
Таким образом, задача состоит в определении параметров к и а 

функции (1) Во избежание излишнего повторения здесь опое делают­
ся параметры лишь лая функции распределения свинца в рудах Газ- 
минского месторождения Общее решение задачи позволяет произвес­
ти тождественные расчеты и для остальных компонентов, характери­
зующихся аналогичной функцией распределения, но разными значе­
ниями коэффициентов.

Но функции (1) определим математическое ожидание—Е(Х) и 
дисперсию—£> (X): - ' ’ 1'

1 ка е —кие '' — ка*\
О и

= ка (л

* яг> — —

Е (Х)|г/(х| ({х = к | (х ֊ каг)г е “ с/х =

и
г • * л

*«*)’*' “ Ч֊2Л« ^(х- Ла։)4' " 4х = к*а* —
о и

I

2каг(х Ьа։) е а <1.\ = к3а* 2к։а* —
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A "
— 2ka*e " [ — fe’a» — 2k*a* 4֊ 2*u<

0
Но ИЗ УСЛОВИИ

л - - •f (-f- ос) = Л ( e ° dx = ~ ka e a = ka = 1

. 1 
вытекает, что»* —, следовательно 

а

F.(X} = ka'= ~ а3 = а и 
а

D(X) = — — — 
а3 а3

2а^
а

т. е. ____
£(Х) = /0|Х) = о = а. (31

Равенство (3) можно рассматривать как необходимое условие, 
при котором эмпирические данные согласуются с указанной функцией 
распределения, т. е. если взамен математического ожидания и диспер­
сии применять их статистические оценки—эмпирическое среднее (х) и 
дисперсию ($’). то должно иметь место равенство

Эти стандарты определяются формулами
Г г
2 Xi mt, V (X, —х)։ т, 
j-1 „։_*-։

.V ' ,V-1

где XI среднеарифметическое содержание компонента в классовых 
интервалах, т, — число проб в них, /V — общее число проб, г чис­
ло классов.

Введя в формулу (I) статистическую оценку математического ожи­
дания, получим следующую простую функцию плотности вероятностей

X
/( х) = Д- е ',0<х<, ас

и функцию распределения вероятностей
X _ х_

F(x) = — j е * dx՝ О < эо. 

о
В частности для свинца эта функция имеет вид

X х /1 “ —
Л (х) =-0,333 е 3 dx, 0 х<э«

(41

(5)

о

(6)
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Пользуясь Функцией (6). можно определить вероятность попадания 
случайной величины в классовых промежутках по формуле:

Л
-%

Р |л( х С л֊ь11 =0,333 е dx,
V

где х, и Х/>1 являются нижней 
основании полхченных данных 
теоретическая — Л (х) функции 
гипотезы о равенстве этих двух 
А. Н. Колмогорова:

и верхней границами интервала. На 
составлены эмпирическая — Л, (х) и 
распределения (табл. I). Проверка 
функций произведена по критерии

P'j .V /Л<< — А».

где \ число анализов, Д, — максимум отклонений между эмпнрн- 
ческой н теоретической функциями распределения:

[)п = .Max Fn (х) — F (л) I, 
о < л -

А'(,.)= £(-!)* е . л>0. 
*-0

Таблица /

Границы 
интервалов 

• 0/• 0

Число проб 
{гщ »

Частота 
встречаемо­

сти

/ т։ \ _(д- )

Теоретические 
частоты

(Pi)

Эмпирическая 
функция рас­
пределения

7-X.v)

Теоретическая 
функция рас­

пределения 
Г ( V)

0-1 205 0,3176 0,2839 0.3376 0.2839
1—2 96 0,1581 0.2028 0.4957 0.4867
2-3 83 0,1361 0.1458 0.6318 0.6325
3-4 65 0.1070 0,1042 0,7388 0.7358
4—5 42 0.0692 0.0749 0,8080 0.8116

19 0,0313 0*0536 0,8392 0.8652֊ у 29 0,0478 0,0382 0.8870 0,9034
7-8 16 0.0263 0.0275 0.9133 0,9309
8-9 14 0,0214 0.0197 0,9347 0,9506
9—10 9 0.0148 0.0141 0,9495 0,9647

10-11 10 . 0,0165 0,0102 0,9660 0.9749
11—12 6 0.0099 0.0072 0,9759 0,9821
12-13 3 0.0049 0,0052 0.9800 0,9873
>13 9 0.О048 0.0142 1.0 1.0

V =608. х =3.0. $‘=8.5

Принимая а=0,01, при которой событие практически неосуще­
ствимо. по соответствующей таблице (') определяем = 1,63. Но 
ПОСК'ОЛЬКЧ

1 ЛО, = 24,5 0.0537 = 1.31 <>,, = 1.63,
то. следовательно, нет основания отрицать принятую гипотезу.
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Подобным способом и получены аналогичные функции распреде­
ления для свинца, цинка и меди месторождении Лхтала и Газма. что 
указывает ня большую универсальность показательной функции рас­
пределения.

.Г .г
/•' (л)= 4- I е ' с/л, О л ос.

* Л 
и

В заключение отметим, что распределение частот содержаний 
указанных металлов довольно близко также к логнормальному законе, 
хотя отклонения могут быть значительными. Указанная функция рас­
пределения установлена при среднем содержании элементов до 5—6%; 
ожидается переход к нормальному закону при более высоких содержа­
ниях.

Институт геологических наук
Академии наук Армянской ССР
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