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ИЗЛУЧЕНИЯ ПРОИЗВОЛЬНО ДВИЖУЩИХСЯ ЗАРЯДОВ 
В ДИСПЕРГИРУЮЩИХ СРЕДАХ СО СФЕРИЧЕСКОЙ 

ГРАНИЦЕЙ РАЗДЕЛА

М. Р. МАГОМЕДОВ

В работе методом функции Грина получено решение уравнений 
Максвелла в случае двух диспергирующих сред со сферической границей 
раздела для произвольного распределения источников. Приведены асимп
тотические выражения для полей. Полученные решения позволяют рас
смотреть широкий круг вопросов, начиная от дифракции на сфере произ
вольного возмущения и кончая электростатическими задачами. В работе 
рассмотрено также излучение заряда, вращающегося равномерно вокруг 
дизлектрической сферы.

В ряде работ были рассмотрены излучения, создаваемые заряжен* 
ными частицами в диспергирующих средах с плоской границей раз
дела.

В настоящей статье дается решение уравнений Максвелла в слу
чае, когда граница между диэлектриками имеет сферическую форму, а 
заряды движутся произвольным образом. Вычислена также интенсив
ность'излучения заряда, равномерно вращающегося вокруг диэлектри
ческой сферы.

1. Решение уравнений Максвелла в сферических координатах в 
случае одной среды.

Пусть электромагнитные свойства бесконечной среды характери
зуются диэлектрической постоянной s (ш) и магнитной проницаемостью 
I1 (“)•

Разложим функции источников и амплитуды полей в интегралы 
(ряды, если движение периодично) Фурье по времени и запишем урав
нения Максвелла в виде:

, _ f ш в _, , 4к .rot Н =------- Е 4------ Jr, 
с с

rotE' = ^H, (1)
с

div Н = О,
div Е՜ = О,

где
Е' = Е + уФ

J/ = J+ уф, div Jr = 0, (2)

△Ф =-------- р.
8
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Как видно из (1) и (2), дивергенция обоих рассматриваемых полей Е'։ 
Н равна нулю во всем пространстве. Поэтому решение уравнений (1) 
должно иметь вид (см. напр. [1], [2])

Н=У 2 [/z™ (М Х,и (В, ф)-֊ ^ rot (#U*r) XZm (В, ?))], (3)

Е' = 2 2 [?/™(НМ։9)+-ГО1(/1П(4Г)Х,Я(»>Т))]. (4)
М т~-1 ^

В этих выражениях Х/т (0, ф) означают ортонормированные вектор
ные сферические гармоники:

Х1т (0, Ф) = [/ (/+!)]-■'■ ЬКи», тЭЛ = 0,
Г Хгт' (0, ф) Х[т (В, ф) dQ = 817 Ощ-т ,

^ ( &,?) = I ֊ti 71 РГ (cos В) 
L 4- (Z+m)I

e'm’ (5)

Ул-тМ֊!)՞* У*т,

L = — 1 [г X у], dQ = sin В JB </ф, к9= - S| • 
с8

Для определения функции fim (кг) подставим разложение (3) в урав
нение для поля Н:

(А + fc8) Н = - — rot .
с

Умножим скалярно обе стороны уравнения на вектор Х/т (В, «) и про
интегрируем по всем углам. Принимая во внимание коммутационные 
соотношения

LA = AL, L։ L = LL8

и ортонормированность функций Xim, получим
/ 1 cP । /(/ + !)<, 4" Г тI-----— г + «---------:— Vim =-------1 Xlm -rot jtd^.
\ r dr* r9 / c J

Подставляя разложение для E' в уравнение

(Л + ПЕ-—^J.
С8

(6}

и проводя аналогичные вычисления, приходим к уравнению для функ
ции glm (кг)

(т 5? '+ * г ) ] х“ ^ <7)
Функция Грина уравнения (6) удовлетворяет уравнению
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) С’ {гУ)у 8 (8)
\ г аг' г2 / г'

Решение этого уравнения, регулярное в начале координат и представ
ляющее расходящиеся волны на бесконечности, равно

^/ (г I г') = 1^1 С^г') Л/ (кг) & (г—г') +
+ 1к^(кг)к1(кг')Ь(г'-г), (9)

где & (х — х') равна единице при х>х' и нулю при х<^х', р(х) и 
Л/(х) являются сферическими функциями Бесселя и Ханкеля:

Ь (*) = ]1+Ч. («)•

Л/ (х) ^ Л^(х) = (—У [/,+1/. (х) + /М+./։ (х)]. (10)

Что касается уравнения 
4 тс Дф = - — р (г, », ф, ш), (И)
8

его решение можно представить в виде

ф (г, ». ?, «0 = 2 2 Кт (г) У1т (», ф), (12)
1=4 т=-1

где ф(т удовлетворяет уравнению
/ 1 сР /(/+1)\ 4к Г ..
(—ТТ г~----- , ) Ф'™ =-------? *‘" ^ П3)\ г аг2 г3 / е J

Функция Грина этого уравнения, удовлетворяющая равенству
/ 1 ^ Н/+П\ - , . „ 1 . ,(— 7Т г--------- а ) °Ф (Нг ) =-------Г 8 И—г ), (14)\ г / ег3

в случае бесконечного пространства равна

^’“.-рЫД- 8 ^֊') + ֊^»<"1] ■ 05)

Поэтому в рассматриваемом случае имеем:

Ап (4г) = С дай кЕ (ну г'» <1г՛, 

о

glm (кг) = У ^ (НН ^и (И г'* Аг՛, (16)

о

?|М (М = у Сф(г|/) Кь (г՛) г'3 <1г',
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^=^ Г х^ го! ь м, кЛ1 = ֊ [ х;т • ь д 
с J с* J

А7 = 4^У рУ/т^З, Су = I* 6/.

2. Решение уравнений Максвелла в случае двух сред.
Пусть сфера радиуса а с центром в начале координат характе

ризуется диэлектрической постоянной ^ (о») и магнитной проницае
мостью ^ (и). Значения этих параметров для пространства вне сферы 
обозначим через в3 (ш), ц3 (ш).

Частное решение неоднородных уравнений Максвелла в простран
ствах внутри и вне сферы имеет вид разложений (3) и (4). Для удов
летворения граничным условиям на поверхности сферы к выражениям 
этого типа необходимо добавить решения однородных уравнений. По
скольку общее решение однородных уравнений представимо в виде 
(3) и (4), то это эквивалентно добавлению к радиальным решениям / 
и g или к соответствующим функциям Грина некоторой комбинации 
независимых решений однородного радиального уравнения.

Вне сферы радиуса а эта комбинация должна соответствовать 
волнам, движущимся от сферы. Этому условию удовлетворяет функция 
АР (А2 г)= /ц(каг). Внутри сферы регулярной является функцияр^г).

Сформулируем еще граничные условия для рассматриваемых 
функций Грина. Эти условия должны следовать из условий непрерыв
ности тангенциальных составляющих полей и нормальных составляю
щих индукций на границе раздела диэлектриков.

Принимая во внимание разложение (3), (4) и равенстма

го!/,Х1т = — [/(/ + 1)р. /, У։и+֊/- (г/,) [пХХ/т], 
г г Ог

гЬ = О, и = — >

где /;(г)—произвольное решение радиального уравнения, мы приходим 
к выводу, что на границе раздела должны быть непрерывны выра
жения

бу, А (г^); С', ±± (гС^, (17)
е аг. аг

аг
где С/, Се, Сф означают функции Грина уравнений (6), (7), (13) в 
случае двух сред.

Таким образом, поля во всем пространстве в случае двух сред 
можно определить, построив три функции Грина с граничными усло
виями (17).
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Построение функций Грина радиальных уравнений мы начнем с 
6/. В соответствии с вышеизложенным, функция Грина й/ должна 
иметь вид

^/ = 'А [л (^г) Гц^г) 0 (г—г') -гр^г') ^^^г') & (г'—г) +
+ ₽^Л (к^') р (к^)] 0 (а—г) I) (а — г) +

+ ^ ?£ Л (к^г') А/ (к2г) 0 (г~а) ^ (а—г') + (18)
+ Ис, [р (каг') А/ (к2г) •) (г—г') + р (к2г) /и (к2г')Ь (г'—г) +

+ аяА/ (к2г) Л/ (к2г')] 0 (г—а) & (г'—а) +

+։АХ ар.л(к1г) ^(к^г') 0 (а—г՝) 0 (г'—а),

где о-Е, »Е> ^Е, $Е определяются из граничных условий. Из непрерыв

ности С/ и — (гС/) находим:
е аг

Дл ЯЕ = Л^а՝) [ар (^а)]'— —р {^а) [ар (к2а)]', (19)
6з

Аг?£= А/ (к2а) [аЛ^^о)]'---- — А/^а) [ак1(к2а)[', 
ег

де = —МКа) [аЛ1(^а)]'-А( (к2а) [а/^^а)]', 
е»

* = — ---- ----- , К = ----- ----- , []'=—[ ], 
е2 ак^Е ' ак^Е----- da

Функция Грина б^ строится аналогичным образом и получается из 
С/ умножением на р = |\& (а—г) + ^ 0 (г—а) и заменой

ЛЕ> ^Е> ^Е^ $Е~*ЛМ> ?лр ®И» Р.и» 
где

д.и а.и = Л (Аг а) [ал (кг а)]' — ^- р (кга) [ар (к2а)]', (20)
Нг

Ди ₽ и = А։ (Ага) [аА, (^а)]' — -^ А, (ад [аА/ (А։а)]',
Нг

дл= —//(Аха) [аА( (ад!'—А|(Л։а) [ау/(Аха)]‘, 
Нг

Т г о Н ։

аАхД.и Н։ ак2^м
Нам остается теперь построить функцию бф в случае двух сред. 

Для этого к сингулярным решениям вида (15) необходимо добавить ре
шения однородного уравнения. Решение однородного уравнения, регу
лярное вне сферы, пропорционально г~0+1). Внутри сферы регулярным 
является г1. Поэтому запишем 6Ф В виде
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(2/+П ^ - А |-^»(/-,)+ -^- 9 (г-и +

+ ₽д — (—У I » (а ֊ Г) й (а-Н + (21)

+ -к -777- 0 0—а) » (а—г')+
8, Г, + ‘

1 Г г' г'1+ — -£— » (г'֊г)+——О (г֊гН в, ' г'+։ ՝ '

1 / А \^+1 / д
+ а£— (—) ( —) & (г—а) в (/—а)+а \ г / \г / J

+ “ аг "ЛТ? ^а — г) д (г ~а)’ 

где неопределенные коэффициенты определяются из непрерывности

и равны

а = Л!22^1)_ ; =. 2/+1
4 /в1 + (Ж)е’ 4 ^ + (/+1)8,’

Р4 = ^щ.№^։^ = в, ^и . ..
4 /^+(/+1)8, 4 2 /81+(/+1)82

Для получения решения уравнений Максвелла в случае двух сред най
денные функции Грина необходимо подставить в (16). При этом воз
никают интегралы вида

/, (кг)Х*т • го1 Де^х, /((кг)Х*1п ■ ДеД»г,

где /։(кг) какое-либо решение однородного уравнения.
Эти интегралы желательно преобразовать к более удобному ви

ду. Для этого подставим вместо У/ его значение

^ = ^ + ^Ф
4-

и проинтегрируем по частям.
В результате получим

/(кг) Х^то! Д^ж = т^кН ^Д*’р—('/)֊^(гД)/1^ 
У1(1+1)^ I аг

|7(М Х£.ЪЛс= * ■ [ ^Л^УГГХДОХ. 
и Г \Ь 1՜ */1/
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При получении этих равенств отброшены поверхностные интегралы. 
Это оправдано, если J обладает достаточно хорошими аналитически
ми свойствами и обращается на бесконечности в нуль быстрее, чем г՜2.

Как видно из этих выражений, поля мультиполей магнитного ти
па (типа §1т) определяются плотностью магнитного момента тока 
1/2с ГгХЛ.

Подставляя полученные функции /1т'{кг) и §1т {кг) в разложения 
(3) и (4) с ։ = ^ !1 {а—г) 4- е։и (г — а), и = ^ (а — г) + |^& (г —а), мы 
получаем решение уравнений Максвелла в случае двух сред. Получен
ные таким образом поля являются поперечными. Продольная часть 
поля равна—уФ, поскольку Е = Е' — уФ.

Полученные решения позволяют рассмотреть большой круг воп
росов, начиная от дифракции на сферическом препятствии произволь
ного возмущения и кончая электростатическими задачами. Мы будем 
в дальнейшем заниматься только вопросами излучения ограниченных 
распределений источников. Поэтому приведем окончательные выраже
ния для Фурье-компонент полей в волновой зоне

^ 3> 1» г'^Л, d = тах г'.
Они имеют вид:

Н = —2 (-п,+1 ЛяХья+Н-) Аи[пхад , (24)
каг 1.т \^/ J

Е=(՜)12 [нхп]-

Ае = • ! ՝ (ае +“1В “я + с«г ?г) , (25)

Ли= ^т^п (“*+ “^а”+ “2И ^

«я = ^Е (А> 00 > л(каг)), а1Е = ОЕ{а, оо, Ь1(кгг)),

а2Е = ^Е (°> Л ( V))-
Коэффициенты аи, а1И, а2И выражаются точно таким же образом че
рез Ди, где

ВЕ{Г-Ь ГЦ /1(кг)У= I Ьш ?— (г/1 {кг)-\----- (г}) Д {кг) сРх, (26)
J I аг (о

Ди (^1» га, /I {кг)) = у УРтЬ {кг) ЛУ [ГХЛ СРХ.

В заключении этого раздела отметим следующее: при 81, н. = 
=в։> Ра=8, I1 все формулы этого параграфа переходят в соответствую
щие выражения для случая одной среды; все коэффициенты типа а, 0
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являются коэффициентами отражения от сферической границы, а 

а, р—коэффициентами прохождения.
3. Излучение заряда, равномерно вращающегося вокруг диэлек

трической сферы.
Пусть заряд равномерно движется по окружности х1 + у։ = 4s с 

циклической частотой ш0. Поскольку движение периодично, разложим 
все величины в ряд Фурье. Для Фурье-компонент плотностей заря
да и тока имеем выражения

j = -^- г (r-b)г (о—,

Р Ш) = ----- ------- $ (Г—^) ^ ---- “V՞5։
н ' 2«6* sin а \ 2 /

ш = пш0, v = 6ш0, Ь> а.
Подставляя эти величины в интегралы (25) и (26), получим

Л'=,7^т[£‘0,(М)^^^^ Чт՛0)8- m
А,= ^Ш <Л W>+ji"(w ‘^й Чт’ °)

Выражение Yin отлично от нуля только при I—п=2к, а

^ ^ (т0)՜"1’ I — п =2 к 4-1, где

ЬО, 1, 2,- - ..
Поэтому имеем:

|нЛр=4 2 ^ х"+"֊ 
кг ь=о

Л (28)

Интенсивность излучения с частотой о։ = т»0 в элемент телесного угла 
^2 можно вычислить по формуле

^ = ^- |Ня|«гУ2. (29)
2к \ е։ /

Рассмотрим более подробно случай, когда (4=^=1: =2=1, ^-г.
В нерелятивистском приближении ^1, пК1 ряд (28) быстро 

сходится. Удерживая первый неизчезающий член этого ряда, можно 
получить для интенсивности формулу
Л _ ^Q4m»(|)^n^sin_^^ п (1—а) / д У"*118

2пс’ 2” Г* („4-1) [ + пз 4- Л 4-1 Ш J ’

(30)
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? = —, ֊^«1.
с

При а-'0 или S-+1 выражение в квадратных скобках обращается в 
единицу. При этом формула (29) переходит в известное выражение 
для интенсивности излучения при равномерном движении по окружно
сти (см., напр. [3]).

Отношение интенсивности излучения при вращении вокруг ди- 
электической сферы к интинсивности при вращении в вакууме дается 
величиной в квадратных скобках.

Рассмотрим теперь ультрарелятивистский случай, когда 1—Р։С1. 
Основную роль в измерении при этом играют гармоники с большими п. 
Угловое распределение излучения в этом случае резко анизотропно. 
Используя асимптотические выражения для присоединенных функций 
Лежандра Рм+п (cos 0), можно показать, что излучение в основном 

1

заключено в области углов »=—+п . Поэтому мы рассмотрим 

более подробно спектральные распределения излучения. Интегрируя 
выражение (28) по всем углам и используя формулу (29), получим

WQ*
"С

IsR^ 4ь 0"+2* ^+h^ (^^) 1

+ ^22 Р W 1л+2'+1 (кгЬ) 4֊ Лл+u+i (31)

Л№)=

Р(к) =

2(л+2^)+1 Г(Н1/2) Г (Ж+1/2)
(л+2£)(л+2£+1) Г (Л+1) Г (п + *+1) ’ 

2(п+2Н1)+1 Г(НЗ/2) г (л+НЗ/2)
(п+2к +1) (л + 2* +2) г (л +1) г (л +к +1)

Для непосредственного вычисления этих сумм нам пришлось бы брать 
огромное количество членов, поскольку Л26=л?^>1. Поэтому применим 
здесь технику, развитую В. А. Фоком в работе [4]. Как мы увидим 
ниже, основную роль в этих суммах играют значения к ~ п։/3.

Поэтому имеем:
. , 2՜ Г(Н1/2) 2 Г(НЗ/2)

л3'2 Г(*+1) ’ л^ Г(*+1)

Г (Н1/2) _ I г (НЗ/2) ~ £1/2 
г(* + 1) V к' Г(Н1)

После этого мы переходим от суммирования по к к интегрирова
нию по х=л+2Л. Далее вводим новую переменную интегрирования £ 
согласно формулам

X1'3х = ktb + ( — ) / = кла + /каа у^, 
\ 2 /
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и выражаем все функции у, А через функции © (/) и а (/), введенные в 
работе [4]. В результате, используя для а£ и а и их значения для слу
чая идеальной проводимости, получим для спектрального распределе
ния интенсивности излучения следующую формулу:

/я=^^У'(/1+/։)> (32)
"с \ 2 /

/1= (‘(/-^«'ЧОЛ 0, у)л,

Л = J (^-^о)1'2 (О Л (^ у) л,

Г, (,.,)= [։_<<й£^+г1‘
V՛ (0 то' (/ + ։/!

то (0 ©_(/+у)12 
«(<) ш«+у)|Л(^) =

67
«» (0 = и (0 + г© (#), то" (0 = /то (/).

В этих выражениях через © (/) обозначена функция Эйри. Функ
ция и (/) может быть определена из соотношения

и' (/) © (/) — и (/) ©' (/) =1.
При /-> + со имеем

И (0 = 4՜ г Ш е՜ А, и (0 = Г1/4 е2/3

Функции Гг (^, у) и Рг ^, у) обращаются в единицу при у >1 
(что соответствует отсутствию сферы).

При этом формула (32) дает' интенсивность излучения заряда, 
равномерно движущегося по окружности, и совпадает с формулой (12) 
работы [5]. В этом случае спектральное распределение имеет макси
мум при /0~1, т- е- я~(1—Р*)՜3^2.

Рассмотрим теперь случай, когда у<^1. Разлагая функции ®(/+у) 
и то (/+у) по степеням у и удерживая первый неисчезающий член, по- 
лучим ՝

! ОО 1 \ 1 |

; ՛ ' Лт*-7Т7^©'40+ «'’(<)’
. • -I I ՛ .;.'■։։ ’<./»'։!! ■

• ; и -«’(О+ «’(<)
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Таким образом, при ^ ^ 1, т. е. 1 — ^"^^ — ?’, интенсивность 

излучения исчезающе мала. Физически этот результат является оче
видным, поскольку заряд движется вблизи металлической сферы. На- 

/ а? \личие сферы эффективно сказывается при у—1 р ——~1—0М. При 

у > 1 наличием сферы можно пренебречь.
В заключение автор выражает благодарность Г. М. Гарибяну и 

И. И. Гольдману за полезные советы и обсуждения результатов.
Ереванский физический институт ^Поступила 2.ХП.1968
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ՍՖԵՐԻԿ ԲԱԺԱՆՄԱՆ ՍԱՀՄԱՆ ՈՒՆԵՑՈՂ ԴԻՍՊԵՐՍԻԱՑՈՎ ՕԺՏՎԱԾ
ՄԻՋԱՎԱՅՐԵՐԻ ՄԵՋ ԿԱՄԱՅԱՊԵՍ ՇԱՐԺՎՈՂ ԼԻՑՔԵՐԻ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ

Մ. Ռ. ՄԱԴՈԾհԳՈՎ

Աշխատանքում Դրին ի ֆունկցիաների մեթոդով ստացված է Մաքսվելլի հավասարումների 

լուծումը սֆերիկ բաժանման սահման ունեցող, դիսպերսիայով օժտված երկու միջավայրերի հա

մար, աղբյուրների կամայական բաշխման դեպքումւ Ստացված արտահայտությունները թույլ են 

տալիս ուսումնասիրել էլեկտրս դինամիկական մի շարք խնդիրներ, որոնց լուծումը դժվար է 

ստանալ սովորական մեթոդիկայով։

Որպես օրինակ աշխատանքում դիտարկված է դիէլեկտրիկ դնդի շուրջը հավասարաչափ 

պտտվող լիցքի ճաոադայթումըւ

RADIATION OF ARBITRARILY MOVING CHARGES IN 
DISPERSING MEDIA WITH A SPHERICAL INTERFACE

M. R. MAGOMEDOV

A solution of Maxwell equations for the case of two dispersing media with a 
spherical interface by the method of Green's function is obtained for arbitrarily distri
buted external sources. The asymptotic expressions for the fields are also given. By the 
solution obtained one may consider numerous problems beginning from diffraction of an 
arbitrarily given pulse on a sphere to electrostatic problems. The intensity of the radia
tion for the charge uniformly rotating aroung the dielectric sphere is also calculated.
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О ПРИБЛИЖЕНИИ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКИ 
В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ ДВИЖУЩИХСЯ СРЕД

С. Н. СТОЛЯРОВ

В работе выяснено, каким образом сказывается движение среды на 
виде геометрикооптнческих решений. Показано, что перемещение среды 
не влияет на амплитуды воли в приближении геометрической оптики, а 
изменяет только фазы этих волн. Показано, что в приближении геометри
ческой оптики в неоднородной движущейся, среде распространяются на
встречу друг другу две независимые волны, частоты которых -связаны 
между собой так же, как при двойном аффекте Допплера, который возни
кает при отражении от движущихся границ.

В последнее время различным вопросам электродинамики движу
щихся сред уделяется все больше внимания. Эти вопросы представ
ляют интерес как с точки зрения общей теории, так и с точки зре
ния ее возможных применений [1, 2, 4] в связи с тем, что уже в на
стоящее время в средах с нелинейными свойствами возможно движе
ние различных границ раздела с релятивистскими скоростями [3, 4].

В данной заметке мы хотим получить явный вид геометрико- 
оптических решений в электродинамике движущихся сред с помощью 
решений уравнений Максвелла для конкретного случая равномерно

движущейся среды, т. е. когда среда движется со скоростью V сквозь 
неизменный профиль диэлектрической постоянной а (г). Мы желаем 
также выяснить вопрос, каким образом движение среды сказывается 
на виде геометрико-оптических решений и на условиях их применимо
сти. В принципе полученные ниже результаты можно было бы полу
чить с помощью преобразований Лоренца общих выражений для по
коящихся сред с медленно-меняющимися параметрами, приведенных в 
работах [9, 10].

В частности, полученные ниже решения эквивалентны геометрико- 
оптическим решениям для покоящейся среды с а (г, /) = а (?-|- и(), но 
в той системе координат, где профиль волны диэлектрической постоян
ной покоится. Примером такой среды может являться среда, по кото
рой перемещается мощный световой импульс и свойства которой ме
няются за счет ее нелинейных эффектов синхронно с перемещением 
максимума светового импульса. Как известно [3], скорость перемеще
ния максимума такого импульса в усилителе света может быть отлич
ной от скорости света в среде.

Для простоты ищется решение одномерного волнового уравнения

[И^М]՛ -еЛ--' ^ ֊֊ гI8М-1]
Ог иг с

д^Е 
дzдt
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±.[?.^+Д^1 = о
№ | дг с д{ ]

(1)

для электромагнитной волны Е (г, ^ — Е (г, /) • еу, распространяю
щейся вдоль оси г, в положительном направлении которой со скоростью 
у=с'Л перемещается неоднородная среда с е=в (г) и р=1; с—скорость
света в вакууме.

Уравнение (1) получено с помощью уравнений Максвелла и урав
нений связи МИНКОВСКОГО В движущейся среде [5]. При этом в урав
нениях связи МИНКОВСКОГО вместо постоянной в введена диэлектриче
ская постоянная в (г), зависящая от координаты г. Это возможно де
лать потому, что соотношения Минковского получаются путем преоб
разований Лоренца из известных соотношений между индукциями и 
полями в покоящейся среде, а последние в случае отсутствия про
странственной дисперсии носят локальный характер.

Для покоящейся среды (? =0) уравнение (1) переходит в изве
стное волновое уравнение в среде с переменным показателем прелом
ления, а при постоянном в, не зависящем от координат, из него не
трудно получить дисперсионное уравнение электродинамики движущих
ся однородных сред [6].

Как и в случае покоящихся сред, решение уравнения (1) ищем в 
в виде ряда последовательных приближений по степеням малой длины 
волны ՝к=с/ш [7]:

Е(М) =к(*)+ ֊ £ М+4ВД ь4е*Р^^ (2) 
I О» 10՜ J с

Если подставить это разложение в уравнение (1) и приравнять члены 
с одинаковыми степями с/ш, то для искомых величин ф (я), Ео (я), 
Е1(г), - • ■ можно получить систему уравнений:

[1֊^ (я)] (^Г+ 28 {е (г) -1] ^ - [в (г) - Р] =0, 
\аг / аг

2 (1-^ (г)] ^ + Р [з М-1] ] ^ + {[1-^ (*)]֊£■ + 
( аг ] аг { аг

2 ЬЧМ*)] ֊+ ? [Ф)-1]}^ + Ь֊^)]^ + 
I аг ] аг \ аг*

+£1(г)=[1՜^(г)]
аг у аг ( аг аг аг J

(а)

(б)

(3)

Первое уравнение этой системы определяет фазу волны в дви
жущейся неоднородной среде. Для нерелятивистских скоростей оно 
было найдено в [8].
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Решения этого уравнения имеют вид:

„+«--^-=т-1֊г^;^«=С»+(^! (4)
Ог \аг/г 1тг1*(г) и

”֊<г> = ^ = (г) = -ГТ77Т!^«=dz \ап^ 1—р-р(я) J

где Р (х) = 1^е (^) ։ а я0—постоянная интегрирования. Величины п+(г) 
и п- (г) определяют показатели преломления в движущейся неодно
родной среде соответственно для волны, бегущей по направлению 
движения среды (п+) и против (п_), (см. [6]). Их отличие от показа
теля преломления р (г) = у в (г) для покоящейся неоднородной сре
ды связано с увлечением волн движущейся средой.

Из второго уравнения системы (3) с помощью выражений (4) не
трудно также найти амплитуды Е^ (г) этих двух волн. Они имеют 
вид

ЕС(г) = С±1^(г), (5}

где С± — постоянные, определяемые из граничных условий.
Таким образом, в движущейся неоднородной среде в приближе

нии геометрической оптики распространяются две независимые волны 
вида

(6).
V ^Н >

где

Ф± (*,*)=-"• [Ф± («) - ^]-

При этом движение среды сказывается на фазах обеих волн и не ска
зывается на амплитудах.

Выясним условия применимости приближения геометрической оп
тики в движущейся неоднородной среде. Для этого из третьего урав
нения системы (3) найдем следующую поправку ^ (я) к геометрико- 
оптической амплитуде поля Ео (5). В силу равенств (4) и (5) она при
нимает вид

Ь^ (я)= -2= С УЖх± (0 л, (7)'
У Нг)^

где
± = + —руте) /^ ЗП^^)] ^1

֊8(1֊Р«)УЖ1 р’ф \^/ нЧВ)

гг—постоянная интегрирования, а индексы „+“ и „—“ соответствуют 
двум независимым волнам, бегущим в положительном и отрицательном, 
направлениях оси я.
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При 3 = 0 выражения для Е\ (г) совпадают с аналогичными вы
ражениями в [7].

Если проинтегрировать выражение (7) по частям, то поправку 
Еу (ж) к геометрико-оптическому приближению можно записать в более 
удобном виде:

ЕЛг)= +
г-с р-т^) d^ х р֊^е-)/^\> 

4Ь(г)(1-?։)1 н’Ш я г ' 3 2^) ^/ ’

Отсюда и из выражения (5) видно, что, как и для покоящихся неод

нородных сред, относительная поправка 8+ (г) = — Ег (г)/Е^ в разло- 
0)

жении (2) будет мала там, где изменение показателя преломления ц (г)
на расстояниях порядка длины волны £ = с/ш много меньше единицы,

^ 
;ь (г) dz

е. ^ 1. Движение среды существенным образом сказывает

ся на условии применимости приближения геометрической оптики
только при релятивистских скоростях движения среды. Наличие мно
жителя П-^Ч2)] в выражении для ^(г) делает условия примени
мости менее жесткими по мере приближения скорости движения среды
к фазовой скорости распространения волны в ней.

В заключение отметим, что рассмотренная выше задача с точки 
зрения системы координат 5(0), в которой неоднородная среда покоит
ся, эквивалентна задаче о приближении геометрической оптики в сис

(о) • ш/1֊Р8
* 1±₽-Р Ь) ’

теме, где сквозь неподвижную среду со скоростью и перемещается в 
•отрицательном направлении оси г неизменный профиль диэлектричес
кой постоянной е (х<°)-|-«<<°))#. Тогда можно показать, преобразуя по 
известным формулам преобразований Лоренца от системы 5 к систе
ме частоты, волновые векторы и амплитуды электрического поля, 
что в системе координат 5(0\ где среда покоится, также имеются в 
каждой точке две независимые волны, распространяющиеся в положи
тельном и отрицательном направлениях оси г. Частоты, волновые век
торы и амплитуды поля этих волн имеют вид

(0)
Й>=±у-Н(4);

^(0)= С^1 утаг• [1 ±₽н « С<±0)= С± 1О; ^^ ^ л

Видно, что частоты этих двух независимых волн различны и в 
каждой точке среды ^ между ними имеет место связь

“1 = ЖНх^.
1-Ри (1)

* Величины, относящиеся к этой системе координат обозначаются индек
сом (0) вверху в отличие от величин без индекса, относящихся к системе координат 
5, в которой неоднородная среда движется со скоростью V в положительном направ
лении оси *.
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Эта связь соответствует двойному эффекту Допплера, который возни
кает при отражении от движущихся границ раздела.

Поступила 1. IV.1969
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ՇԱՐԺՎՈՂ ՄԻՋԱՎԱՅՐԵՐԻ ԷԼԵԿՏՐԱԴԻՆԱՄԻԿԱՅՈՒՄ ԵՐԿՐԱՉԱՓԱԿԱՆ 
ՕՊՏԻԿԱՅԻ ՄՈՏԱՎՈՐՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ս. Ն. Ս8ՈԼՅԱՐՈՎ

Աշխատանքում րացահայտված է, թե ինչպես է անդրադառնում միջավայրի շարժումը երկ֊ 
րաչափաօպտիկական լուծումների ձևի վրա։ Ցույց է տրված, որ միջավայրի տեղաշարժը չի- 
ազդում ալիքների ամպլիտուդայի վրա երկրաչափական օպտիկայի մոտավորության մեջ, այլ 
փոխում է միայն այդ ալիքների ֆազերը» Ցույց է տրված, որ երկրաչափական օպտիկայի մո
տավորության մեջ շարժվող անհամասեո միջավայրում տարածվում են իրար հանդիպակաց 
երկու անկախ ալիքներ, որոնց հաճախականությունները կապված են միմյանց հետ այնպես, 
ինչպես Դոպլերի կրկնակի էֆեկտի դեպքում, որը առաջանում է շարժվող սահմաններից անդ
րադարձման դեպքում։

ON APPROXIMATION OF GEOMETRICAL OPTICS IN 

ELECTRODYNAMICS OF MOVING MEDIA

S. N. STOLIAROV

Influence of motion of a medium on the kind of geometricooptical solutions is 
found out. It is shown that in the above approximstion the translation of a medium 
makes no effect on the wave amplitudes but changes their phases only. -

Two independent waves whose frequencies are interrelated the same way as in 
the doublle Doppler effect arising in reflecting from moving boundaries are shown"to' 
propogate towards each other in a heterogeneous medium in approximation of geomet-՜ 
rical optics.
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ПОЛЯ И ПОТЕРИ ЭНЕРГИИ ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЫ 
ПРИ ПРОЛЕТЕ ЧЕРЕЗ СЛОИСТУЮ СРЕДУ

В. А. АРАКЕЛЯН, Г. М. ГАРИБЯН, Э. А. НАЛЬЯН

Рассмотрен пролет заряженной частицы через стопку, состоящую 
из произвольного числа пластин, разделенных между собой вакуумом. 
Получены выражения для возникающих при атом полей излучения как 

внутри стопки, так и вне ее. С помощью этих формул получено общее 
выражение для полных потерь энергии заряда в стопке, просуммирован
ное по всем пластинкам. Приведены также формулы для энергии излу
чения в пространствах до и после стопки пластин.

Задача о пролете заряда через пространственно бесконечную 
среду, состоящую либо из двух родов пластин, либо из среды с пе
риодически плавно меняющимися электродинамическими свойствами, 
рассматривалась рядом авторов (см. обзор [1]). Значительно меньше 
работ (см. также [1]) посвящено рассмотрению пролета заряда через 
стопку, состоящую из произвольного (и, в частности, конечного) чис
ла пластин, разделенных между собой вакуумом. В работе [2] поля 
излучения, возникающие при этом, были найдены лишь в пространствах 
до стопки пластин (г<0) и после нее (г > Аа + (ТУ—1) 6). В настоя
щей работе мы пользуясь до некоторого этапа подходом работы [2],. 
а затем поступая аналогично тому, как это было сделано в [3], полу
чим относительно компактные выражения для полей излучения как вне 
стопки пластин, так и внутри нее, не сделав никаких приближений. 
Используя эти выражения для полей, получены формулы для полных 
потерь энергии, испытываемых зарядом при пролете через стопку 
пластин, а также для потерь на излучение.

1. Пусть заряженная частица, движущая со скоростью ^=«>0, 
перпендикулярно пролетает через слоистую среду, состоящую из па
раллельных пластин с диэлектрической постоянной £(ш), магнитной 
проницаемостью р (ш) и каждая толщины а, причем находятся они 
друг от друга на расстоянии Ь в вакууме. Поля заряда как в веще
стве, так и в вакууме общеизвестны и мы не будем их здесь приво
дить. Поля излучения в вакууме будем искать в виде [4]

Е' (г, 0 = Л,— !(։ р + »„։—./)
(*)

О)

где )«=-------х8, и> = кгъ, с1к = с1к^кус1к1=<1*^— ՛
сг V

2-353
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ПОЛЯ излучения в веществе, соответственно, будут иметь вид

— р֊> -► /(* р4*Кг—си/) —
Е;(Г,{)= \Е'{к) е ак,

- -♦ / (х р —>«Г—«О -*
Е"(к) е (1к, (2)Е"(г, 0=

ГДе )2= — ер. — х8. Очевидно, что поля с одним штрихом соответ- 
с2

ствуют волнам, движущимся в положительном направлении оси г (про
ходящие волны), тогда как с двумя штрихами—в отрицательном на
правлении оси г (отраженные волны).

Из условия излучения следует, что в пространстве до стопки 
пластин (г^О) будут присутствовать только отраженные волны, а в 
области за стопкой (z՝^>Na-\-(N—1) 6) будут присутствовать только 
проходящие волны.

Написав на границах (т-|-1) пластины условия непрерывности 
для электрических векторов полного поля, состоящего из поля заряда 
и поля излучения, мы получим 4 уравнения. Исключив из этих урав
нений поля в (т+1) пластине, мы получим следующую связь между 

тангециальными Фурье-компонентами Ет,1 (к; IV) и Ет,1\(к; IV) векто
ров электрических полей излучения в т-ом и, соответственно, в 
(т -|-1)-ом отсеках:

г । ^ е^ 'т ^‘ Ь> лЕт+1— ”1^4՜ М-уЕт ~ * ~ “ в ^4,

Ет+1 = ^Е„+МяЕт+-^-С, (3)
4е

где

Ет=Ет,։ (к;Юе-“-^,

Ет=Ет. ( (к; IV) е1^ (3')

(Ьт = та + (т — 1) 6 — есть общая длина стопки, состоящей из т 
пластин).

1^, = -^ е1'^ в; М2= -^ е™ Н;
1 4а 4в

Л^^-'^Г; Ия = ^е-,'-ь &, 
4е 4г

£ 1 \2 / £ 1
— + — ) е-Лв — ( ------------е1)а ,
^ Ч / \ * >֊о /
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Величины Л и С определяются из следующих формул:

Вместо полей Ет и Ет введем новые величины Гт и Гт, опреде- 
ляемые соотношениями [2]

<т(а+»)2- 
Ет+1 =Ет + 1 ]-л" е >

причем а' и а" выберем так, чтобы связь между Гт+1 и Гт имела бы 
вид

Гт+1 = ^Гт-\-М1Гт,

• Р т+1—^2^ т Л~^2 Гт (^)‘

Для этого, подставляя в (4) значения Ет+1 и Ет+\ из (3), выразим, 
в полученных формулах Ет и Ет через Гт и Гт, снова используя 
(4). Требуя далее, чтобы эти формулы совпали с (5), мы для опреде
ления а' и а" получим систему, состоящую из двух уравнений. Решая 
ее, будем иметь

а„ = ^. 5^. Л(Л + Ве 1
4е 2к։ Т
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а'=-2^-. ^. — (С+Ре ), (6)
4з 2г։ 7

причем
7 = 1—21е-'’+е՜2'’; Ф = —(а + 6),

2; = М+ ^; М^г ֊ Л^М=1- (7)
Таким образом, величины Гт и Гт, в которые входят искомые 

поля, подчиняются не зависящему от т преобразованию (5) при пере
ходе от одного отсека к соседнему.

2. В этом пункте мы найдем связь отдельно между величинами 
Гт с одной стороны и отдельно между величинами Гт с другой. Сле
дуя работе [3], рассмотрим три соседних отсека: т — 1, т и т-И. 
Для этого запишем уравнения (5) с индексом меньшим на единицу:

Гт = Щ Гт-1 + Мх Гт—1,

Гт= Ni Гт-1 + М։-Гт-1 . (8)
Взяв второе из уравнений (5) и последовательно исключая в нем ве
личины с двумя штрихами, с помощью уравнений (8) и используя (7), 
нетрудно получить

Гт + 1 =21 Гт—Гт-1 • (9)
Соответственно, взяв первое из уравнений (5) и последовательно 
исключая в нем величины с одним штрихом, с помощью уравнений (8) 
и используя (7), получим

Гт+1 = 21 Гт—Гт-1 . (10)
Уравнения (9) и (10) имеют вид реккурентных соотношений для 

полиномов Чебышева [5], а следовательно, они должны удовлетворять
ся полиномами Чебышева либо первого рода Тт($, либо второго ро
да ит (1)> либо их линейной комбинацией.

Выбор соответствующего решения однозначно определится усло
виями излучения. Для этого полагая в (4) т--1 = 0 и /п+1 = Л^ и 
учитывая, что ^о = 0 и Ел՛ = 0, получим

Г0=Л е~\ Го=Ео+*" е-Ч,

Г^Ёк+ъ' е'(-У-։)?; Г^ = а" е1^^. (И)
3. Определим сначала тангенциальные Фурье-компоненты элек

трических векторов полей излучения, движущихся вдоль отрицатель
ного направления оси г, в произвольном ш-ом отсеке. Для этого уста
новим связь между величинами Гт и Г^. Подставляя в уравнения (8) 
т=1, 2, З- -, исключая в них члены с одним штрихом и учитывая 
граничные условия (11), легко можно найти- следующую последова
тельность выражений:
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г

Я^К.+Мр' е-'՜-,
Л=(2'^-1) Го + 2;^Х е-'*,

Гз = ](4г-1) М-2;] Г 4- (4^—1) М^' е֊%

В полученных формулах выражения 2;, 4;*—1,  являются поли
номами Чебышева второго рода ит (;). Следовательно, исходя из вы
шеприведенной последовательности выражений, мы для Р т можем 
написать следующую общую формулу:

Гт= [ит-х(?) М -ит-2 (;)] Го + МХ е֊*’ ит-Х (;), (12)
причем т=0,1........ IV. Написанное выражение правильно учитывает
условия излучения, если иметь в виду, что

^(0 = -1, £/_1(;)=0, £Ш = 1, 
^ (0 = 2;.........

Таким образом, для Гт, в согласии с вышеуказанным, получено 
выражение, состоящее из суперпозиции полиномов Чебышева второго 
рода (тп—2) и (т—1) порядков.

Величину Го можно определить из того же уравнения (12) при 
т=Ы, учитывая, что Гу=а" е^(л՜15 ?, как это следует из (11). Тогда 
для Го будем иметь

• е՜՜'?Го = ֊ (а" е^ - а'^^-:), (13)

где
Q^= ин-1 ֊М — ин-ч (13')

(здесь и в дальнейшем аргумент 4 полиномов ит опускается). Под
ставляя (13) в (12), получим следующее выражение для Гт:

fm = к е1^ От ֊ а'М^-т -1 ]• (14)
Ол'

Подстановка (4) и (3') в выражение (14) для Гт даст значе՜ 
ние тангенциальной Фурье-компоненты вектора электрического поля 
излучения, движущегося вдоль отрицательного направления оси я, в 
произвольном 771-ом отсеке стопки, состоящей из N пластин:

Гт., (к; М = -------К (е^ 0„ ֊ е"” Q^) - а'^ ^-т֊։]. (15)

В частности, подставляя в формулу (15) значение т=0, можно полу
чить тангенциальную Фурье-компоненту вектора электрического поля 
излучения в пространстве до стопки пластин (отраженную волну):

Ео. / (к; IV) = -^—-------[а" (^ - (?„) - а'^ и.^ ]. (16)
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Можно показать, что формула (16) совпадает с формулой (7), полу
ченной в работе [2], при подстановке в (16) выражения для ит (?) в 
следующем виде

ит (;) = -=[(?+ /?Ч)"+1 - (< - /сМ)”11].

4. Теперь определим поля излучения, движущиеся вдоль положи
тельного направления оси г. Предварительно найдем связь между 
Рн и Рн-п. Для этого последовательно подставляя в уравнения (8) 
m — ^, ^—1, N — 2, , используя соотношения (11) и исключая 
члены с двумя штрихами, получим

Рн-1 = ^Рн֊^^е‘^-1)9 ,

Рн-2= (2^-1) Рн֊ »"2Д е ("-|) т,

^-з = [^ ֊ 1) ^֊1] Г» - а" (4;’ -1) Nг е‘ ^~ ” \ 
Следовательно,

Рн- п= (Ын֊*" ип-1 Nг е' <"-” ’. (17)
Полагая в последней формуле № — п = т, получим

Рт = С^-т Рн ֊ а"№-т-1 Ni е1 ("-։) ’. (18)

Таким образом, зная Рн, мы можем определить Рт.
Для определения Рн положим в уравнении (18) т =0 и исполь

зуем первую пару граничных условий (11).
Тогда для Рн получим

Р^ = К и^у ^i е'^ + а') (19)

и соответственно Рт запишется в виде

Р'т = ֊ [а' (?^п+«" и^ ^ с^]_ (20)

Наконец, выражая Рт через поля, получим (используя (4)) 
' («-1)»-

Ет։1 (к; Л)= -^------^------- [а' (е֊^ 0н_т-^ (”-^ * (?„) + «"М^-,].

(21) 
Полагая в формуле (21) m—^, можно получить поле излучения в 
пространстве за стопкой пластин:

I ^֊1)?֊/£,у>0
Ен. / (к; ^)= —----- ^--------- [а' (е֊1^ ֊ Олт) + а"^ ЛJ. (22)

Нетрудно и в этом случае показать, что выражение (22) для Ен, / сов
падает с формулой (8) работы [2].
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ДЛЯ ПОЛНОТЫ отметим, что если воспользоваться для Рт и Рт 
формулами (14) и (20) и подставить их в правые части уравнений (5), 
то эти последние уравнения дадут для Гт+1 и Рт+х выражения, совпа
дающие с (14) и (20), с т, замененным на т+1.

5. Наконец, получим выражения для полей излучения в самих 
пластинах. Для этого достаточно воспользоваться условиями непре
рывности полных полей на границах пластин. В результате для тан
генциальных Фурье-компонент векторов электрических полей излуче
ния в т-ой пластине получим формулы

, — "'т' Г / з 1 \ . /з 1\,
Ет, I (к; N) = --- ( -т---- Ь -Г— ) Гщ + (т ~ ) Гт —

_ * гр֊ _ ++«^ р> ° 11
1\х \ В

6. Вычислим работу, производимую полем излучения над заря
женной частицей за все время ее пролета. Нетрудно получить для 
нее выражение

№=е ^„(О'оА + е^ Г (Ет,л (0+Ет,л (0)«Л4՜

(л1-1)(л+й)
V 

т (а+*)

+ е 2 ] ^т- л (0+^л>. л (*)) V Л + е рл, л(0и^,

1Я — 1 ^т i^
г ։

где первое слагаемое, есть работа, производимая до стопки пластин, 
второе—работа внутри пластинок, третье—работа в отсеках, четвер
тое—работа за стопкой пластин. Индекс п обозначает нормальную 
составляющую полей, а сами поля взяты в точке, где находится час
тица, т. е. при р=0 и д = «г.

Интегрируя по / и переходя в этом выражении от нормальных 
Фурье-компонент к тангенциальным, с помощью условий поперечности

\Ет. л (к; ^+ *Ёт, 7 (к; Ы) =0, ХЕ;.',, (4; ^+ хЕ^, < (к; ^=0, 

- \>£п. л^Й Щ+*Ёт, 7 (к; ТУ) = 0, - ХЕ^,„ (к; ТУ) 4֊ хЕ^, 1 (к; ^=0
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получим 
I (х֊֊) а

^ = /е —НЧГГ 4' ^ ^ + « 2 ֊ - ------ - ----- X
<М\>4—) 1 >֊-֊

\ V / V

Хе Ет./(Л; ^0+ " й X
^4—

֊/(т-1)(«+4) (>.+֊) , . ) _

X е Ет,<(£; ^)^dk +

4՜ ։е2 I ш е Ем- *(^; ^) + 
т=1 и 0 ՛ /^-

V

^т (’о-^) ■ -*
X е Ег^ ((к; N)dк ՝

В полученной формуле объединим первый и последний члены, а 
также первую и вторую суммы, предварительно отделив из первой 
суммы ЛАый член. Воспользовавшись формулами (3), (4) и (23), получим

V V

Г Г/ е՜'’ е^-е°\/ е՜1^ \
+ ге х V1 ~ "Х՜ ՛ “ Д (“"^л'֊1 ^е'^Ч- «') — а'

V

֊֊1е՞ и + йЗ С«{։Л.-'|—”+^;.-'■’-՛”- 
] т-1 л

— ^ — ^ь"} Л, (24)

где использованы следующие обозначения:
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ДЛЯ вычисления суммы, имеющейся в (24), подставим в нее вы
ражения Fm и Fm из (20) и (14). Само суммирование нетрудно про
извести, если записать полиномы Чебышева второго рода в виде

1(т+1)В __  -Z(m+1)6

Um (;) = -- ------------------------ ’sin 0
где sin 0=/1—Л Наконец, подставим в (24) выражения для 

4, (к; N) и 4, t (к; N) из (16) и (22). После достаточно длинных 
преобразований получим

IP = ie '-2 — e-lf UN—I +е՜1*'*) ?j (е՜'7 — Ма) — ^2Мг —

— ֊^—֊ +«" (^л'-2 -^ UN_X + е‘^) WWt (^!-е-^) +
Л° ^------J 1

v
+ ֊ ֊М֊ + (^+Ч«") е" • TU„-2 dk + (26)

։’^+֊J' J
•v

X
eh HQ 
2^7 IT

e֊n,» UN-I Г A

QN MM-—) •
\ v /

-------------) — N---------- e 
, “ /J 2K2 2X

'o--------V
- (W-l)^' + ^")\dk.
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Причем, полиномы Чебышева ит зависят от величины ;, определяе
мой формулой (7). Для проверки формулы (26) можно рассмотреть сле
дующие частные случаи. Полагая ^=l> получим формулу для одной 
пластинки (см. [6]). При 6=0 имеем случай одной пластинки с тол
щиной No. При 6 = со выражение (26 ) переходит в выражение для од
ной пластинки, умноженное на N. При а=0, также как при Л(=0, по
лучаем 1^=0.

7. В заключение приведем формулу для количества электромаг
нитной энергии черенковского и переходного излучений, испускаемых 
заряженной частицей в слоистой среде, за все время ее пролета че
рез плоскость, перпендикулярную оси г и находящуюся в пространстве 
за стопкой пластин:

• 2

|2 օ>2 du> dQ, (27)
и о

х = — sin О, а Фурье-компонента электрического 
с

формулой (22).

где ԺԶ=sin 0Ժ& • 2՜, 

поля определяется
Для аналогичного потока электромагнитной энергии, но испущен

ного в отрицательном направлении оси z в пространстве до стопки 
пластин будем иметь

X 
со 2

& = ֊yj J |4 է (к-, ^|։ ФЧШ dQ, (28)

о и

где Фурье-компонента электрического поля определяется формулой (16).
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ՍԵՐՏԱՎՈՐ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՎ ԱՆՑՆՈՎ ԼԻՑՔԱՎՈՐՎԱԾ ՄԱՍՆԻԿԻ
ԷՆԵՐԴԻԱՅԻ ԿՈՐՈՒՍՏԸ ԵՎ ՃԱՌԱԳԱ8ԹՎԱԾ ԴԱՍՏԵՐԸ

Վ. 2. ԱՌԱՔԵԼՏԱՆ, Գ. Մ. ՂԱՐԻԲՅԱն, է. Հ. ՆԱԷՑԱն

Դիտարկված է լիցքավորված մասնիկի անցումը շերտավոր միջավայրով, որը բաղկացած 
է միմյանցից վակուումով բաժանված կամավոր թվով շերտերից! Ստացված են ճառագայթված 
դաշտերի արտահայտությունները ինչպես շերտավոր տեղամասում, այնպես էլ նրանցից դուրսւ
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Այդ բանաձևերի օգնությամբ ստացվել է շերտավոր միջավայրում լիցքի էներգիայի կորուստի 
համար ընդհանուր արտահայտություն։

(Դրված են բանաձևեր ինչպես մինչ շերտավոր տեղամասը ճառագայթված էներգիայի հա
մայք այնպես էլ շերտավոր տեղամասից հետո»

RADIATION AND ENERGY LOSSES OF A CHARGED 

. PARTICLE TRAVERSING A LAYERED MEDIUM

V. A. ARAKELIAN, G. M. GARIBIAN, E. A. NALIAN

The passage of a charged particle through an arbitrary number of material layers 
which are separated by vacuum spaces is considered. The expresions for fields of ra
diation generated both inside and outside a stack of plates are derived. With the help 
of these formulas the expression for total energy losses of a charge in a stack of pla
tes is also derived.
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МАГНИТНАЯ ВОСПРИИМЧИВОСТЬ И ПОЛЯРИЗАЦИЯ 
ПРОТОНА В НАРУШЕННОЙ СИММЕТРИИ 317 (6)

В. А. ДЖРБАШЯН

Получены выражения для магнитной восприимчивости /р и поля
ризации /р протона в схеме нарушенной симметрии 31} (6). При полях 
Н«3'10и гаусс эти выражения совпадают с соответствующими выраже
ниями в 311 (2) и согласуются с экспериментом. При Я/>3'101’ гаусс и 
Рр Н/кТ-*  оо в рассматриваемой теории намагничение протона Iр='1рН 
равно 1,52 М Рр, в то время как Зи (2) дает М^р. Максимальное откло
нение поляризации протона от предсказания 311 (2) ^составляет 3%.

* Отметим, однако, что малая поправка на разность масс в отношении 'У-р/^-р, 
действует в сторону ухудшения согласия с экспериментом.

Приведены также точные выражения для /р и /р, получающиеся в 
ненарушенной 3(1 (6).

Из рассмотрения следует, что любые ненарушенные или нарушен
ные симметрии приведут для максимального значения намагничения про
тона, достигающегося при насыщении, к величине отличной от Мур, если 
в одном супермультиплете протон будет содержаться вместе с частицей, 
квантовые числа которого разрешают иметь магнитный момент перехода 
между ними.

I. Введение

В ненарушенной симметрии 317 (2) в соответствии с действитель
ностью два состояния протона имеют одинаковую массу. В этой схе
ме связанные с магнитным моментом протона такие наблюдаемые ве
личины как магнитная восприимчивость /^ и поляризация /р согласу
ются с результатами измерений при доступных на эксперименте огра
ниченных значениях магнитных полей.

В то же время эта простая симметрия не может предсказать зна
чение магнитного момента перехода ■\р |Мг| Л'+>, наблюденного на 
эксперименте. Для объяснения последнего необходимо привлечь более 
сложные симметрии.

Одним из естественных обобщений 317 (2) является 317 (6) сим
метрия. Она хорошо объясняет отношение магнитных моментов ней
трона и протона и ряд других эффектов, доступных измерению [1]. 
Однако количественного согласия с измеренным значением <р|Мг|^+> 
к настоящему моменту не получено.

Магнитная восприимчивость протона в схеме ненарушенной 317 (6) 
симметрии [2, 3], в отличие от значения этой величины в схемах не
нарушенных 317 (2) и 317 (3) симметрий, не согласуется с эксперимен
том. Поскольку массы 56 частиц, образующих известное представле
ние барионов в 317 (6), разные, естественно, больше прав*  на сравне֊
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иие с экспериментом имеет нарушенная 31/ (6), где эта разность 
учтена.

В параграфе 2 настоящей статьи рассмотрена магнитная воспри
имчивость протона в первом неизчезающем приближении по ррН[кТ и 
РрНЦУЯх— ^ЯР)- Показано, что в нарушенной 51/ (6) вклад резонанса 
^* пропорционален параметру ррН/^х — ЯЯр) = Н/ЗЛО™. Таким об
разом в этой схеме получается согласие с измеренным значением [4] 
магнитной восприимчивости протона, поскольку при использованных 
полях этот параметр очень мал.

В параграфе 3 приведены точные выражения для магнитной вос
приимчивости и поляризации протона. При у-рН^ЗЯх—ЖР эти выра
жения в первом приближении совпадают с теми, что дает 51/ (2).

Отличие сложных симметрий от 51/ (2) будет порядка вклада 
51/ (2) лишь при полях ~3-1019 гаусс.

В случае нарушенной Зи (6) при Я^-1018 гаусс и Н^р/кТ—* ос 
намагничение протона 1Р = /РН получается в полтора раза больше его 
значения, вычисленного в классике, 5С/ (2) и 31/ (3) и соответствую
щего ориентации всех протонов по направлению магнитного поля.

В параграфе 3 рассмотрена также поляризация протона во внеш
нем магнитном поле. Максимальное отличие этой величины в нарушен
ной Зи (6) от результата Зи (2) получается при ^рН1кТ = 1,5 и рав
но 3%.

2. Магнитная восприимчивость протона в первом 
приближении

Тот факт, что частицы, принадлежащие представлению 56 груп
пы 31/ (6), обладают разными массами, в первом приближении учиты
вается добавлением в гамильтониан взаимодействия, оставляющего без 
изменения квантовые числа з, Зх, У, I, /г.

Следовательно, при вычислении магнитной восприимчивости [2, 3] 
протона

/V 2 <р, т|Л/гехр [—^/кТ^р, т>

н 2 <₽! т 1ехР [— ^/к Л1 р> т> 
т

(2.1)

в нарушенной симметрии 31/(6) в качестве волновых функций мы
должны использовать волновые функции ненарушенной симметрии 
31/ (6). Разность масс частиц проявится в двух выражениях.

1) В матричных элементах оператора магнитного момента

р, т \Мг\р, т> =У 3 у-р 1 ш 1 •
— тп, — т
2 ’ 22
1

(2.2)'
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т \Мг\ №+, т> = <ЛГ+ ։ т \Мг\':р, т >

3 
хКу ™. ю (2.3)

фактор р* не совпадает с магнитным моментом протона ц,. Связь меж
ду ними мы получим, следуя Бегу и Пайсу [5|, предположив, что опе
ратор Мг обратно пропорционален массе.

Однако в рассматриваемом случае магнитного момента перехода 
(2.3) эта связь однозначно* установится, если.принять

л^=֊֊ (ях՜1 М” + л№ ах֊1), (2.4)

где ЯК есть оператор массы, а /№ оператор, совпадающий по своим 
трансформационным свойствам с оператором [2, 3] проекции магнитно
го момента в ненарушенной 31/ (6).

Таким образом, получим

И* = ------------------  ^ = 0,86 ^. (2.5)
Л(юг,+ад

Использованный при выводе (2.5) подход Бега и Пайса [5| допу
скает погрешность по крайней мере в 2,50/0.

Далиц и Сутерленд определили ц* несколько иным путем. Пред
положив, что формфактор для магнитного момента перехода зависит от 
переданного импульса как магнитный формфактор нуклона, они нашли 
1»*=0,79 1^. Это значение в пределах допущенных неточностей в обоих 
подходах близко к значению (2.5), которое и будет использовано в 
дальнейшем. /

2) Более существенным является учет оператора массы в гамиль
тониане 1Г.

В нарушенной 311 (6) мы должны писать

1^=^+^, (2.6)

где 1^— оператор массы с собственными значениями ЯХр и ЯX^, рав
ными массе протона и резонанса Д[*+, а й^. — по-прежнему оператор 
взаимодействия с магнитным полем, 1^ = — МгН.

Ограничиваясь первым неисчезающим приближением по НМг/кТ, 
для знаменателя (2.1) имеем

2< р, т |ехр [1Гт]| р, т/> ^ 2<р, т ^—НхМг) ехр[^р]|р, т> = 
т п

= 2<Ср> я։ |(1—НъМг^р, т> ехр [ЯХр^]=2ехр [ЯХо ']• (2.7)

* Этот вид необходим с целью сохранения эрмиТовости:

<р, т \Мг\ ^+, т>=<№+, т\Мг\р, т>*.
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В (2.7) обозначено

—11кТ = ~. (2.8)

ДЛЯ вычисления числителя (2.1) необходимо учесть, что операто
ры 1^1 и 1Г։ не коммутируют. Последнее проявляется в том, что в 
используемом представлении ։5б 1₽։ диагоналей, в то время как 1^։ 
имеет недиагональные матричные элементы.

Оставляя в выражении [(1^ + й^) :]" лишь член линейный отно
сительно 1^։", мы получим

2 <р, т \Мг ехр [ 1₽л]| р, т >э 3 <р, т\ Мг [1 + 
т т

+ 2 2 т ^ ^ ^?՜'՜’ ]1 Р> ^>- , (2-9)
Я-| г=о

Здесь мы должны подставить:

й^՜'՜’ 1Р, т> = | р, т> 30?;՜'՜’. (2.10)

1Г, (р, т> = — Н (|р, т'Хр, т' \Мг\р, т^>-|֊1^,+1 т'^Х

Х<7’1т'|М2|р,т», (2.11)

|р^, т'>=|р,т'>ж;, (2.12)

1Г[ |Г+, т'> = |Г+, т'>®№ (2.13)

Воспользовавшись также матричпыми элементами (2.2) и (2.3), 
мы получим числитель (2.1) в виде суммы двух членов:

2<Р, /п|М՝ехр [1₽т]|р, т>^51+51, (2.14)
т 

где

5Х = — /7 V ^Я 1 —Г П<Р> т 1-^1 Рг ^^^^Р» т' \Мг\ р, ГП ,> =
«։

= _№2^£-4^Ц^ = -2р’Нгехр^^  ̂
л-1 (л ~ 1)։

~ «-։ -л

(2.15).

5։=-ЯЗЗ -ГКр, т\Мг\ 1Г+, т' 
п\

Х<ЛГ+, т'\мг\р, т>ЖГг-1=֊ — Ну.”^ V ֊֊30?^ 30?Г (2-16) 
9 я-1 п։

Сумма по г в (2.16) есть сумма геометрической прогрессии:

я—1 1 —

г=0 У^Р

№„ 

Мр 

Ж»

п

(2-17).
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Теперь легко суммировать по п:

v ^те;՜1 - те/ {-1+ехр [те, тц, 
п!

(2.18)

|—1 4-ехр [тел'՜]}. (2.19)

Обозначая разность масс 

тел/- те, = дте, (2.20)

из (2.16—2.19) для 5S получим

5» = у Н\^ (дте)֊1 ехр [те, -]{1֊ехР [дте-]}. (2.21)

Подставляя (2.7), (2.14), (2.15) и (2.21) в определение магнитной 
восприимчивости протона (2.1), получим

‘^ = IT 1 + V дтел^/ г - ехР Ь л ЩкТ](2.22)

Если в (2.22) разность масс ДЖ устремить к нулю, то с учетом
(2.5) получим несогласующуюся с экспериментом магнитную восприм- 
чивость протона [2, 3] в ненарушенной SU (б)/

Поскольку в действительности параметр =2,9 -Ю֊1’ град֊1 
дте

очень мал, то при обычных температурах в (2.22) останется лишь 
первый член, совпадающий с предсказанием ЗУ (2).

Таким образом, результат нарушенной ЗУ (6) (2.22) согласуется 
с экспериментом (Т~1°).

3. Точные выражения для магнитной восприимчивости 
и поляризации протона

Если наряду с матричными элементами (2.2—2.3) воспользовать
ся также матричным элементом Мг по состояниям резонанса 1^*+

< М*+, т \Мг\ т > = у р** < у т, 10|у т>, (3.1)

где

Р** = ^ ^ = 076 И'” (3‘2)

то, аналогично рассмотренному в параграфе 2 первому приближению, 
можно вычислить любой член в разложении магнитной восприимчиво
сти (2.1).

Суммируя все полученные приближения, придем к точному выра
жению для 7.Р в нарушенной симметрии 5(7(6):
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г

—7+՜ | 2л* ch с (а, ", т) +

тш~^

7-р —

(«, m)+0,81 J֊֊*՜’(а- W X

[ch с (а, х, т) + b~'h (а, т) sh с (а, ", m)] X
т

X sh с (а, х, т) ехр [—1,25 ат ДЖ"]

X Sep [-1,25^2X1

Здесь введены обозначения

a=J^.
Ай

b (а, т) -֊= 1+2,63 (--------- ------  ) ,
\1+1,5 ат /

С (а, s т) = - (0,5 + 0.75 am) b'l> (а, т) МИК

Величины ДЭЯ и т определены в (2.20) и (2.8).
В (3.3) мы имеем два параметра:

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

ЪН ^.рП
  = а и —------ —а. 

ДЖ-------------- кТ

Нетрудно убедиться, что формула (2.22) с учетом (2.5) получит
ся из (3.3) как сумма первых членов разложения по а и по а. То есть 
сделанное в параграфе 2 приближение соответствует случаю а ^1 и 
« «1.

При аС1| что соответствует магнитным полям //^ЗЛО19 гаусс, 
ХР в нарушенной 31/ (6) (3.3) в первом приближении совпадает с /р в 
30 (2): Хр = О^р Н1 а.

Наибольшее
•сводится к

отличие от SU (2) проявляется при а^>1. Тогда (3.3)

7j> =

При а ^1 в

N?p 2,16 sh 1,52 а + 0,16[sh 0,27 а
Н 1,42ch 1,52а+ 0,58ch 0,27 а'

первом приближении по а из (3.7) получим

(3.7)

7j> =
N<p\№\p> 

ЗкТ
(3.8)

что полностью аналогично соответствующим [2, 3] результатам 30 (2), 
31} (3) и ненарушенной 30 (6). Отличие состоит в .том, что в (3.8) 
мы должны подставить квадрат магнитного момента протона в нару
шенной симметрии 30 (6), равный

3-353
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<^^^>=3^11+4 = 3^(1 + 0.66)- (3.9).

В противоположном предельном случае а -* оо из (3.7) следует 
максимальное значение магнитного момента единицы объема в нару
шенной симметрии 31/ (6):

1Ртл^<р \МД р>тп^(/^ Н)т„=1,52^. - (3.10)

Результат (3.10) в полтора раза больше того значения, что дают 
классика, 51/ (2) и 31/ (3). Значению ^р соответствует легко интерпре
тируемый случай ориентации всех ^ протонов по направлению магнит
ного поля.

Заметим, что точное рассмотрение ненарушенной симметрии 
31/ (6) приводит для магнитной восприимчивости протона к выражению

10 sh — a+sh — а
N^p 3 3
ЗН 2ch—a+ch—a 

3 3

(3.11)՛

частный случай которого при а ^1 рассмотрен в [2, 3].
Из (3.11) следует, что насыщение в ненарушенной 31/ (6) также 

имеет отличный от обычного смысл: (/рН)™,, = ~՜^.

Наряду с рассмотренным эффектом, 51/ (6) дает вклад также в 
эффект поляризации протонов:

2 О, т |зх р| ру т/>

---------------------------------(3.12)

В случае ненарушенной симметрии получается

о с 5 .1
2 сп — а—зд -— а

/р =------------4г---------  (3.13).

2сЬ —а + сЬ—а
3 3

в то время как нарушенная 31/ (6) дает

2 2 [ch с (а, t, т) + b 1/։ (а, т) с (а, т, щ)] X

/Р = 2=_֊-2~______________________________ •_____________

3 [ch с (а, т, т) -f- b՜'1, (а, т) sh с (a, ’.mJJX 
. 1

" -J
X exp [—1,25 »mA!K:|

X exp [— 1,25 amASRt]

Здесь использованы обозначения (3.4—3.6).

(3.14>
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При а ^ 1 выражение (3.14) совпадает с предсказанием 56/(2): 

/Р = 1Ь а.

При а ^1 оно сводится к формуле

, = 1,42 зЬ 1.52а-0,58 зЬ 0,27а
Р 1,42 сЬ 1,52а+0,58 сЬ 0,27а ’

Кривая (3.16) при малых а совпадает с (3.15), затем идет не
сколько ниже и опять совпадает с (3.15) при больших а. Макси
мальное отличие, равное 3%, получается при а = 1,5.

Автор выражает благодарность Б. В. Струминскому и Р. А. Сар- 
даряну за полезные замечания.

Ереванский физический институт Поступила 11.VI.1969

ЛИТЕРАТУРА

1. G. Morpurgo, in the „Proceedings of the 14(Л International Conference on High— 
Energy .Physics. Vienna 1968“, Copyright 1968, by CERN, Geneve.

2. В- А. Джрбашян, Препринт Ереванского физического института ЕРФИ—ТФ—1 
(68).

3. В. А. Джрбашян, Изв. АН АрмССР, Физика, 3, 408 (1968).
4. Н- Ф. Рамзей в „Экспериментальной ядерной физике'1, том 1, под ред. Э- Сегре, 

М., 1955, стр. 302.
5. М. А. В. Big, A. Pals. Phys. Rev., 137, 6В, В1514 (1965).

ՊՐՈՏՈՆԻ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԸՆԿԱԼՈՒԹՅՈՒՆԸ ԵՎ ՈԵՎԵՌԱՑՈԻՄԸ 
ՏՍ (6) ԽԱԽՏՎԱԾ ՍԻՄԵՏՐԻԱՅՈՒՄ

Վ. Հ. ՋՐԲԱՇՑԱՆ

Ստացված են արտահայտություններ պրոտոնի մագնիսական ընկալության ՜Հ^ և բևեռաց

ման քր համար խախտված ՏՍ (6) սիմետրիայի սխեմայումէ [^^3։10^^ գաուս դաշտերի 

դեպքում այդ արտահայտությունները համընկնում են ՏՍ (2) սխեմայում համապատասխան 
արտահայտությունների հետ և համապատասխանում են էքսպերիմենտին։ Երբ №Հֆ 3,1019 գա- 
ուսից և լ^թ ք{1^7 ՕՕ դիտարկվող տեսությունում միավոր ծավալի մագնիսական մոմենտը 

պրոտոնի համար հավասար է Iթ~'/ր ի/ = 1,52 №±ր, մինչդեռ ՏՍ (2) տալիս է ^^բ*
Պրոտոնի բևեռացման առավելագույն շեղումը ՏՍ (2) "ի նախատեսածից կազմում է 3^։
Բերված են նաև '/^ -ի և յբ-ի համար ճշգրիտ արտահայտություններ, որոնք ստացվում են 

չխախտված ՏՍ (6)-ում։
Դիտարկումից հետևում է, որ ցանկացած չխախտված կամ խախտված սիմետրիաներ կբերեն 

պրոտոնների միավոր ծավալի մագնիսական մոմենտի (հագեցման ժամանակ հասնող) առավե
լագույն արժեքի համար №ժ-թ ~ից տարբեր մեծության, եթե միևնույն սուպերմուլտիպլետում 

պարունակվեն պրոտոն և մի այլ մասնիկ, որի քվանտային թվերը թույլ են տալիս ունենալ 

նրանց միջև անցման մագնիսական մոմենտ։
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MAGNETIC SUSCEPTIBILITY AND POLARIZATION OF 
PROTON IN THE BROKEN SYMMETRY SU (6)

V. A- DJRBASHIAN

Expressions for the magnetic susceptibility -^p and polarization fp of proton in 
the scheme of broken symmetry SU (6) are obtained. In the case of an external field 
of H^3-10t։ gauss these expressions coincide with the corresponding ones in SU (2) 
and are in agreement with the experiment.

When W^3'10'g gauss and y-p/kT֊* oo the magnetic moment per unit-volume. 
Ip=-/pH for proton is 1,52 N \^p in the theory under consideration, while SU (2) gi

ves Nnp.
The maximal deviation of the proton polarization from the prediction of SU (2) 

is 3’/0.
The exact expressions for ՛/_„ and fp, obtained in unbroken SU (6) are also 

given.
Any arbitrary broken or unbroken symmetries will lead to the magnitude differing 

from Npp for maximal value (reached in case of saturation) -of the magnetic moment 
per unit-volume for proton, if the same supermultiplet will containe the proton with 
another particle characterized by quantum numbers, allowing to have the transition, 
magnetic moment between them.
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К ВОПРОСУ О ЛАВИННОЙ ИНЖЕКЦИИ 
В КОМПЕНСИРОВАННЫХ ПОЛУПРОВОДНИКАХ

Г. М. АВАКЬЯНЦ, В. М. АРУТЮНЯН

Рассматривается влияние ударной ионизации глубоких акцепторных 
центров, расположенных в нижней половине запрещенной зоны полупро
водника (ближе к валентной зоне), на вольт-амперную характеристику 
структуры с запорным тыловым контактом и инжектирующим переходом.

Механизм ударной ионизации примесей, создающих глубокие уров
ни в запрещенной зоне полупроводников, все чаще привлекается в по
следнее время для объяснения хода вольт-амперной характеристики 
(ВАХ) приборов (в том числе и для объяснения наличия участка от
рицательного сопротивления (ОС) на ВАХ, управляемого током), 
вольт-яркостных характеристик и неоднородности (полосатости) све
чения электролюминесцентных приборов на основе компенсированных 
51 [1-3], саз [4], 2п5 [5-7] и многих других материалов.

Все исследователи единодушны в мнении, что ударная ионизация 
имеет место в области сильного поля, т. е. в области с напряжен
ностью электрического поля большей, чем средняя напряженность по
ля в базе прибора. „Концентрация" электрического поля достигается 
различными путями, мы же предполагаем в нашей модели наличие за
порного, обедненного носителями слоя (барьер типа Мотта—Шоттки 
либо обратно смещенный р—п-переход).

Рассматривается влияние ударной ионизации глубоких акцептор
ных центров, расположенных в нижней половине запрещенной зоны 
(ближе к валентной зоне), на ВАХ полупроводниковой структуры с 
инжектирующим и запорным контактами. Нам известна только одна 
теоретическая работа [8], объясняющая наличие участка ОС ударной 
ионизацией глубоких центров, но, как уже обсуждалось в [9], резуль
таты этой работы представляются нам ошибочными.

Постановка задачи

Схематический вид рассматриваемой структуры дан на рис. 1а. 
Структура отлична от рассматриваемой в [10] наличием в базе ком
пенсирующих глубоких акцепторных уровней, расположенных в нижней 
половине запрещенной зоны полупроводника (подобных 1п, Та, Ni, 
Со, Еп и др. в 51 [11], например). База п-типа для удобства рассмот
рения делится на две части. Во второй области, примыкающей к за
порному тыловому контакту (обратно смещенному р—п-переходу), на
пряженность электрического поля превышает критическую и имеет 
место размножение носителей вследствие ударного выброса электро
нов с глубоких центров в зону проводимости. Рожденные в области
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умножения носители тока „растаскиваются1* полем в разные стороны. 
Инжектируемые в 1 область электроны обеспечивают в последней ре
жим двойной инжекции. Первая область считается „длинной", т. е. ее

Рис. 1. Энергетическая диаграмма и схематическое изображение 
рассматриваемой структуры (а) и распределение напряженности 

электрического поля по базе (без соблюдения масштаба) (6).
__ I толщина х«р предполагается заметно превышающей диффузионную дли

ну дырок. На границе этих областей принято равенство напряжен
ностей электрического поля и их производных по координате.

Следует указать, что в наших расчетах не принята во внимание 
возможность шнурования тока, которая в ряде случаев может оказать 
существенное влияние на вид ВАХ.

Падение напряжения в первой области

Методом итерации из основных уравнений (уравнений Пуассона, 
непрерывности и токовых уравнений) в дрейфовом приближении в [12] 
получено уравнение для напряженности электрического поля при про
хождении тока через полупроводниковую структуру с двойной инжек
цией, где имеются мелкие донорные примеси с концентрацией Лу и 
глубокие акцепторные центры, расположенные в нижней половине за
прещенной зоны, с концентрацией Л^о. Такое расположение уровня 
обеспечивает интенсивный тепловой заброс электронов на него из ва
лентной зоны. Здесь возможна область токов выше области закона 
Ома, когда число инжектированных носителей превышает число равно
весных, но остается меньшим р1г где р^—эффективная плотность сво
бодных дырочных состояний (электронов) в валентной зоне, „приве
денная" к уровню ловушек [13].
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В этой области токов имеет место уменьшение времени жизни 
дырок.

В пренебрежении малыми членами упомянутое выше уравнение 
сводится к следующему:

— - + ^ — + ֊-------- 5—^---------=0. (1)
dx,‘ ЕЕ \е2 ипЕ"Мк / dx ЕЕ е2 ип Е2ир-рор1

Здесь Е—напряженность электрического поля, х — координата,

Е = —, где 2 — диэлектрическая постоянная; Ы = /^ — No; 6 = —----  
4՜ £

отношение коэффициентов рекомбинации электронов и дырок на глу

бокий уровень, ^=7՜—■ Остальные обозначения обычные.

Полагаем член со 2-й производной, возникающий при учете объем
ного заряда, большим члена с 1-й производной.

Нелинейное дифференциальное уравнение (1) не поддается тако
му тщательному анализу, как в [10]. Можно только предположить, 
что принятие ненулевого граничного условия на границе между пер
вой и второй областями приведет, как и в [10], к отсечке в законо- 

з_
мерности у^И2 (см. формулу (14) в [12]), полученной для исследуе
мого случая в [12] при условии нейтральности и при нулевых гранич
ных условиях и являющейся аналогом квадратичной закономерности 
(14) в [10].

Здесь будет рассматриваться случай, когда ток течет через пер
вую область при наличии в ней заметного объемного заряда (т. е.

случай, подобный случаю ^<^1, —Л2<^1 в [10], где вольт-амперная 
характеристика первой области близка к вертикали). Тогда (1) сво
дится к

" +-------Л՛----------=0. (2)
dxг еЕ и~„ ир ^ро рг Е3

Приняв в качестве граничных условий
£ = 0, х=0 и £ = £|ф, х = хкр, (3)

имеем для напряженности электрического поля в первой области £|

Падение напряжения на I области
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ИI =— Екр Хкр

1--^
1 г 2;— п л«р Х*Р ----7՜
Д « ‘1

(6)

Более подробный расчет ^с учетом члена с 

1 3что И] лежит в пределах — Екр х։р < И| <Г ——
2 4

показывает,

£кР хкр. В дальнейшем

ограничимся результатами (6).

Из выражения для производной ---- в плоскости х = хКр
dx

^| = —^ А £ 

^Х | хКр Хкр \ у՜։

и (6) следует, что наше рассмотрение не годится для токов, больших

или близких к — /1; иначе ударная ионизация в плоскости х=хкр по-

гаснет.
Из уравнения Пуассона и уравнения для токов при учете (7) по

лучим величину электронной составляющей тока /и (хкр) в х —хкр:
}п (х«Р) = ^у — р, 

где
б6 + —^ + ^^к— еипЕкр (^^-^

> \ РУ 'хкрУ1 . \ ехкр

14-6 + 6֊ 1 + 6 + 6
РУ РУ

Здесь 6 = — • 
«я

(8)

(9)

Область умножения

С началом ударной ионизации глубоких центров важнейшими ки
нетическими процессами становятся полевой выброс электронов с 
глубокого акцепторного центра и конкурирующий с ним, вследствие 
близкого расположения уровня к валентной зоне, тепловой заброс 
электронов из валентной зоны на уровень (рис. 2). Тогда концентра
ция заполненных электронами глубоких центров ^- будет

^_ =------ ^1^»-------- (Ю)
₽Л + 1РР + ТЛ Л

Здесь Тр и 7л — коэффициенты ударной ионизации центра дырка
ми и электронами соответственно; р и п — концентрации дырок и 
электронов. Запись ^- в виде (10) справедлива для р<^Ру Предпола-
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гая, что но второй области имеет место насыщение дрейфовых скоро
стей, и приняв для упрощения ир = ъп — V и ^Р=^п = "{, имеем из (10) 
при условии, что

(И)

Ng- N-=N^- -^ . (12)
еу?рх

^лхх-ф^хххх
(^Р^.п)^

}/ШН-ли
’777777777:

Рис. 2.

Уравнения непрерывности и Пауссона записываются так:

^ _ _ VN- , 
dx v

5^ = P_„ + JV+ А. 
е ах еи?Р1

(13)

(14)

Вначале рассмотрим следующий вариант полевой зависимости 
коэффициента ударной ионизации 7

7 = То ехр (ЛЕ). (15)
Продифференцировав (14) по координате 

N- на основании (10) и (11) заменим на No, 
напряженности электрического поля в области 

^Е _ /'^oTX ^ _ 2тЖ 
dx* Dv^px dx Du3 

При выполнении неравенства

" Л
получаем

dE _ jN^ с 
dx Dv^ рг

и используя (13), где 
имеем уравнение для 

умножения:

=0. (16)

(17)

(18)

где Сх — постоянная интегрирования—определяется из условия равен

ства ЛЕ _ „ _—— для обеих областей базы 
dx

в плоскости х—хКр и равна

С1= ^ Л _ _/Л L. ;а = __2^Р1__
1 *ч> \ Ух/ /s’ 2 7о^о exp (ХЕф)

Тогда (18) примет вид
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^=^/1_А)_4 + 4ехргмя--ад. (20) 
dx хКр \ Ji / jt jz

Из (13) имеем
d

jn{d)-jnM=-՜^ fexp(ZE)JE. (21)

X«P

Воспользовавшись (20), получим
d

^ Г exp (ZE) xE = -A I z (Ed - £Kp) + In 1---------^^Г" d~
v J 7 ^(l-^l

x^ \ jj

— exp [— Z (Ed — EKp)]

_ WPi 
л

(22)

(23)

Любопытно заметить, что если считать логарифмический член в 
(22) малым по сравнению с Z (Еа — Екр) и пренебречь им, получатся 
результаты, соответствующие выбору в (18) ^=0, т. е. (14) можно 
записать в виде

D dE ^ ~JNV 
е dx ev^ pv (24)

что равносильно условию

1р-п + ^<-7^- (25)
euP Pi

в (14) или выполнению неравенства

^<1-А^ _ J_ < Z exp p^Ej-E^,)]. (26)
*«р \ /1 / h Л

Ниже полагаем, что это имеет место. Тогда из (22), (24), (8) и 
(9) и приняв jn (d) равной плотности электронного тока на границе 
полупроводника с металлом /ло, имеем

Ed - Екр = — (kj - И-/,о), (27)
^

d-x^ ---------"A L - ехр Г ֊ ^-^֊^о 11. (28)
70Л0 exp (ZEKp) /I L Уз

Для напряженности электрического поля и падения напряжения 
в слое умножения получаем

Ец = Екр---- — In 1 / То\ (х_Хкр) expZ(£Kp) 
/з v

(29)
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■1 . (У ,'т1п) 

к (30)

(30)

Здесь /пИП плотность тока, выше которой имеют место проведенные 
ранее расчеты.

Выражение (30) описывает участок ОС. Согласно (28) ширина 
области умножения уменьшается с ростом тока.

Выбор точной формы зависимости 7 от поля в настоящее время 
затруднен из-за отсутствия теоретического расчета вероятности удар
ной ионизации глубоких центров в запрещенной зоне, аналогично про
веденным для ударной ионизации типа зона—зона и мелкий уровень— 
зона [14]. Можно только догадываться о форме зависимости 7 от Е. 
Наряду с (15), наиболее вероятны зависимости

Здесь Е1 (г) —интегральная показательная функция [15] от веще
ственного положительного аргумента я;

к “ В$рг Екр. (36)
При выборе 7 в виде (33) получим результаты, аналогичные (34) 

и (35), если в последних скобку с интегральными показательными 
функциями заменить на величину

аналогичныйЧисленный расчет по (35) и 
наличие участка ОС при У^>Уш1п.

для (33) показывает
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Заметим, что приведенные выше результаты для слоя умножения 
имеют место при превышении заряда, созданного в результате удар
ного выброса с глубоких уровней, над зарядом еЫ, т. е. при токах

7 ьЧехр №,)

Следует заметить, что ток срыва у։ в нашем случае может быть 
намного меньшим тока срыва у։ = ev^l! в [10], т. е. в рассмотренной 
здесь структуре с глубокими акцепторными центрами участок ОС мо
жет начаться заметно раньше, чем в полупроводнике, где имеет место 
ударная ионизация типа зона—зона [10].

Рассмотрим ВАХ при меньших плотностях тока, когда все же 
имеет место умножение. Оставляя в правой части (14) только ^ и 
воспользовавшись (13) и (15), получаем:

= -2֊ 1п |ц-------^^--------Л-^Ак (38) 
₽ еМ | РтЛоехрСлЕкрД у Л ' '

ип=^- 1п 114------- ^^—- (1-^|-(1 + —!—1п 11 +
еМ | £>7Лоехр(>.£кр)1 у Л I 2^Р I

кеу)^ А _ \ .
Д-пЛоехраЯфД у Л

Закономерности (38) и (39) имеют смысл при
У'т1п<^У<у։«

Заметим, что зависимость толщины слоя умножения от тока сла
бая и ВАХ при сравнительно больших токах асимптотически прибли
жается к вертикали.

ВАХ структуры. Обсуждение результатов

При очень малых токах базу прибора можно представить в виде 
обедненного слоя Шоттки и остальной части, представляющей из се
бя омическое сопротивление при прохождении тока. Для слоя Шоттки 
имеем ВАХ в виде

2е3Ил пр А [у (40)

Здесь По—концентрация электронов на вершине барьера.
Воспользовавшись результатами (6), (30), (35), (39) и (40), можно 

описать ВАХ всей структуры. Имеет смысл подытожить все резуль
таты для каждой из областей. ВАХ слоя умножения представлена на 
рис. 3 характеристикой в, цифры указывают номер соответствующей 
формулы в тексте, описывающей данную закономерность. ВАХ I об
ласти представлена на рис. 3 характеристикой а. Нетрудно убедиться, 
просуммировав эти характеристики, что на ВАХ всей структуры воз
можно наличие участка ОС, управляемого током, связанного, согласно
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(28) или (34), с сжатием слоя умножения с ростом тока. Последнее 
обеспечивает положительную обратную связь, необходимую для нали
чия участка ОС (с ростом тока ширина слоя умножения уменьшается, 
что приводит в свою очередь к уменьшению падения напряжения на 
этом слое. По поводу физики происхождения ОС см. [10]). Пола-

Рис. 3. Схематическое изображение вольт-амперной харак
теристики I области (а) и II области (в). Цифры указывают 
номер соответствующей формулы в тексте, описывающей дан

ную закономерность.

гая, согласно (6), падение напряжения на

— £Кр х«р, можно утверждать, что ток срыва

I области близким к

близок к /8 (37), а на-

пряжение срыва приблизительно определяется суммой (6) и (39) при 
у = յi. Малым напряжениям и токам срыва и возможности выбора 
уравнения I области в- форме (2) благоприятствует точная компенса
ция (—— <^ 1 при заметных концентрациях Nй и Ме, не слишком 

\^ /
большие рг и хКр и КЕф^!.

Таким образом, характерной чертой ОС в такой структуре яв
ляется резкий рост тока срыва (]ср~ р^ при практически постоянном
напряжении срыва с ростом температуры.

Напомним, что все проведенные здесь расчеты имеют смысл при 
токах, удовлетворяющих условиям (5), (11) и р<Р1, позволяющему за
писать Ы— в виде (10).

Подводя итоги, следует подчеркнуть, что осуществляемый в 
структуре в результате умножения характер двойной инжекции иной, 
чем в случае инжекции из п+ —п—перехода:

1) Нет максимума напряженности электрического поля внутри 
базы. Распределение поля отличается своей равномерностью по базе 
(рис. 1, б).

2) Электронный ток, в отличие от „чистой" двойной инжекции, 
нигде не достигает значения, равного полному току, и с этой точки 
зрения можно говорить об определенной блокировке электронного то
ка со стороны слоя умножения.
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Участок ОС может возникнуть на ВАХ структуры лишь за счет 
сжатия слоя умножения с ростом тока. Время жизни в результате ин
жекции не растет.

Проведенный здесь расчет для рпЛ-структуры легко распростра
нить на структуры типа прЛ, р+^р+ и п+кп+.

Наиболее интересными для сравнения теории с экспериментом 
являются экспериментальные данные, полученные в [1—3]. Интересно, 
что в [1, 2] наблюдалась до срыва закономерность /~|/ И, а при 
достижении полей (1—2)-10* в/см имел место участок ОС на ВАХ.

Однако для окончательного решения о применимости развитой 
теории к структурам, описанным в [1—2], необходимы дополнительные 
данные, в частности, по температурной зависимости ВАХ.
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որ այստեղ կարող է աոաշանալ բացասական դիմադրության տեղամասւ
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ON THE PROBLEM OF AVALANCHE INJECTION IN 
COMPENSATED SEMICONDUCTORS

G. M. A VARIANTS AND V. M. HARUTUNIAN

A structure having a depletion layer on the part of the rear contact and deep 
acceptor centres lying neerby the valence band in the forbidden band has been stu
died. Begining with some critical field density in this layer center-conduction zone 
"type impact ionization takes place.

It has been shown, that a negative differential resistance region on the current
voltage characteristic can appear.
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ОТРИЦАТЕЛЬНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ В пад и р֊р 
СТРУКТУРАХ

Г. М. АВАКЬЯНЦ, В. М. АРУТЮНЯН

Проведено теоретическое исследование прохохдения тока через 
симметричные пчп я р~р структуры, изготовленные на основе полупро
водников, компенсированных примесями, создающими глубокие уровни в 
запрещенной зоне. Рассчитана статическая вольт-амперная характери
стика, получены выражения для тока и напряжения срыва, показано на
личие задержки раскомпенсации в базе и уменьшения времени жизни ды
рок с ростом тока.

Впервые вопрос о лавинной инжекции в полупроводниках был 
поднят Ганном [1]. Им был рассмотрен обратно-смещенный п+ I пе
реход без учета падения напряжения на /-базе, которое оказывается 
существенным в случае „длинного" полупроводника (с! > Вр, где «/—ши
рина /-области, Ьр—диффузионная длина дырок). Вопросы, связанные 
с прохождением тока через п+рп+, п^п, р^пр+, р^р структуры, были 
предметом теоретических исследований в [2—4] (в [2] приведена лите
ратура по дальнейшим вслед за [1] исследованиям по лавинной инжек
ции).

На опыте неоднократно наблюдались участки отрицательного со
противления (ОС) на статических вольт-амперных характеристиках 
(ВАХ) симметричных структур типа п+ пп+, р+ рр+, р^р, ПУП, все об
ласти которых имели один и тот же тип проводимости, но различную 
степень легирования. В частности, ОС есть в структурах р~р и п^п 
на основе компенсированных полупроводников (ниже в скобках указа
на примесь, дающая глубокие уровни в запрещенной зоне полупровод
ника): Л/ (Со) [7], 5/ (М) [8], & (Ли) [9], 5/ (Ге) [10], 5/ (Си) [10, 11]; 
Се (Аи) [12]; СаАз (Мп) [13]; С(15 (Р) [14]; в достаточно толстых 
пленках на основе оксидов Тц Та, NЪ [17—19], В [20], где также ав
торами предполагается наличие глубоких уровней в запрещенной зоне. 
Вместе с тем в указанных работах не дается объяснение полученных 
опытных данных, что, видимо, связано с отсутствием, насколько нам 
известно, теоретических исследований по подобным структурам с 
длинной базой, для которой исключается явление прокола.

В настоящей работе рассматриваются вопросы, связанные с фор
мированием участка ОС на ВАХ одной из подобных структур (р~р), 
изготовленных на основе компенсированных полупроводников. Пред
полагается, что вследствие ионизации типа зона—зона или глубокий 
уровень —зона в обратно-смещенном переходе имеет место умноже
ние носителей, вследствие чего из слоя умножения в базу структуры 
инжектируются в заметном количестве неосновные носители тока. Та
ким образом, в базе, на которой падает практически все приложенное
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напряжение (пренебрегается падением напряжения на антизапорных 
контактах л՝/ и /г: и „коротких“ слоях пир типа), осуществляется 
режим двойной инжекции. До начала умножения из-за слабой инжек
ции основных носителей из прямо смещенного перехода на ВАХ долж
на быть омическая закономерность (или близкая к ней).

О формировании участка отрицательного 
сопротивления

Предполагается, что объемный заряд обратно-смещенного пере
хода кончается в некоторой точке, где напряженность поля равна Е*. 
В этом случае падение напряжения в базе вне области объемного за
ряда имеет следующий вид

V=F (j, d-X1)+E* (j) (d-X1), (1)
где d—x2—размеры квазинейтральной части базы, F—некая функция 
от плотности тока j и размеров базы, V—падение напряжения на ква
зинейтральной части базы.

С дальнейшим ростом тока в базу диода со стороны прямосме- 
щенного перехода может внедряться более низкоомная область, на
пример, область с увеличенным временем жизни. ВАХ тогда можно 
представить в виде

V = F' (j, d- X2) + F (j, Xt — xJ + E* (j) (Xa — xj. (2) 
Здесь d — x։ — размеры низкоомной области.

По поводу зависимрсти Е* от тока можно сказать следующее. 
Е* не может уменьшаться с током после начала двойной инжекции, 
ибо это вызовет затухание поля в слое умножения и, следовательно, 
затухание самого умножения (мы исключаем сейчас из рассмотрения 
эффект сжатия слоя умножения из-за нарастания в нем объемного за
ряда, вызванного размножением—точка хх неподвижна).

Тогда возможны следующие варианты характеристик. После за
кона Ома согласно (1) мы имеем участок с положительным сопротив
лением. Если Е* не зависит от тока, то как только низкоомная об
ласть начнет внедряться в базу с началом двойной инжекции, из-за 
уменьшения с током координаты х, может появиться ОС, когда тре
тий член в (2) будет, уменьшаться с током быстрее, чем будут расти 
два остальных. В этом случае срыв наблюдается сразу после участка 
закона Ома. Предполагается, что падение напряжения на слое умно
жения незначительно по сравнению с падением на квазинейтральной 
части базы. Если же Е* растет с током, то здесь возможны два ви
да ВАХ: 1) с участком резкого роста тока до срыва, если падение 
напряжения имеет место в основном на слое умножения, и последую
щим участком ОС за счет уменьшения с током второго или третьего 
члена в (2); 2) вертикали до срыва не будет, если падение напряже
ния на слое умножения меньше падения на базе. После закона Ома 
срыв наступит за счет внедрения низкоомной области. 
4-353
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Полному расчету поддается вариант, согласно которому падение 
напряжения на квазинейтральной области базы определяется первыми 
двумя членами в (2).

По нашему мнению, в рассматриваемых структурах ОС не может 
быть связано с увеличением времени жизни неосновных носителей, ин
жектируемых из слоя умножения, непосредственно у слоя умножения. 
Это увеличение в действительности может достигаться за счет инжек
ции с прямосмещенного перехода, ударная ионизация же играет пас
сивную роль инжектора носителей.

Невозможно появление ОС и за счет смены одинарной инжекции 
на двойную в структурах, где все области однотипны. В этом случае 
инжекция неосновных носителей тока происходит из обратно-смещен
ного перехода и поэтому наименьшая напряженность поля имеет место 
на границе квазинейтральной области с областью объемного заряда. 
Поле Е* при этом, конечно, меньше критической напряженности элек
трического поля, с которой начинается умножение в обратно-смещен
ном переходе, т. е. распределение напряженности электрического 
поля по базе имеет „провал" на границе квазинейтральной части базы 
и объемного заряда. Для этого необходимо, чтобы время омической 
релаксации было меньше времени пролета. Поле Е* может лишь расти 
после срыва, поэтому смена одинарной инжекции на двойную не мо
жет сопровождаться срывом. Время жизни может увеличиться в слое 
размножения, но это мало что изменит, ибо в слое умножения реком
бинацией носителей пренебрегается.

Расчет вольт-амперной характеристики

В принятой нами для расчета р+^р^ структуре средняя к—об
ласть представляет из себя перекомпенсированный п-тип полупровод
ника, т. е. наряду с мелкими донорами с концентрацией Ng в ней 
имеются глубокие акцепторные уровни с концентрацией ^, располо
женные в нижней, примыкающей к валентной зоне, половине запрещен
ной зоны. Такое расположение акцепторного уровня позволяет пре
небречь тепловыми забросами электронов с этого уровня в зону про
водимости.

В этом приближении концентрация глубоких центров, заполнен
ных электронами, равна

= (3)
Р1+ бп +р

В дальнейшем принято условие квазинейтральности. Тогда концентра
ции электронов п и дырок р соответственно равны (в чисто дрейфо
вом приближении):

+ . (4)

р^к^-^^. (5)
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Здесь Д^ = ^g — Л/_; к = ------ ; л0 = ——; 6 — отношение подвиж-
6+1 еипЕ

ности электронов ип к подвижности дырок ир; 9= ^^-^֊^-—соотно- 
< ^ + >

шение скоростей рекомбинации электронов и дырок, рг — плотность 
состояний в валентной зоне, уровень Ферми совпадает с положением 
глубокого акцептора.

Из (3—5) имеем

ДЛ+ = ^яР ''<№ (рх+^п) . 
Л + бл + р

(6)

Здесь 80= ^-^K

Из условия квазинейтральности

п -. р± ^Р ~ до^Уу (Р1 + М 
Р1 + 0л + л

(7)

следует уравнение для р
Ра + I ^ “ " + й + бп]—(р1+9п) (п+о0^) = 0. (8)

Считая в (8) член с р։ малым, имеем

= 0^±М (п + ^г). 
^х ~ - л + рх + 0л

Выписанное соотношение справедливо, пока р ^^е +Р1—л-(1—0)]. 
В дальнейшем, согласно- (4), в (15) можно будет л заменить на при
ближенное значение п0. Составим теперь уравнение для напряженности 
электрического поля Е. На основании (9), с использованием прибли

жения —р~---- —, получим (0<\1)
аЕ Е

± ( - = рМ-(6л+р)п. (10)
^ ^-.п + р1

Согласно статистике Шокли—Рида для уровня, расположенного 
вблизи валентной зоны, скорость рекомбинации дырок [5]

Р—Ро = пр—и]_ рп Д (П>
+ (р+₽1) т“ + (пт П^ -р Рх + 0Л -д

Было принято, ЧТО Пр Р<^Р1‘
Тогда уравнение непрерывности примет вид (ро=Р1^о)

%^ ֊ (*п + р) п] ֊ ^1+А^, (12)
ах ир тп

а после подстановки выражения (9) для р и сохранения в последнем в 
знаменателе лишь наибольшего члена ^g можно записать его в виде
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Г г й
Р։^-՞2 (1+М6+ Р~м—" ^Е_ п (п-г'^к)

dx Мр *л
(13)

В приближении малых токов (13) можно переписать в виде

Р^о ^ — = 
dx

_ л (л + % Ng) 

ир 'п
(14)

Для предельного случая 5Л>л, заменяя в (14) л на Ло, имеем 
при граничном условии Е=0, х = d

Е =
е Чп Чр -п Р1

(15)

Соответствующее падение напряжения на области х^

7=21/2^^^.
3 у ечпЧр ^ р1 

Теперь приняв обратное неравенство (оо^ <

(16)

п), что соответствует
несколько большим токам, вместо (15) и (16) имеем

3
Е = 1, 3/ (^֊х) 

е* Чп чр ~!1 р1 i0^g (17)

в2и*иР ^ Р&Мц (18)

Для случая сильных токов, что означает принятие неравенства

л2 0(1+%)+^^ 
Не

*> (19)

уравнение (13) принимает вид

п Р1 ~Ь ^п 1^ _ \Ng-\-n 
Ng £ “ Чр֊“ (20)

или после замены п на ^ и отбрасывания малого члена Чп

6(1+%) + ^
dE 1

еип^^я Е ^х ир (21)

Интегрируя это уравнение с граничным условием х=0, £’=0, находим

Е(х)=----- ^------
е Чп ^о ^к

ехр еип Ср ^g х 
/и/р(1Н)+ Р1

— 1 (22)

т. е. поле Е уменьшается с ростом тока, что означает формирование 
ОС. Таким образом, при токах, определяемых неравенством (19), из
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прямо-смещенного перехода начинает вступать в базу область с ОС. 
Соответствующее (22) падение напряжения в области 0*! будет

И =------ ехр (^ —*1 ’ еиЛ о0 ) а
где 

в _________'^? еи„
/ир 'л I б (1+''о)+ “г

Из равенства (см. (19))

пф(14Л)+£| = рАМг

можно найти напряженность поля в точке х։

б(1 + г0Н-^-р 

еип Кр/Л

(23)

(24)

(25)

(26)

Предположив, что (19) наступает раньше, чем нарушается 80^ > п, 
для поля Е в области х1<х<^«/ имеем решение (15), а для падения 
напряжения —(16).

Из (22) и (26) получаем («х,<1)

_ 1 т/^®ОНАГ®о^ । ? .
Х։՜ 7 к в---------- Н 0 (27)

Таким образом, х^ пропорционально току и с ростом последнего 
область (22) все больше внедряется в базу (заметим, что для отыс
кания Х1 нельзя приравнять, например, (15) и (26), так как мы не по
лучим в этом случае х1։ растущего с током). Считая, что все внешнее 
напряжение практически приходится на область х1<^х<^с(, оценим на
пряжение срыва. Для этого надо обратиться к (16) и найти ток срыва

из условия = 0. Имеем

Лр=.-------лщ^м_т.л1. (28)
4хо Г 6(1 + %) ^ 4-1

Здесь $' = 0-՞. Падение напряжения на структуре в момент срыва най
дем, подставляя (28) в (16):

ср՜ 2 2 и^ Д1 /1+3 , л_у
С 0^/

(29)

Напряжение срыва будет определяться (29) лишь в случае достаточ
но широкой к—области, когда падением напряжения на слое умноже
ния можно пренебречь. Обратимся теперь к случаю, когда в качестве
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формулы для ВАХ структуры следует использовать формулу (18). 
Ток срыва лишь коэффициентом отличается от (28) 

еЬ1УеУ\Ы Ng
/ср =------------------------------- 3՜ • — ’ (30)

3тор_(1+^+1 Г * 
Рх

а соответствующее напряжение срыва равно

1/?У^[1 + 11ИЖ ]'З1А5, 
2 \ 9 / и, V [ рг J Р1 (31)

В случае заметного падения напряжения на слой умножения оно долж
но быть приплюсовано к (31) с тем, чтобы получить более точное 
выражение для Кр.

Если ах!^!, то для х։ получаем следующее приближенное вы
ражение:

Х1 = — 1п 1/\ + 21кВН>^_. (32)
а У Рх

Действуя в дальнейшем аналогично предыдущему, найдем сле
дующие формулы для тока и напряжения срыва. Если срыв наступает 

при Х1 = — «/ (см. выше), 
4

; = _____________________^2У^±^======= , /33)

4т’| 9(14Ч) + ^|1п1/% + е-(Щ^
I 1у Рх

Кд= — 3 А ^ - ’ (34)
4 У е'-Ил Чр'п Р1 % ^

(35)

(36)

Интересно отметить отличие в температурных зависимостях усри 
Кер для различных приложений (см. формулы (28), (29), (30), (31), (33), 
(34), (35) и (36)). В частности, из (28) или (30) при выполнении не- 

равенства----<£ 1 имеем резкое увеличение /ср с понижением темпера- 
Рх

туры, а из (33) или (35) при —- >1 следует- постоянство плотности 
Рх

тока срыва в определенном интервале температур.
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О природе отрицательного сопротивления

Остановимся на физике срыва. Выясним, может ли быть в нашем 
случае задержка раскомпенсации при прохождении тока. Условие ней
тральности можно записать в следующем виде:

ДЛ = Ьр + Реп — Пса. (37)
Здесь Дя и Др — избыточные (по сравнению с равновесными) концент
рации электронов и дырок, рса и Псп—концентрации дырок и электро
нов, захваченных на глубокий уровень.

Из определения рсп и Пса следует
= &Л1 + Р ^,

Р + й + 0 (л +П1)
(38)

Р1 4- 0Л ___ 
р+Р1 +0(п + лх)

Л (39)

Задержка в раскомпенсации будет иметь место, если условие 
нейтральности можно записать приближенно в виде

Рса = Пса. (40)
При небольших токах (38) и (39) можно записать в нашем случае так:

Рса=^ №; Пса^'Мк. (41) 
Р1

Если Дл будет меньше пСв = ^ ^g, то будет иметь место задерж
ка в раскомпенсации. Именно такие неравенства были приняты при 
выводе (20). В этом случае р — р0 = р^о и» следовательно, Др~0, а 
Дп~п и меньше %^g.

Итак, действительно, при малых токах имеет место задержка в 
раскомпенсации. Она способствует накоплению напряжения на к—базе 
структуры, не давая наступить сильной модуляции сопротивления ее. 
Интересно отметить, что в том же приближении время жизни электро
нов постоянно

'л (РТР1) ^л + ^ + Лз) "Ср Рх .п '■п

С дальнейшим ростом тока время жизни электронов уменьшается с 
током

— = —^- = • (43)

Уменьшается и время жизни дырок. Этот процесс является другой 
причиной, ведущей к накоплению напряжения на базе. ОС появляется 
тогда, когда в силу одного из неравенств % <1 или 0 задержка 
раскомпенсации прекращается и наступает значительная модуляция со
противления базы, ведущая к падению напряжения на ней (теперь для 
поддержания тока требуются меньшие напряжения). Кажется, чем
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меньше будет б, тем скорее можно ожидать появление ОС за счет 
механизма увеличения времени жизни. Запишем более точное (с сохра
нением в (11) члена с р) выражение для "п, чем (11), так как именно 
наличие члена с р ведет в дальнейшем к увеличению времени жизни при 
б<1. Тогда

т' “ (л + бга) 1 + 5±^Л + ^)1 - (44)

Вместо уравнения (12) теперь имеем
к%^֊п2 [б (1+80)+ ^4֊^ ||у =
I Их

X_____________га [°о^ 4՜ га] ^_________________
(^-и+А) 11+^°^ Л+^2_՝)|

I Не \ ^ /]

1
иР 'п

(45)

Отсюда хорошо видно, что значение б не накладывает ограниче
ний на характер решений этого уравнения, пока уровень инжекции яв
ляется низким (п^^), т. е. решения остаются прежними, хотя те
перь учтены процессы, ведущие к увеличению времени жизни. С уве
личением времени жизни нужно считаться при наступлении раскомпен-
сации.

Как показано в [6], возможен также случай, когда со стороны 
прямо включенного перехода начнет внедряться область /—И2, имею
щая место при полной раскомпенсации материала базы. Координата 
точки базы х։, являющаяся границей области у~к2, определяется вы
ражением [6]

*2= --------------^7===----------- > (46)
2е[(6+1)]/4ЬАА^+ад։

где У^2-г-3. С другой стороны, координата точки хь определяющей 
границу области с локальным ОС, входящей в базу также со сторо
ны прямосмещенного механизма, дается выражением (27). Сравнивая 
хх и х2, мы можем отдать предпочтение тому или иному варианту. Ес
ли х2>х1։ то ОС возникает за счет внедрения в базу области у'~И2, 
которая в [6] связывается с предварительным увеличением времени 
жизни. Требование х։^>х։ сводится к неравенству

2[(б+1))/4^Ж+бад з0 И Р11 ° ‘ б/\л, I

из которого хорошо видно, что механизм, связанный с внедрением в 
базу области с полной раскомпенсацией материала, будет иметь место 
при малых 6. Следует заметить, что х։ в [6] было получено без учета 
процесса рекомбинации электронов при определении /V- и в этом от
ношении (46) и (47) должны быть уточнены.
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С понижением температуры выполнение (47), при прочих равных 
условиях, затруднено. При низких температурах, видимо, должен пре
обладать механизм, связанный с внедрением в базу области с локаль
ным ОС.

Обсуждение результатов

Выше остались вне рассмотрения случаи:
1) Когда уровень расположен ближе к зоне проводимости или у 

середины запрещенной зоны;
2) Относящиеся к формированию заметного объемного заряда, 

когда уже нельзя пользоваться условием квазинейтральности и послед
нее должно быть заменено на уравнение Пуассона;

3) Сильного поля, когда подвижности и коэффициенты рекомби
нации становятся функциями напряженности электрического поля.

Вместе с тем проделанное в настоящей работе пренебрежение 
падением напряжения в области объемного заряда обратно-смещенного 
перехода по сравнению с падением напряжения в остальной части базы 
позволяет думать, что изложенная выше теория может быть приложе
на к случаю обычной двойной инжекции. Развитая в работе для р~р 
структур теория легко может быть перенесена на случай Л^Л структур.

В литературе имеется заметное число экспериментальных работ 
по подобным структурам (см. напр. [7—20]). Мы ограничимся здесь 
лишь качественным сравнением опытных данных с проведенными выше 
расчетами. Действительно, как это обсуждалось выше, в [7—9, 15] на
блюдается заметный участок закона Ома до срыва. Вместе с тем в 
[16—20] часто наблюдался участок резкого роста тока с напряжением 
(у~ И", где п меняется от 6 до 9). Любопытно, что база в последних 
работах была тонкой и все напряжение падает, по-видимому, на слой 
умножения. Во всех перечисленных работах наблюдался заметный уча 
сток ОС на ВАХ, характеристики были симметричными.

ОС наблюдалось при комнатных температурах (кроме [12]), на
пряжения срыва для всех структур находились в диапазоне 10—60 в, 
токи срыва, естественно, очень различаются для различных материа
лов (например, если в [19] ]Ср—Ю՜5 —, то в [8] ]сг~8 ֊^—, причем в 

см3 см3
[8] напряженность поля в базе у срыва была равна 1,7-104 в/см).

Резкий рост напряжения срыва с понижением температуры наблю
дался на опыте в структуре с двойной инжекцией, изготовленной на 
основе перекомпенсированного кадмием Л [21], а постоянство тока 
срыва с изменением температуры наблюдалось в приборах на основе 
5(, компенсированного № [22].
Институт радиофизики и электроники 
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ԲԱՑԱՍԱԿԱՆ ԴԻՄԱԴՐՈՒԹՅՈՒՆԸ n'in ԵՎ р-р ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔՆԵՐՈՒՄ

Գ. Մ. ԱՎԱԳՅԱՆ8, Վ. Մ. >ԱՐՈ1'ԹՅՈԻՆՅԱՆ

Կատարված է արգելված տիրույթում խոր մակարդակներ ստեղծվող խառնուրդներով կոմ- 

պենսեցված կիսահաղորդչային նյութերով հոսանքի անցման տեսական հետազոտությունը/

Ստացված են արտահայտություններ պոկման լարման և հոսանքի համար, ցույց է տրված 

բազայում ապակոմպենսացիայի ուշացման առկայությունը/

NEGATIVE RESISTANCE IN Mn AND ^p STRUCTURES

G. M. AVAK1ANTS AND V. M. HARUTJUNIAN

A theoretical investigation of passage of current in symmetric n՝/n and p-p-stru- 
ctures made on the basis of semiconductors, compensated with impurities, providing 
deep levels to the forbidden band has been carried out. Analytic expressions for break
down current and voltage have been derived, as well as the presence of delay of dis- 
compensation in the base has been shown.
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УЛУЧШЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК ДВУХРЕЗОНАТОРНОГО 
КВАНТОВОГО УСИЛИТЕЛЯ ПУТЕМ МОДУЛЯЦИИ 

ЧАСТОТЫ НАКАЧКИ

Л. Э. АБРАМЯН, Р. М. МАРТИРОСЯН, Е. Г. СТЕПАНЯН

Приводятся экспериментальные результаты измерений характе
ристик двухрезоиаторного квантового усилителя с модулированной по ча
стоте накачкой. Показано, что модуляция частоты накачки приводит к 
улучшению статических и динамических характеристик усилителя.

Высокая регенеративность резонаторных квантовых парамагнит
ных усилителей (КПУ) приводит к появлению ряда нестабильностей 
в них.

Относительные нестабильности коэффициента усиления —— с 

флуктуациями добротности активного вещества (которые, в свою оче
редь, связаны с флуктуациями магнитного поля, частоты и мощности 
накачки и температурой образца) для однорезонаторного усилителя и 
для двухконтурного усилителя со входным пассивным резонатором 
даются [1] выражением

где С։ — коэффициент усиления по мощности,
Qb — добротность активного вещества,
Qcb— добротность связи резонатора с входной линией.
Видно, что малые флуктуации добротности Зф* и <^Qcb приводят 

к существенно большим флуктуациям усиления.
Так как изменения добротности связи можно свести к минимуму, 

применив достаточно жесткие конструкции, то флуктуации усиления 
квантовых усилителей определяются флуктуациями добротности актив
ного вещества.

Слабая регенерация при взаимодействии излучения с веществом 
в режиме бегущей волны приводит к большой стабильности усилите
лей бегущей волны. В этом случае относительные нестабильности 
коэффициента усиления даются выражением

։о0 
Со՜ (Я1п Со' (2)

Сравнение формул (1) и (2) показывает, что небольшие флуктуации 
добротности активного вещества в резонаторных квантовых усилите
лях приводят к сравнительно ббльшим нестабильностям, чем в кванто
вых усилителях бегущей волны.

В работе [2] был предложен метод улучшения характеристик 
квантового усилителя бегущей волны путем модуляции частоты накач-
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ки. Сущность предложенного метода заключается в том, что если ча
стоту накачки модулировать со скоростью, превышающей скорость 
релаксации 1/Т, то этим можно исключить влияние флуктуации часто
ты накачки на разность населенностей сигнального перехода.

В настоящей работе экспериментально был проверен предложен
ный метод на двухрезонаторном квантовом усилителе на рубине сан
тиметрового диапазона.

Усилитель представлял двухрезонаторную систему с входным 
пассивным контуром. Конструкция входного контура позволяла пере
стройку резонансной частоты контура в широких пределах. Активный 
контур представлял из себя посеребренный рубиновый параллелепипед 
с размерами 16,5X11, 4X6,25 мм. Размеры были выбраны так, чтобы 
в резонаторе возбуждался низкий тип колебания HQn с учетом ани
зотропии диэлектрической постоянной рубина. Кристалл использовался 
в совмещенном варианте (угол между постоянным магнитным полем и 
осью кристалла 54,74°).

В качестве источника сигнала накачки использовался клистрон- 
ный генератор; частота сигнала накачки составляла~23000 Мгц, мощ
ность изменялась от 2 мвш до 300 мет.

Диапазон электронной перестройки клистрона составлял порядка 
180—200 Мгц. При модуляции дрейф частоты клистрона находился в 
пределах ±100 Мгц.

Модуляция частоты клистрона осуществлялась подачей пило
образного напряжения на отражатель клистрона от генератора, часто
та которого изменялась от нескольких десятков герц до 20 Кгц. Время 
релаксации 7 в рубине составляет примерно 10՜1 —10՜՜3 сек, соответ
ственно частота модуляции выбиралась в пределах 10—20 Кгц.

Измерения относительной нестабильности коэффициента усиления 
проводились в двух режимах работы накачки—при модуляции частоты 
и при постоянном значении частоты накачки. При модуляции частоты 
накачки с частотой 15 Кгц нестабильность коэффициента усиления со
ставляла примерно 0,15 йб при коэффициенте усиления 18 йб. При том 
же усилении, но с постоянной накачкой нестабильность составляла 
примерно 0,6—0,8 дб.

Сравнение этих результатов показывает, что модуляция частоты 
накачки приводит к заметному улучшению стабильности коэффициента 
усиления двухрезонаторного квантового усилителя. При измерениях 
генератор накачки питался от обычных блоков питания, выпускаемых 
промышленностью. Специальных мер по стабилизации частоты не при
нималось.

Модуляция частоты накачки, кроме улучшения динамических ха
рактеристик, может привести также к улучшению статических харак
теристик КПУ—к расширению полосы пропускания и увеличению 
коэффициента инверсии. Последнее обстоятельство можно объяснить 
следующим образом. В работах [3, 4, 5] указывалось на то, что поло
са пропускания двухрезонаторных КПУ сильно зависит от соотноше-
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иия разности нормальных частот резонаторов и ширины линии сиг
нального перехода. Оптимальное значение полосы пропускания полу
чилось при определенном значении параметра ։, характеризующего 
соотношение

*=֊а> (3)

где /1։ /։—сооответствующие нормальные частоты связанных резона 
торов,

■V/- — ширина линии сигнального перехода.
(а одновременно характеризует степень связи между резонаторами).

При больших значениях а усиление резко падает вследствие того, 
что на краях линии разность населенностей резко падает и соответ
ственно уменьшается коэффициент инверсии. Последнее обстоятель՜ 
ство связано с тем, что при монохроматической накачке не удается 
равномерно насыщать линию перехода накачки. Насыщение перехода 
накачки происходит по закону

△п = Лп0 1
1+^Р’ (4)

где Дп0 — начальная разность населенностей перехода накачки,
Р—мощность накачки,
к — коэффициент, определяющийся шириной линии, вероятностью 

перехода и т. д.
Как видно из (4), при постоянной мощности накачки на разных 

участках линии сигнального перехода избыток населенностей на верх
нем уровне различен, т. е. коэффициент инверсии различен на различ
ных участках линии сигнального перехода. Этот эффект особенно 
сильно должен проявляться, если линии имеют неоднородное ушире
ние. Если функцию формы резонансной линии £ (/) определить 
как сумму всех функций формы отдельных спиновых пакетов, 
то известно, что при неоднородном уширении возбуждение отдельно
го спина, имеющего определенную резонансную частоту, не пере
дается другим спинам, имеющим несколько иные резонансные часто
ты, лежащие в пределах ширины линии. Отметим, что часто для до
стижения широкополосности КПУ преднамеренно расширяют линию 
ЭПР введением некоторой неоднородности во внешнее постоянное 
магнитное поле.

При модуляции частоты накачки в пределах, больших ширины 
линии, возбуждение передается всем спиновым пакетам равномерно за 
время меньшее, чем время спин-решеточной релаксации, и соответ
ственно линия насыщается равномерно и коэффициент инверсии в пре
делах ширины линии остается почти постоянным.

Изменяя величину а, получали различные значения полосы про
пускания усилителя. При изменении полосы пропускания изменяется 
коэффициент усиления. Параметр а в экспериментах изменялся от 0,4
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до 1,5, т. е. нормальные частоты были разнесены больше, чем на ши
рину линии. Если при постоянной частоте накачки при больших зна
чениях а усиление исчезало, то при модулированной подкачке усиле
ние еще наблюдалось.

Значения параметра а определялись измерением нормальных час
тот контуров. Эти измерения проводились при помощи сигнального 
свипгенератора и точного волномера. Все экспериментальные измере
ния проводились при температуре образца 4,2°К.

В таблице приведены экспериментальные результаты измерений 
коэффициента усиления и полосы пропускания.

f'-fz
(Мщ) а

Модуляция частоты 
накачки

Частота накачки 
постоянна

Go (Ժ6) V (М1В) Go (Ժ6) Д/ (Мщ)

з.о 0,4 23 15 20 10
40 0,5 20 20 18 15
56 0,7 18 30 15 26
80 1 12 35 10 30
100 1,2 9 45 8 35
120 1.5 7 50 6 45

Из таблицы видно, что при модуляции частоты накачки имеет
место увеличение как коэффициента усиления, так и 
кания.
Институт радиофизики и электроники 

АН АрмССР

полосы пропус-
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ԵՐԿՌԵ<ԼՈՆԱՏ ՈՐԱՅԻՆ ՔՎԱՆՏԱՅԻՆ ՈՒԺԵՂԱՑՈՒՑԻՉԻ ԲՆՈՒԹԱԳԾԵՐԻ 
ԼԱՎԱՑՈՒՄԸ ՄՂՄԱՆ ՀԱՃԱԽԱՅԻՆ ՄՈԴՈՒԼՅԱՑԻԱՅԻ ՕԳՆՈՒԹՅԱՄԲ

Լ. Լ. ԱԲՐԱՀԱՄՅԱՆ, b. Գ. ՍՏԵՓԱՆՅԱՆ, Ռ. Մ. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ

Կատարելով երկոեզոնատորային քվանտային ուժեղացուցիչի մղման հաճախային մոդուլ

յացիա г լավացվել են ուժեղացուցիչի դինամիկ և ստատիկ բնութագծերը։ Այդ ճանապարհով հա

ջողվել է ուժեղացման գործակցի կայունությունը մեծացնել մոտ երեք անգամ։ Ստացվել է 

թողարկման շերտի լայնացում և ուժեղացման գործակցի մեծացում։ Երևույթը բացատրված է 

կլանման գծի ոչ համասեռ լայնացմամբ, որը բերում է նրա անհամասեռ հագեցմանը մղման 

•ազդանշանի աղդԼցության տակ։
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IMPROVED DOUBLE-CAVITY MASER PERFORMANCE 
TROUGH PUMPE MODULATION

L. E. ABRHAM1AN, R. M. MARTIROSIAN E. G. STEPANIAN

Double-cavity maser performance is investigated through pumpe modulation.
It is shown that pumpe modulation improves dynamical and statcal characte

ristics of a double-cavity maser.
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