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МАТЕМАТИКА

Р. М. Мартиросян

О некоторых возмущениях оператор:։ Лапласа в 
многомерном пространстве

(Представлено академиком АН Армянской ССР ". ' 1жр6ашнном В \1 1959»

Изучению оператора Штурма-Лиувилля посвящено много иссле­
дований, однако в многомерном пространстве соответствующий one 
ратор — Ди си изучен с значительно меньшей полнотой лаже н са 
мосопряженном случае. Только в последние годы появилось несколько 
работ (И. М. Гельфанд (l), М. В. Келдыш (’)), посвященных изучению 
этого оператора в случае, когда c(Q)— комплекснозначная функция 
Укажем также работу М. А. Наймарка (*), я которой, однако, рассмо­
трен одномерный оператор, точнее, оператор —у* су на полупря­
мой при различных предположениях относительно комплексной функ­
ции с (х). Далее, исследованию спектра оператора - А// си была по­
священа диссертация автора. Предлагаемая заметка содержит ряд не­
опубликованных результатов этой диссертации, существенно дополнен­
ный новыми фактами, вполне согласующимися с известными положе­
ниями квантовой механики.

Переходя к изложению, обозначим через S2, область определения 
гипермакснмального оператора Дм, рассматриваемого в гильбертовом 
пространстве А։|Е„) функций, определенных на всем л-мерном эвкли­
довом пространстве Еп и суммируемых с квадратом. Как известно, 
этот оператор является замыканием в Z.. Еп) оператора - Au. рас­
сматриваемого на совокупности всех финитных и неограниченно диф­
ференцируемых функций. Нетрудно также показать, что факти­
чески совпадает с совокупностью всех функций из L2(En , имеющих 
суммируемый с квадратом обобщенный лапласиан в смысле С Л. Собо­
лева (4).

Предполагая теперь комплекснозначную функцию c(Q) oipanH- 
ченной и суммируемой с квадратом, введем в рассмотрение оператор

Ти - • — Ди 4֊ си \и •' УД (Ո

область определения которого совпадает с



Харам ер спектра этого оператора тесно связан с поведением ре­
зольвенты В, оператора Д/г. Поэтому прежде всего дается интеграль­
ное представление оператора В.. Оказывается, что для всех /( (?)

Ь2(Еп) и для всех X, не принадлежащих положительной полуоси

В^(М\ = \Фп У -(гМ())/(С}) (X =#0. <^Х =^0, Уш/Х >0), (2) 

где гиу обозначает расстояние между точками .И и (?, | д выбирается 
из верхней полуплоскости, а функция Фл /~(г) выражается через функ­
цию Ханкеля Л/!1՛ (г) первого рода порядка > следующей формулой

л-2 И)

‘ (И - М ('■>0, п= 1,2, ■■■) (3)

Для получения представления (2) предварительно доказываем, поль­
зуясь асимптотикой функций Ханкеля и известными рекуррентными со­
отношениями, что Ф„. х (Г] удовлетворяет уравнению

флгФ„.11г)=0 (4)

и условиям

Иш (г)Ф„,, (г) = 0, 
г -*0

Вт соя | г) Ф . (г) = — 1, 
г *0 (5)

где через шл (г) обозначена площадь поверхности сферы радиуса г в 
пространстве Е,։. После этого, с помощью формулы Грина без труда 
устанавливаем, что для любой финитной и неограниченно дифферен­
цируемой функции и (()) справедливо тождество

ц(М) = - Фя.։, {Ди С?)4 Хи (С?))

п

Таким образом (2) будет доказано, если мы установим ограничен­
ность оператора, стоящего в правой части (2), и плотность в £2(£я1 
многообразия функций вида —Ди— Хи, где //((?) пробегает совокуп­
ность всех финитных и неограниченно дифференцируемых функций 
Но плотность в этого многообразия устанавливается без тру­
да, а ограниченность указанного оператора следует из оценки

Фл,|л(гЛС?)/((2) 1/Ц
п

Фл. > >■ \J.MQj\dQ 1|Ф«,/а (Сир) | \

X 1№) 1Ш
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I если заметить, что первый из интегралов правой части существует в 
I силу известной асимптотики хаикелевых функций и не зависит от вы­

бора точки /И. Интегрируя это неравенство по переменной М и поль- 
։зуясь теоремой Фубини, немедленно убеждаемся в ограниченности 

интересующего нас оператора. При этом интересно отметить, что ядро 
Ф*, ИГ (ГисР оператора Вк не типа Карлемана при из-за высокой 

^особенности при /И — (?.
I Во всей работе существенную роль играет следующая лемма

Лемма !. Для всех целых д, ] ■ д п
, справедливо равен­

ство

в-а
Еп Еп
ц раз

п.»>. • ДQ<^ =

1 / 1 V(4Тх (Гм<?). (6)

Ч где У к выбирается из верхней полуплоскости, а Ф„> (г) определена 
я формулой (3).
| Идея доказательства состоит в следующем. Можно показать, что 
I левая часть (6) представляет собой ядро оператора В/*1 С другой 
।стороны, как известно (5)

В^х д!

где дифференцирование в правей части следует понимать в смысле 
равномерной сходимости операторов. Таким образом, достаточно по- 

казать, что ядро оператора у— В., получается формальным дифферен-

пированием д раз ядра В, и что результат выражается формулой 
стоящей в правой части (6). Подробное доказательство в частном 
случае п = 3 приведено в нашей работе (’).

Предполагая теперь с ((?) ограниченной, введем в рассмотрение 

вспомогательную функцию (при Лгы. > 0)п
9ри 7 =

Г*

1 И, £2) — I • • • 1 фл. х(Ги9,) • • • Ф„. укЧр! • • - с! £2., 1' -

</ раз
нужные нам свойства которой приводятся в следующей лемме.
I Лемма 2. Если функция с(ф) ограничена, то при фиксирован 
ном значении одной из переменных Кп,х (■№,(]) является непрерыв­
ной функцией другой переменной. Кроме того. К,,., (.И. (2) ограни­
чена и непрерывна в среднем, т. е.

5



Нт I = о.
Р- ‘Л1.1 

Еп

Если предположить еще, что с(9) суммируема с квадратом, то

КпЛ(М, г(С^)|2 дМсК] оо.

Доказательство существенно опирается на лемму 1.
Эти леммы позволяют сделать ряд заключений о собственных функ­
циях и о спектре оператора Ти = —Ди си в многомерном простран­
стве.

Прежде всего, из (2) вытекает, что если
Ди си = л- и (и С <81

то

и (.И) = | Ф.,х(гл«г) с

Е п

.1т '• >0) 19)

п
2Итерируя это уравнение 7 = раз, получим, как легко видеть,

и । .И) = А'„.) (дтТ > 0) (Ю

где А'я., (.И. ф) определена формулой (7). Воспользовавшись леммой 2, 
нетрудно прийти к следующему утверждению.

Теорема 1. Пусть с (С?) суммируема с квадратом и ограничена. 
Тогоа каждая собственная функция оператора Т, определенного фор­
мулой (1), непрерывна, ограничена и суммируема.

Далее имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Пусть суммируема с квадратом и ограничена 

Тогда, если и (С2 — какая-нибудь собственная функция оператора Т, 
то \и (р) суммируема и

Д«(Р)^ = 0.

Еп

Суммируемость Д и (С?) является следствием теоремы 1 и поэтому 
из (8) следует, что достаточно обнаружить справедливость равенства

I с{(^\и[0)(1^ а֊ ( и(<2)^р.
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Но на основании теоремы Фубини из (9) находим
С и(М)дМ = Фя,х с((?)и((2^

V * *
Еп Еп Еп

С Другой стороны, из (4) и (5) следует, что
□о г- <х

/.= I Ф,։>X (г)шя (г)б/г ( ф; > И «>„ Г)с1г (л — ]) ^ фя . , (г) йг

I) о ■'

п — 1 . . • , .Учитывая равенство —• — ‘»л (г) = (Т), находим отсюда

а2 ( Фя,х1/')шя(г)б/г =— Фл,л(г)-пя (г) </г — 
ъ </о о

' — 1 Фл,л(г)< (Г) (1г.

Теперь уже нетрудно заключить, что
/1

X2 Фя,х (Гис?) дМ — 1,

Еп

а это и доказывает теорему.
Далее, имеет место следующая
Теорема 3. Пусть с ограничена и суммируема с квадратом 

Тогда оператор 7 не имеет остаточного спектра, а непрерывный 
спектр его совпадает с положительной полуосью. Собственньо 
.качения этого оператора, лежащие вне положительной полуоси, 
не могут иметь точек накопления вне этой полуоси.

Это утверждение также можно получить, пользуясь леммой 2 
Именно, из этой леммы можно заключить, что вполне непрерывна 
некоторая итерация оператора В,с. состоящего в том, что функции из 
£2 (/?я) сперва умножаются на с (<2), а затем к результату применяет­
ся оператор В,. С другой стороны, известно, что если некоторая 
итерация оператора А вполне непрерывна, то для уравнения (£-г А и =} 
справедливы теоремы Фредгольма (’). Это замечание позволяет 
доказать теорему путем, намеченным в заметке (г). Другое доказатель­
ство этой теоремы приведено в нашей работе (8).

Теперь мы укажем достаточные условия, при которых собствен­
ные значения оператора — А и Д си не имеют предельных точек на 
конечном расстоянии.

Теорема 4. Пусть при некотопом г>0 функция с (С2 е' о , где 
Гц означает расстояние от точки С? до начала координат, огра­
ничена и суммируема. Тогда собственные значения оператора Т, 
определенного формулой (1), не имеют предельных точек на ко- 



печном расстоянии, если п нечетно и, быть может, имеют един­
ственную предельную точку 0 л случае, когда п четно.

Идея доказательства состоит в следующем. Как мы уже видели, 
собственная функция, соответствущая собственному значению X2, удо­
влетворяет уравнению (10). Вводя параметр и рассматривая вспомо­
гательное уравнение

//(-•И) = Н | Л'„,к (Л4,С2) с(р)«(р)^(2,

Еп

замечаем, что при каждом фиксированном значении X из верхней по­
луплоскости это есть однородное интегральное уравнение типа Фред­
гольма, обращающееся при у. = 1 в исходное уравнение (10). Нетруд­
но показать, что к этому уравнению применим аппарат теории Фред­
гольма. Поэтому, если положить

/г раз

ЛГл.л (С?,. • •№,

то можно утверждать, что 
дают с нулями функции

собственные значения оператора Т совпа-

/)(Х, 1) — (М 
Л!

лежащими в верхней полуплоскости. Для доказательства теоремы 
Г) (X, 1 рассматриваем в несколько большей области, а именно в

*
полуплоскости ]тК > ----- где г то же самое, что и в формулировке4
теоремы, и показываем, что £)(Х, 1) голоморфна в этой области при 
п нечетном и может иметь особенность в нуле при п четном. При этом 
существенно используется получаемая из леммы 1 оценка

1 / 1 «(Си "гр)
|Л,.х(М. <2)1 <£,(>.)

где через А обозначена верхняя грань функции с(С)]егд, д — 

а „ (л) определена следующим образом
п-2
—о е

1М\ V՜4 
е / если |Х |> -- ,

е
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Переходя к следующей теореме, введем постоянную /., которая 
в неявном виде определяется с помощью следующего соотношения:

А 
2

R 1
(11}

Далее, считая <у =
п , введем обозначения

п 2
1.Я 4 д<!;„(/?) = тпах | (12)

7 = вир { — гН. (/г) }.
0« /■<•»

(13)

Используя некоторые оценки, полученные при доказательстве пре­
дыдущей теоремы, можно указать условия, при которых внутрь 
заданной ограниченной области комплексной плоскости не попадают 
собственные значения оператора Т. Именно, имеет место

Теорема 5. Пусть при некотором г 2> 0 выполняются неравен­
ства

с (СД | е Д. |с(^)|е « .4 < оо.

Тогда, если при четном п. выполняется условие

а при нечетном п выполняется условие
п-2

2^(Л)

где (R) и 7 определены соответственно формулами (12) и (13), 
а Л определяется из (11), то внутри круга радиуса R с центром 
в начале координат нет собственных значений оператора Т.

Отметим следующее очевидное следствие этой теоремы.
I его

Пусть при некотором е^>0 функция с (Ц) г ограничена и сум­
мируема. Пусть кроме того известно, что для всякой функции <<?). 
где и постоянная, |;а|^1, спектр оператора — А и : рк и лежит внутри 
некоторой фиксированной ограниченной области. Тогда можно указать 
такое а > 0, что для всех у., ||л1^а, оператор — Ан реи не имеет 
дискретного спектра.

В случае трехмерного пространства оказывается, что если с (С?) 
достаточно мала в известном смысле, го дискретный спектр опера юра

9



Т отсутствует. Этот результат получен в нашей работе и нахо­
дится в полном соответствии с известным фактом квантовой механики, 
состоящим в том, что частица может „проскочить*1 через небольшие 
барьеры Приводимая ниже теорема существенно дополняет это։ 
результат, ибо не только получен значительно более удобный признак 
отсутствия спектра, но и показано, что в этом случае нет положитель­
ных собственных значении. Как известно, последний вопрос в общей 
постановке очень сложен, но в рассматриваемом случае вам удалось 
найти чрезвычайно простое доказательство.

Теорема 6. Пусть п — 3 и при некотором е>0 комплексно- 
значная функция с((2) удовлетворяет одному из следующих двух 
условий: *

.4) 5ир|с(Р)е‘г‘'|<4֊. Нс(ф|։е'Ч’о'У< 2-г.

Тогда весь спектр оператора Ти = — Дм + си совпадает с поло­
жительной полуосью, поичем собственных значений у этого опера­
тора нет.

Прежде всего устанавливается, что если при некотором положи­
тельном /, - Хо уравнение Дм — 10и = с имеет решение,
причем /((^ суммируемо с квадратом, а удовлетворяет одному 
из условий (Д) или то

и

Доказательство этого опирается на то, что если - л0, то решения 
ип уравнения — Дм,, — 1,1и„ — с/ в каждой ограниченной области равно­
мерно сходятся к и (ф). После этого вопрос сводится к оценке нормы 
интегрального оператора Дер, ядро которого определяется
формулой

А (Л4, (^)=-

Институт математики и .механики 
Академии наук Армянской ССР

I й 1И1Р5ЬРПи311Ъ

1'1ии{(1лн||> <>«1|Ьг1иьп|ф пгпе ql՚q■l пиГЦЬг|> ии|Ь 1{нг|> |(՝ии||>Г1 
р и^(Г 1и\ин|> 11 Ь,пич1и<|| |Г

/* ~‘г> </ 4 п И — ШШршЛп1 ,ГА«

“»//ц/Ьу Ц/(1 11 ит! У» 7/ 1/Т Ь ту р I/ I ^П! ■ы1П[,шЪЬр[, Л, (Ец ) »пшршЛпв-£}

ц [чл ш р !( »[ "*/< р ։/ ш р и I» л/ ш у <» и[Ь р ш ш " р прпр^ш'Ь т^рп» ]Рр» --// — /* *! Г *и
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րյ ի tn արկեն]> lit ոպԼրատորը, ենթադրելու/ C ((J) ֆո» Նկրյի էսՆ
ոտհւք ԱէՆէ!քխ»:կ h րէՍոակոլէէՈէ/ ինտ ե ղ ր 6 լի ! Տեղի ունեն հետե յալ թ ե Որ ե մն ե ր ր •

թ ե Ո ր ե .Г I. т <>ii|L|iiuinnp|> jnipiupiuGjjm ր սեփական ֆունկցիան ան|ւնր|1ւաւո I 
uni GifiuGuiւ|ւin 1{ li GսւGpinq in ifiu|iL।|ւ:

Ւ ե W ր ե էք եթե էէ (Q\ -G T nii|Lpiumnp|i uLi|iiulpuG ֆուՀւկցխսԱ I,. шири
■Л lllGpill ցՈ1|քս1թԼ||ւ Լ II

ձ// (Q) dQ = O.

Լ
Թ L Ո p b if 3’ / OUjLpiuinnpp milG|i JGuignprpuj|iG uiqLlpnp, խւկ Gpm uiGpGqGunn 

սպեկտթբ նամր11կնում Լ qpiulpuG կիսաառանցթի fibin! Դրա կան կիսառ iuGgp|ig դուրս 
qinGi|nq иեփակաG mpdbpGbpp )bG Ipupnq nt GLliiu| կոււոmlpfiiiG Ijbmbp այդ կիսաււ ահցյփց 
դուրս:

P՝ L n p L if 4. Ղիցութ ւքի որեԼ Լ դրակա1ւ րւ|ի ճամար t(Q)e Q ֆւււ1յկցիա1ւ. пртЬц 

AQ նշանակում Լ Q կ!ւսւ|ւ GLn ա^որությու1դւ մինչև կ ո ո pq |iGid inG Lp |i и կդրճ ա կ Լ տ p. սաճ 
(fillGui|||111կ է li GiuGրւււդումս>րԼ[|ւ: ILjq դԼւդրում I oiqLpiumnp|i սԼփական lupdLpGbpp չու­
նեն սա Ճմւււ1ււււյ|ւ1ւ l|LuiLp i|Lp9iui|np Ճ Ln ill >| n pn i pj uj (i i|piu. bpp /Z-р կեհւո Լ li lipnilig միակ 
и ա Gifuili այ |iG IjLmp Ipupnq Լ (|i IJ Լ լ 0 կԼւոր. երբ И р դույդ է:

Թեորեմ 5. Դիցուք մի որևէ Е դրւսկսւ1ւ թւ||ւ ճամար ւոեդի inliLh Gbinlipu| անճափււ 

ишpni pjn* GGLpp՝

c (Q)e Q I շրՉ

ea
հԱԿ 'Հ, li £-p и in G if աGւ|ու մ LG GLinLjiii| ԿլՐ4՝

ո -2
I „~'zl 

=■ max Լ R sup 
о r ՛■ —J Z-՛

Xf-o

Ո
<7 = : Այդ դեւդրում. LpL դույդ IjLliin 71-ի ճամար համապատասխանաբար

աեւ|ի niGLG

A« M

W-.

2 L-q\ ( 4n)^c2
n -2
“շ“</

E \ 'c
4 2Հ|^՛

պ iu յմաններր, ապա О կ LG in p n lin i| li R * աււււււ|իդ ni| շրջանի GLpuniif 7 mqLpminnpp мн G|i 
սեփական iupdLpGLpp:

PL n p L »f 6. Դիցուք И = 3 II մի որեէ I դրական թւ|ի ճամար p ill t| ill p ill p t] ո է if I.

A) sup < (Չ)ր՚ Q
£’ iC(Q) p/f<?rfQ 2

պայմաններից մեկն ni մեկր: Այդ դեպրում
lipin uiqLlpnpp Gui մրնկնում Լ ւյրւսկան կիսաոանցրի GLin:

7 Օպ Lpin innpp *ու!ւի uLփական uipdbpGLp li
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МАТЕМАТИКА

С. А. Маркосян

Существование предельного цикла системы двух 
нелинейных дифференциальных уравнений

I (Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 17.VI 1959

։
В настоящей заметке „геометрическим методом* устанавливаются 
достаточные условия существования предельного цикла системы вида

с! у
| 37= I/։*)- ?(У>Р(*. У>. 377-Ч£(*) + 'Му) I (?(*. у). (1)и1 ЦI

Рассматривается также один частный случай этой системы
Вопросы существования предельных циклов системы (1) при 

|ф(у)=у, ^1х) = х рассматривались в работах (12).
I 3 заметке предполагается, что начало координат для системы 
(1|—единственная особая точка на всей плоскости ч что правые части 
рассматриваемых уравнений определены, непрерывны во всей пло­
скости и удовлетворяют условию Липшица во всякой ограниченной 
части этой плоскости. Существование предельного цикла доказывает­
ся с помощью известной теоремы Бендиксона. Предельный цикл всег­
да существует в кольцевой области, не содержащей особой точки, 
через границы которой интегральные кривые только входят или 
только выходят, при этом внутренняя граница кольца можег совпасть 
с особой точкой.

I При сделанных выше предположениях докажем следующую 
втеорему.
| Теорема 1. Пусть дана система уравнений Г1), где Р х, у)>0. 
Ь (-*, У) > О при =й О, у ¥= 0.

I Если՝.
\ 1) в некоторой окрестности начала координат

I *Цх) > О, Х£ (х)<0, X + 0; у? (у) >0, уб (у)... 0 у =?= 0:

I 2) существует отрезок на оси х [а, £| а<^0, Ь >0, вне которого
|А/(х)<0, Х£ (х) <0;
| 3) существует отрезок на оси у |с. т/| с < 0. т/>>0, вне кото-
огоу«(у)>0, уф(у)<0,
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t) v у) нечетна, g(x) и и (у) монотонные функции;
5) \f (г) |, I ? (z) | | g (z) |, Ф (z) | ֊> ао при | z | - оо ;

6) вне отрезка а < х Ь, х ֊֊ и на от֊

резке а х < b или в некоторой его части выполняется то же 
соотношение с обратным знаком,

то система (1) имеет по крайней мере один устойчивый пре­
дельный цикл.

Условие 6 соблюдается, если Р и Q—четные функции по от­
ношению V.

Доказательство. Прежде всего выясним расположения кри­
вых /(х) « (у) =. О и g (х) -г- Ф (y i = 0. Из уравнения f (х) 4- ® (у) = 0, 
в силу монотонности ©(у) мы получим, что функция у = ф_| | —/(х) |, 
где ® 1 функция, обратная функции ©, однозначна. График функции 
У = ф՜1 | —/(х) | — изоклина бесконечности в той окрестности начала 
координат, где выполняется условие I, расположена в квадрантах

II, 1У, а вне отрезка \а, д] в 
силу неравенства х/(х)<0- в 
квадрантах I, III (фиг. 1). Из урав­
нения glx) Ф (у)-~ 0, аналогично 
получим, что изоклина нуля гра­
фик функции x — g~x | — Ф(у)], где 
g՜1 функция, обратная функции 
g{x). в той окрестности начала ко­
ординат, где выполняется условие I, 
расположена в квадрантах I, III, а 

։ вне отрезка |с, в квадрантах II,
IV (фиг. 11.

Для доказательства теоремы достаточно построить кольцевую 
область, не содержащую особой точки, через границы которой все ин­
тегральные кривые входят внутрь при возрастании t.

Построим внешнюю границу этой области.
Обозначим через

.V = supl^-'l — (у)] |, Л1 = sup ( —/(х)| ।, у*=тах (Л/, /V, Id, d\ 
c<y<d a<x<b

Пусть x наименьший корень уравнения = Д(х)|, обозначим че­
рез /=тах \b, х). При х* :> I выберем точку А (х*. j*) в I квадран­
те, на изоклине бесконечности и проведем прямые АВ, ВС, CD, у = ур 
(фиг. I). В силу условия 5 точки Д, В, С, D на изоклинах сущест­
вуют. Если точка пересечения Q прямой у = уо с изоклиной беско­
нечности совпадает с точкой А или по изоклине ближе к точке 0(0,0), 
чем точка А, то искомая замкнутая кривая построена. Если же точка 
Q дальше от точки 0(0, 0), чем точка А, то из точки А проведем 
интегральную кривую системы (1) в сторону убывания t. Рассмотрим 
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тот случай, когда эта интегральная кривая при продолжении достигает 
отрицательной полуоси х в некоторой точке Р, не пересекаясь ни с 
прямой у = уо, ни с отрезком СИ, так как во всех остальных слу­
чаях полученная замкнутая кривая, как легко видеть, будет требуе­
мой. Отобразим теперь фигуру ЬАКР (фиг. 1) относительно оси х. 
Обозначим точки, симметричные точкам А, К относительно оси х, со­
ответственно через А', К' и докажем, что замкнутая кривая АКРК’А'— 
искомая. В самом деле, АКР — дуга интегральной кривой системы 
(1) и в силу единственности решения другие интегральные кривые 
не имеют с ней общих точек. Вдоль отрезка .4Л', как легко видеть՝

-гт <^0, и потому все интегральные кривые пересекают этот отрезок

снаружи внутрь при возрастании В любой точке кривой А’К’Р, со­
поставляя тангенс угла касательной к этой кривой.

осью х, с полем направления, т. с1у е. со значением (1х

составленного с

легко показать,

что все интегральные кривые пересекают кривую А'К'Р снаружи 
внутрь при возрастании С Так, например, в точке О (х7, —у') дуги 
Д75, где 5—точка пересечения кривой А'К'Р с изоклиной нуля, тангенс 
угла касательной к этой кривой, составленного с осью х, имеет зна­
чения:

я (х7) + ф (/) д у') 
У(х') + ф(у') Р{х', у')

а
/<у\ £\х') - ф( -у7) СЦх', — у7)
\^х/о /(*')+?(-/) ՛ Р(х',— у')

по условиям 2,3 теоремы имеем:

£(х')<0, /(х')<0, ф(У')<0, ф(-у')>0, <? ( — у7)< 0, ® (у71 >0.

£(х') + Ф(-/)<о, 7(х') + ?(у')>0
и потому получим:

1г СП + Ф (-/)/< |г (*՛) + * (у')1
1/СИ + ?(-у')|>/(И + <?(у')

(последнее неравенство имеет место в силу нечетности (у)

В силу условия 3 имеем

Итак, мы получим

£(х7)4-ф (-у7) 
_/(х'Н ?(-у7)՜

3(х', У')
Р(х7. у7) ’



т. е.
(1у \

в силу чего, как легко убедиться, интегральная кривая через точке 
О, при возрастании Л входит внутрь области, ограниченной замкнутой 
кривой АРА'А. Аналогичным образом, в области выполнения условия 
1, можно построить внутреннюю границу кольца, чем завершается 
доказательство теоремы.

Приведенным методом можно установить и асимптотическую ус­
тойчивость в целом тривиального решения системы (1), так, например, 
верпа

Т е о ре м а 2. Пусть дана система (1).
Если:

1) х/(х)<0. х£(х)<0, у?(у)>0, У'НуХО,

2) 1/(^)|, |£(г)1. I'И2) I-*30» 121՜*00 •

д| - Р(х,-|у|) Р(х, |у|) '

то тривиальное решение системы (1 । асимптотически устойчиво 
л целом.

Рассмотрим один частный случай системы (1):
йх 
(М = /Д*) (2)

При ^(у) у, эта система соответствует уравнению нелинейных коле­
баний. Комбинируя геометрический метод со вторым методом Ляпу­
нова, доказывается следующая теорема:

Теорема 3. Пусть дана система уравнений (2).
Если:
1) в некоторой окрестности начала координат х/-՝(х)> 0, х#=0;
2) ф(У) монотонна, уЬ (у)
3) существуют такие числа I и о, > о2, что /Чх)<62, когда 

х՝^>1, Л(х)>о։, когда х<—/;
ОСОС

4) х? (х) >0,
и О

то система (2) имеет по крайней мере один устойчивый пре­
дельный цикл.

Для доказательства теоремы прежде всего покажем, что особая 
ючка х — у = 0 системы (2) отталкивающего типа. В самом деле, про­
изводная по от определенно-положительной функции

у

•? (у) ^У
о

16



л С1фв силу системы (2) имеет вид ^-= Г(х) о (х), но в области выпол­

нения условия 1 функции ^(х) и <?(х) одинакового знака, поэтому в 
с!и

этой области ^>0, чем доказывается наше утверждение. Далее, гео­

метрическим методом можно построить замкнутую кривую, ограничи­
вающую область, в которую интегральные кривые заданной системы 
только входят при возрастании Л Тем самым доказывается теорема.

При доказательстве этой теоремы не требуется выполнения ус­
ловия Липшица.

Из теоремы 3 при = у мы получим теорему А. В. Драги- 
лева^), однако без требования выполнения условия Липшица.

Ленинаканскии педагогический институт 
им. М. Налбандяна

и. ս. Մ11ՐԿՈՍ311Ն

1?ր1|<ււ И} զծւսյին գիֆեր եհցիսւյ հսււ|ւսււաւ*ւււ_ւք ների ս ի и в Ь ւքի 
ասհւքսւնւսյիհ ^Мп!1 пин թւոսնյւ

6 /» ր կ ակնւսրկում րե ր վ ում են

(IX 
(Ա

= (Л*) + ֊(У)] Р(х,у\, "Հ = |« (XI 
(Ա

ա

ձ (у)1 м (х. >')

սիստեմի սա հմ անա յ ին •) ի կ ( ի պոյու թյան բավարար պայմաններ՛ (Քննարկվում է

Նաև Խյրք սիստեմի մի մասնավոր րյԼււ^: ԷԼկնարկում են թ ապրվում է, որ սկպ բնակետը

( 1 ) սիստեմի համար միակ եպակի հետե Լ և որ ( Ք ) սիստեմի ահ մասերը որոշված են 

ու անրնպհատ ոպք հարթության վրա և բավարարում են Լիպշիք)!1 պայմանին նրա
յւանչյու ր սա հմտնա у ասում։ Ապ ա/յու էյ վ ու մ են հետևյալ թեորեմները՝

Թե ո р ե մ I. Ղ|ւցուր ւու|աА է (1) ս|ւսւոեժլւ, ււրտերլ

Р(х, у) > 0, Չ (х, у) : О, х ± 0, у ^0,

Լ р ե
յ. и 1| 1| р 11 սւ կ I,III || մ|ւ պաշ մ Լ |ւ 0 ։ ւ ■ 111 и յ ।• и ւ մ

х/(х) О х§ (х) О, х + о,- УЧ (у) օ> ?+ (V) > и, у =Ւ 0;

*) ցոյությու(1 ունի X ւաւանցրի այնս|իւփ |ճ, Л) 1ւաււււ|ած а < 0, Ь • 0, որից պուրս
լ х/ (х) о, х^(х) < о.
3) պոյույ>յու1ւ ունի у աո ա 1ւց ք ի <ււ յ ն սյ |ւ и ի [с, Ժ| ГпишфиА С < 0, մ Հ-- 0. որից պուրս

> 0. (У) > 0.
V (У) 1|են։ււ է, £\Х) 1ւ ֆու1!կ(յ|սսներր մոնուոոն են,

*) 1/(^) I, | ? (2)1, |^(2)|,|փ(շ)| - ею. Ьрр |г| - оо.

в) г — I У I ) „ . Չ (-У. I У I)
Р(Х, — ԱԱ Р|Х, |у| )

[а, ծ] նւսւոփսծևց դուոս, |>սկ այպ հատվածում կամ

Սրա որ1ւ1. մասում, <ււեւ||ւ ու1ւ|ւ Սույն ւսււնչուրյանլւ 1ւ։սկարւ։սկ (ւջւսհու], ւսսյա (1) սյւստեմլւ 

ու1փ <}ււ(ւԼ մեկ կայուն սւսեւքանայիԱ <յ|*կ|:

Թ ե ո ր Լ ւք 2» Ղիցուր ։։ւ։|։։ւծ է

'ЧЛ1



£ = Л'(ж) + ф(у), ^ = ?(-П
аг аг (2>

и |ъи 1П Ь(Гр: Ьр1>
1) 11(|<]|'6ш1|Ь|п|1 ։Г|» ПрП* %Г Ь р 6 11|1| III) рП1 <Г .V Р ( Л* ) О, Л Г О,
2) (у) ЯпОпишС I и у^ (у) о,
3) дП]П1р]ПкГ| П1.(1Ы1 Ш]Си|||11I» / 11 8В : Ъ2 |н|кр% пр Л(л) < о,, Ьрр х г /, Р (х) > 8р 

Ьрр х < —Л

оо оо

/. Лу (л) > О, <р (х) (1х, = оо у (ли/л = оо , 

о о
ши|ш (2) и|нипЬ|Г(| дпБЬ <Г1»1| 1|И1|П|6 ишГ11Г111Кш||>Г| д|11||:

Р^прЬ *Цч]* рр I; Ц. 'Ь(>ш ч [ч ,/п ։[ [> р л пр!։ (1( 1) , иш^ш^
шпшЪд 1,1"Ч՝1՝я1’ "I 'и ) и,՝^/ /’
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
I XXX 1960 “

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Р. С. Минасян

О смешанной задаче изгиба квадратной пластинки с 
квадратным вырезом

I (Представлено академиком АН Армянской ССР V М. Дж рбашгном 5. X ? <9

В данной заметке приводится решение задачи поперечного изгиба 
квадратной пластинки с квадратным вырезом, опертой по наруж­
ному и закрепленной по внутреннему 
контуру (фиг. 1), под действием нор­
мально приложенной нагрузки Р(х, у).

1. Прогиб И" (х, у) пластинки, как 
известно (1), удовлетворяет уравнению

ЕИ3 Г^1Г(х. у)
12/1—зг) дх* дх2ду2

д1IV՜ (х,_у) 
ду* = Р ։х, у).

где Е — модуль упругости пластинки. 
А—ее толщина, з—коэффициент Пуас- Фиг. 1.

сона, и граничным условиям

1Г(х; ± А) = <^(*,у) 
ду2 = 0;

] ^(х, ±0 = дГ(х, у)
<Ъ' дх

(2)

= 0.
У ±С

(— с^х^с)

Для простоты ограничимся случаем симметрии относительно осей 
координат и диагоналей. В силу симметрии достаточно рассмотреть чет­
вертую часть пластинки ^фиг. 2), причем на осях координат должны 
выполняться условия

д\Р(х,у, 
дх л-О

д№ (х, у) 
ду*

<НГ(х, у) 
дх3 л-оV —и

19



П (Л, V) 

д\> 9 у-О

(3

кроме того, П” (л, у) = П’ (у, х\.
Прежде чем перейти к решению, обозначим

шптопгт®

Фиг. 2.

я2и7(х,у) , ^Г(л.у) _
~дх2 '՜ ду2 ~ 1

тогда, согласно 11) и (4), имеем

д2Ь'(х,у) д2Щх, у)
дх2 ду2

12(1—з2)
= т՜7 (х’ у)-

(41

(51

Представим, далее, функцию 117(х, у) в 
виде(2)

։г (х.у) = |и՝(х'у) прие 
|1У2(л, у) при О

у < Ь
V с.9

(61

Аналогичным образом представим функцию и (х, у).
Выражения для 1Г\(х, у) н С\(х, у) ищем в виде рядов Фурье(’|

00 00

И7(л, у) «V /*(л)51па*(у — б); Ц (л, у) (л) 51п а* (у — с), (7)
Лг-1 Ь-1

где

кт
ь

о г
1 (Х- у) 51П Т-к (у — с) (1у\

к) с
(81

ь

С\(х, у) 51П ах (у — с) б/у.

Для нахождения коэффициентов /л(л) и (л) умножим урав 
2

нения (4) и (5) на —51па* (\՛ — с) с1у и проинтегрируем от с до Ь с
Интегрируя по частям и принимая во внимание граничные условия (2), 
получим

/■« (Л) + 5 |/- = ?։ (-։)

Т;и)-^(Х) + 2а-;-^7> = <91
Здесь обозначено

=

20



5 |Х) = 1Г (х, с); $♦ (х) = и х.с ;
ь

12(1 _ с2) р
РМ = —֊Е^з—- \ р (*.' V) Яп ал(у с (1у. 

•/ с
Ю)

Решая уравнения (9) и выполняя соответствующие граничные 
условия (2) и (3), будем иметь

1*^ лл(Ь ֊ ֊с)сЬл/1Ь

ь
сЬа*х [аЛ$* (О - ръ (Г)| зйа* (/; — Г) -(֊

Г

ь

9а3

(И)

(Л — с) сЬ а*6 (а* 5* (0 ֊
X

— Рч (О) (1 ~ — О сО1М Ь /) — аА х(Ь аАх 4֊

4֊ а« Ь 1Ь аА/>) 5Ьла (Ь— /) (1։ (Ь — х)

■ — н-з (а* 5* (О — Рч (*)) (1 ֊ «л Ь — х) с1ЬаА(/>— х) — зАПЬ։АГ 
1 2%

4՜ 1чЬ\\\^чЬ) £\\а.^(Н

выражения для '?<? <х) и /А (х) входят неизвестные значения 
* (х) и 5(х). Прежде чем перейти к их определению, заметим сле­

дующее: оба ряда, входящие в (7), обладают слабой сходимостью, 
первый—в промежутке (с,Ь), а второй—в (О./>). Ее можно усилить, 
выделив выражения, обусловливающие слабую сходимость:

к (х. у) = ( 1 ֊ ֊4(5 (х) + >—с (‘2Ь - е ֊ у)[5* (х) - 5" (х)| [ +
\ / I о

А--1
аь IЬ — с I

$։п а* (у — с) (121

А-1



25* (х) 
аА. (/? — с) 81пад. |у с).

Для определения значения 5*|х| в (0, с) выполним 
венства нулю угла поворота пластинки на стороне /<£>:

условие ра

I 1

Умножив (13) на —со$р*хб/х, где р« = и

(13

проин­

тегрировав от 0 до с, получим

ак =
8(-1)*^^8Ь8 РИ Ь -с) “ а.

с |8И 2 (Ь - с) —2^(Ь — Г|| -^а?4֊р2
1-1

Л^) —

?/ (с)
(14

Здесь обозначено

48 (1 — о֊’)8ЬрН</ - с) 
Еклс |$Ь2р* (Ь — с)—2рЛ (Ь — с)|

о с

Р(х,у)[(Ь -с)Х

Хс1Ир* (Ь — с) — (Ь — у) сИ1рл (Ь — у)) зИр* (/? — у) со83Лхб/хг/у. (15

Для неизвестных /ь(с) и входящих в (14), из выраже­
ний (11), а также принимая во внимание, что в промежутке (с. Ь)

X ос
5(х) = ^//(с)51па, ;х с); 5* (X) = V ф, (с) 81п а, (х — С), 

|-1 1—1
(16

получим

сЬ {Ь ֊ с) 2 у а/ /, (с) 
(Ь — с) сЬаЛЬ ~ а? -|֊ 

/-1 '
/»{С) =

22



2сЬа*Г8ЬаА- (Ь — о у а/ ?( (с) 
' (Ь — с) сИ а» I Ь — с) —• а$ -|- ։*

/ I

У! а/ 1
В? + а? I . “1 1 * J

где
(Ь — с) сИ'-^с б^Ь'-’а* (Ь — с| 

я!тал । Ь — г| сЬ։*ссЬа*Л

ь

2а^сЬа*й Л
-Г- сИа^Г 1р1г </) 11 — 2* ь ■0с1Ь։»(Л — Г — а^сИпоцс 4֊

г

4- а*£МЬалЛ’| 8Ьал \Ь — 1} (И -г 5112* (Ь — с) 1 — ав (Ь— с) сИ1а*( Ь—с) —
О

4՜ »*^Ьа*Ь] сЬа*/(1г ;

Ь

/а ։лС11а*6

С

\Рк (О сЬа^<// .
О

.18)

Заметим, что, согласно 115), в промежутке (0, с

Оп
5*(х) = 2_! а*со5?*х.

*-.1
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2. Выполнение граничных условий задачи привело к совокуп­
ности трех систем линейных алгебраических уравнений (14) и(17 для 
определения неизвестных постоянных ак, /к(с) и Преобразуем 
эти системы с целью их регуляризации. Обозначив

тц = а1г(Ь - с) |?Л |г) г а^Л(с)]; пк -=^{Ь — С}/к (с);

(201

<--= 12 (֊֊
48(3*

• •

I -1

после некоторых преобразований окончательно получим

тк =
(Ь — - с)сЬа*Л

2Лс11аАС811аЛ (I) с)

23



-Аг
ялсЬадСзЬа* (Ь — с) 

(Ь — с) сЬа* Ь
I I ------*

а- 4- а֊* \ / ~ <.•I 1

(21)

48?»|2?*(«»-с)-1 +е с)]г'?‘'п' + а‘П‘ + „‘ 
((> ֊ с) |։Ь2?»(Ь - с) - 2?»\Ь - с)] ՝ф + ?’)2

Здесь введены следующие обозначения:

г‘ = ак(Ь - с} (ь֊гк + **); Гк = л*<Ь֊֊с)гк- дк = 12 ( — 1)й + 13^/г;

«,(<;*) = -т^г՛ ;пз-1 («? ֊ 6»’Ч ֊ з»{) ф (<) + (»? — 4) (О+2“2» I
1’1 — 4'

ХФ((?)_(1?_32) У (*)]);

= ,72-',2,2 I <«1 + 6»?’г* + “») ф «■) - («}- ’1) чг (о - 
՝а։

- 2а; |2 («.; + «’) ф (*)+(■«;-а’) Ф(*)|);

Из ((.*) = (яг2_агр- I (»1 — 2»’«5 + 9»{) Ф (։) + (»? — «р (»? — 3։’)Х

ХЧЧО- 2а’|2(«’ + «’)Ф (*)+(«’-а’) Ч((А)П; (22)

НЛг.1)= -7^-1((«;-6а;а;-За<) Ф(/)-(а?-а2)(«;-За’)Х 
՝ / /г

X V (<) + 2«; 14 ф (*) + (а; ֊ «5) ЧГ(Л)|);
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М (г;Л) = ֊2 + Н2 (/;/г)|; £2 \i\k\ А |/72 с;к} - Н< (*;й)|

С
Ф (к | =—1 1п С1к —1>с-—~ ■ $11 а,М£;

-сЬалс ) * 4г
о

±1_ 

ясЬа,с

” (с' ֊ ?)

4с (/с1Ьал/ — с1Ьа*С)5Ьай/^/.

■ Исследуем полученную совокупность трех бесконечных <՝истем ли 
ценных алгебраических уравнений (21). Произведенные оценки пока­
зывают, что сумма модулей коэффициентов к—го уравнения первой

из систем (21), начиная с к
1,15 / Ь или, что одно и то

I Ьже, для
6я

1,15
-։

), будет меньше 0.75, а второй из систем

(21) меньше 0,8; что касается третьей системы, то, начиная от зна-
1 , 1 . 7чений к таких, что — > 1 4֊ рт,՜

тов к-го уравнения этой системы

сумма модулей коэффициен-

становится меньше единицы и

быстро стремится к нулю со скоростью 483, (Ь с)
$Л 23,(6 — г)

■ При этом, как легко видеть из (22), (15) и (18). свободные члены 
гк՝^к՝Я՝к стремятся к нулю со скоростью^֊ - Согласно обшей теории 

К
бесконечных систем!4), совокупность систем (2.2) имеет единственное 
ограниченное решение, получаемое методом последовательных прибли­
жений.
I Как нетрудно видеть, неизвестные ть, пк и а'к, начиная с не­
которого к = 6։, зависящего от отношения сторон с и 6, стремятся к
I снулю со скоростью, причем постоянная С определится из макси­

мального значения отношений свободных членов 6-го уравнения и 
разности между единицей и суммой модулей коэффициентов (4).
В 3. Перейдем теперь к нахождению выражений для прогиба 

(Х,у) и составляющих напряжений Хх, Ку и Ху.
Подставляя в (11) выражения 5(х) и 5* (х) из (16) и 119) и при­

нимая во внимание (20), после некоторых преобразований получим 
из (7):

Г (х.у) 1 5—---- — !с11аАх[«, 4 а*(хИ1а*х
о — С а?спа,с

л-1 '
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г

сИш^с) (мл /?4.) 4- (/? г) />*(/)(!
Л

ГI сИ1зл (б’ — Л

Г) (||

— а* (г -- л') сЖ«* (б — д) 4֊

4-аАсШа*с] сЬа*М1] 4֊ 75֊ £ ‘3'"1|Л ' сЖ₽А(6 —с
| *-с и с 1

Ь у) сП13* (I) — у)| СОБ^Хб/л' (23

при 0 < х
Здесь

и = ( ֊ 1 )* + 1 Рл^л- (24

При с х^Ь, с^у<Ь аналогичным образом получим:

^х- у)=2X 4^ (0 - с) |2'“ -։‘||" -С1 с,Ьа*{Ь - е> - 
а ։

— (Ь у) с1ЬяА (Ьу)| \тк — //*)} б!п а* (х — с)

1 у» 51п<1 д (у — г)
2(Ь—С) 9г<$11а*(д б?)

А-1
5ЬаЛ (Ь — х) 2л* 4֊

а*( (Ь х)с1ИаЛ(6 х) — (Н — с/»с1ЬаЛ (Н -■ с)) (/и* — пь) 4֊
Л

4֊|/? pk(t) - лк\Ь — х) сЖа* (д — х) 4֊ а* \Ь — с) с!ЬаЛ (Ь - с) -
О

— и с) сИза* ({ — с)) зИ ак (/ - с) сП

ь
+ (Ь — с\ 5Ь а* (х — с) ^рк (£) |1 —а* (^ — о с1ЬаА (Ь — I) 4֊ 

лг
4֊ а* \Ь — с) (Ь -- с) — ак (х — С) сИ1аЛ (х — с) ] • Ь — /) (.И). (25

При этом нормальные напряжения Хх, Ку и касательное напря
жение Ху при О^х-^с будут иметь вид:

___ ЕН ( О2\У , д'1 Ц/ \ 
2(1 —а2) ՝ дх- 1 ’՛ ду2 /

о
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Eh sina* (y — cl
21T Ra) (If c ' atfeChitC 

k ։
cha*x 2mk — (14- зр/fe 

I — о

4֊ a* (xtha*x — ctha*c) I mk — nk) —

p /1 ՜*՜ °
— (b — Cj 1 Pk R* I + ։*(f ~ О ftha* ,c — ( -|-։*Xtha*x —

A

— a*ctha*c) • Sha* I c -t)dt — (b — r)sha* (Ճ — x) R<o Ri
и

a<? _ X) ctha* (ճ — x) 4֊ a*/tha*r — a*ctha*C cha*Wf I +

Eh V < - (ձրւճԼ 
4(1 4֊ ?*տհՅ*(ծ- с)

A?*l

- + $ь(Ь — с) Ըէհ?* (b —

— 3* (b — y) cth^fc (b ֊ V) cos^*x;

Eh / д2 Г . ժլ^Հ\
2(1 — a2) \ dy2 ° dx- ) =

I

f// _
2(1 ֊օ)(ծ֊ճ)

V slnMy.-c) I chJ։X 
a*cha*C I 

fe-l

(1 - a) nk — 2a/n*

4 a* (xtha*x — ctha*f) sha* (c— t) dt

4- (ծ —c) sha* (c — x) LiR — a* (c — x)cth a* (c - x) —

Eh

— a*ftha*f 4՜ 3feCtha*c

— l)%sh£* (b - y)
—1 —
fc-l

4֊ (/> — y) cth^* (b — y)

cha*fdt 4՜

2- - 3* (/? —c)cth3* (b - c) 4֊ 
— 3

cos?*x; (26)

______V cos*« (y - C11 sh։.x
a) (b — c) —» a*cha*f

mk at(xctha*x —
k i



сШадС) (гЛд ЛА) —аА(Л <■) /?< (/)лс1па*.г + (г
г

/) с1ЬаАс (с — / —

сНюдС 8Ьад(с—0^ + «д. (Ь с) с11аА (с — х) ( /МО | (г
И

— а ) Пид. (с — л՜) + ЛИ։*/ — Ийа*? ]с11а*ЛИ ’ 4֊

_£Л
4(1 4֊ а) с

( 1 )*тд-сЬЗ* (1' — у) 
МЬРл (Ь — с)

|1 ֊ <՝) с1Ь?л (/> — г) -I

Как видно из

/* (Ь - у) И13д (Ь 5Н1/Д.Л'.

(26), при
циенты рядов, входящих в

убывают со скоростью —5 
Лк

ограниченной нагрузке Р (а,у) коэффи- 
выражения напряжения, при О^а с

1 гг. .х . о. -®А(с֊л ՛ ,

ад1 * * *'5

Е, Ь, з, а также отношением сторон —, из (20), (21) и (24) получим

значения тк, пк и сверху и снизу, после чего способом, описан­
ным в работе(5), определим из (23), (25) и (26) величины прогиба 
и”(л, у) и напряжений Хх, Ку и Ху с избытком и недостатком

В заключение оценим по модулю //-ый остаток р„(а, у) рядов, 
входящих в выражение (26) для Лл,. Предполагая ограниченность
Р(х, у), будем иметь;

Задаваясь величинами />(л', у)1

I

где постоянные Д*, В* и С*, так же, как и приведенные выше Д, 
В, В, Вл, Е^, зависят от величины нагрузки Р (х, у), а также от

Л, а и отношения сторон -у.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

2«



Ռ. Ս ՄՒՆԱՍՅԱՆ

'քՀւսո 1111| 11111 աո Ь։| ահցք ուՕհցււղ ք ւսուսկւււ тиа Լ ւ| ւււս||> ծուքահ 

|սսւոր Ь(|Гиц|16 |иГ|(|г|> մ*աւ>|»հ

Հողված Ոէ-մ ղիսւարկվում /. բ ա ոա կո էսա ձե ան у ր 
քսՆ ղ ի ր րէ ե ր ր սալն արյւստ հենված Լ արտաբին' ու

ուհերյորյ քւաււսւկու սաձե սաչի ծռման 
ամրակրյված է ներրին կոնտու րի

հ/ ն ղ ր ի չոէծուէքր որոնվում է էհուրյևքւ շարրի ն ե ր կա յա ղ ւք ա մ ր :

Ս ա լի ա // ր ա կղ վ ա ծ ւք ա и պտտման անկյան ղերոյի հավասարվելու. պայմանի

բավարարումը բերում է հ ան ր ա հ ա չվա յ ին ղ ծ ա յին հավա աս»րումների ան վ ե ր հ սիստեմ֊ 
ների լոէ ծմանը: ^ույրյ է տրվում այղ սիստեմների լիովին ո ե ղ ո լ լյա ր ո լ թ յ ան պայմանը: 
Որոնվում է լքսէմորանսէ սիստեմների լուծումների նվաղման կ տ ր դ ր : ՚ՒՆ ա ա սւ վ ո է մ է .V ք
լարման արտահայտության մեջ մտնող շա ր ր ի Չ/յ մն ա րյ ո ր ղ ր:

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈԻԹՅՈԻւ,

1 Б. Г. Галеркин. Собрание сочинений, т. II, изд. АН СССР, 1953. 2 Р. С. Ми­
насян. ДАН Ар.мССР. т. XXII, №.5 1956 ՜ 1 Г. Л. Гринберг, И (бранные вопросы
мзтемдгической теории электрических и магнитных явлений. Изд АН СССР, 194> 
4 Л. R. Канторович и Ь. И. Крылов, Приближенные методы высшего анализа, Гос- 
технздат, 1950. 5 /’. С. Минасян, Известия АН АрмССР. серия физ. мат. наук, том 
XI, №3 (1958).
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXX ?960 ՜

теория упругости

Б. Л. Абрамян

Кручение конических стержней и цилиндрических стержней 
с конической частью

(Представлено академиком АН Армянской ССР II. X. Арутюняном 2Л’1 1959,

1 При кручении валов переменного сечения функция перемещения 
’Г (г, г) н цилиндрических координатах удовлетворяет в области осе­
вого сечения вала уравнению (’-2)
I 4։у_ +«_ = о. <0

I дг- г дг ог1

I Условия для функции 4՜ (г, 2) на контуре осевого сечения зада­
ются законом распределения скручивающей нагрузки на торцах и бо­
ковой поверхности вала.
1 Рассмотрим полый конический вал (фиг. 1). скручиваемый мо­
ментами Л7г и .И2, приложенными на торцах вала, и произвольной на­
грузкой, приложенной по боковым поверхностям вала но степенному 
закону:

(2)
R.

յ
Գ

(Г, й) (էր.

где Р,(г. г) =4հ.շօտ(7, г) + հ^ըօտԱ г)

(3)

(4)

(5)

(6)
—проекция полного касательного напряжения на нормаль к контуру 
осевого сечения вала,
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Фиг. 1

. . dr dzCOS(V, r)=— = —

cos (z, >) = ~ = — d-f-. (7)
d՝t ds ՛

Для определения функции 
lF(r, z) воспользуемся сферически 
ми полярными координатами

г = р 51п0, г = рсо§0, ’Г (г, г) « Чг։(р, 0), (8|
—>

где р—радиус-нектор точки в осевом сечении стержня, а 0 — угол 
наклона радиуса-вектора к оси г (3 < 0 : а). Тогда уравнение (1) при­
мет вид

d2 ф 4 д цг 1 cP Ф 3 f fl О
<7р* р 47 р р* о0“ р" о1 0

Решение уравнения (9) ищем в виде

(Р, О) “= Рт ф (е).

(9)

(101

где т — пока
Функция

произвольное постоянное число. 
Ф (0) удовлетворяет уравнению

Ф" (6) 4- 3ctgO • Ф' (0) -1֊ т (т 4- 3) «!>(&) = 0. (11)

Пользуясь подстановкой

Ф (6) = © (',), С = cos 0 (12)

уравнение (11) приведем к виду

(? - 1) ©" (Z) 4- 4 Z ©' (С) - т (т 4֊ 3) © (С) = О С1) (13)

Общее решение уравнения (13) имеет вид

?яС)=лрл(С)4֊вр;с), (14)
где
Ря (С) и (С) — сферические функции Лежандра, соответственно, пер­
вого и второго рода (’)

± (2/Г/4-3)
2

(13)

Пользуясь соотношениями (10), (14) и (15) и выбирая те реше­
ния, для которых п положительное натуральное число, для функции 
’14 (р, (0 получим следующее выражение:

(Р. 0) - ֊? + S С„ Р։+1 (С) + S £» р* 
4-1

(16)

С = cos О
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В цилиндрических координатах функция перемещения ’Г (г, г) будет 
иметь вид

О о г-
Л (17)Т* 1п

■ Удовлетворив условиям (2) — (5), для определения 
интегрирования получим соотношения

постоянных

Мг л
>_ г-.

Л-1
(18)

/Ио

Л 1
ОО

— О 81п։ а У
•Л
— Iе*

СОБ* г Ь
(СОБ а)

Л-1

(со$а)|
Л-1

к

(19)
в 81П2р У СОБ* ?

[С, РЛ
Л-1

к
'о, (со։?)|֊՝

Л-1

При этом использованы следующие обозначения:

а0 = СО83 ։ — СО83 р + 3 (С05 3 — СОБ а), (20)

Ьк = -ГлТТ ( г’ (г՜2 + я2> Р*+1 -2? о ՛ ) +
А + 3 I г- + а- /

Го
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к-З
г2(г=4-^) р;+1

а
։ .

R

- * Г^р;+1(со5«)-^Х
А’ 4- 3 ՛ СОБ* а й+ соь н

ьх.(СО83) ,

(СОБа) —
Б1П4р 

СОБ* 3? <4+1 (собЗ)
Б1П4а

СОБ*л3а
(22)

Приравнивая в соотношениях 
степенях г и разрешая полученные

(19) коэффициенты при равных 
равенства относительно Ск и Ек.

получим

(231

где введены обозначения

Нк
Нк кь — пк Нк

Чк к ‘/к ^к
֊ Ж ֊ пк Нк ’ (24)

(751п'-'аРд + 1(сО5а) б?Б1п2аС^4֊| (С05а)
-------------- а--------- ՛ Н к =  г-------------  СО5®а----------------------------------- СОБ^а

ОбШ2? Р'к+Х (соб®) _ Об1п=3 <4+։ (соБр)
СОБ*Р ’ * со7*р

Пользуясь значениями (23), из (18) получим

, 1 я*+3 / а .
0 2֊6а0 ‘ а0 Ьк (<1кЬк +РкС^՝

к-1

£к + 3 _ аккЗ
Ьк (<7к/>к 4 рк ск).

(25)

(26)

(271

Соотношение (27) является уравнением равновесия скручивающих вал 
нагрузок.
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В частном случае, когда У Он боковая поверхность свободна 
от нагрузок, получаем:

_________ ______________
2те G (2 — 3cos а + cos3а) Ск - Ек = О, Af։=-.W.„ (28)

Фиг. 2.

произвольной нагрузкой, приложенной

то есть: из (17) получается оешение А. Феппля (2).
Рассмотрим полый вал переменного сечения, имеющий форму по­

лого усеченного конуса в од­
ной части и полого круглого 
цилиндра в другой части 
(фиг. 2). Пусть вал скручива­
ется моментами и ;И2, при­
ложенными на торцах;произ­
вольной степенной нагрузкой, 
приложенной на боковых по­
верхностях конической части и 
на боковых поверхностях цилиндрической части.

Для этой задачи граничные условия задаются такими же со­
отношениями (2) — (5), а также

(29)

где функции /3 и /։ кусочно - непрерывны и имеют ограниченное 
изменение в указанном интервале.

Решение уравнения (1) ищем в виде

‘1' (г, z) =
|Ч\ (г, г)
1ч*2 (г. z)

(a z b) 
(b z . /).

г (30)

При этом, кроме соответствующих граничных условий, на линии кон­
такта конической и цилиндрической областей осевого сечения функ­
ции и должны удовлетворять условиям сопряжения

(г, Ь) = ՝1*2 (г, Ь), (31)

Функции 4’j и Ч‘2 берем в виде

0° L / _ ,

+ V г- + г2)’t, ( —- . z<*)
\1 г- 4- z- /k 1

(32)
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'Г2(г.

Г

Ь 1

51п'/* (г — А) 4-

(33)

где а Р*—корни уравнения

иД (* г1) = 0 или Л (х /\) У2 (х /^) — Л (х /Д) ./, (х г\) — 0, (34)

и п (!*■* >') —
Ун ( (*•* Г ) п (|1А Г֊ )
Л(Н*Я1) >2(На^1).'

(35|

У, (х) и У, (х) — функции Бесселя /-го порядка, соответственно 
первого и второго рода с действительным аргументом, Л (х) и /<( (х) — 
функции Бесселя первого и второго рода от мнимого аргумента (в)

Для функции МД (р-а Н справедливы следующие формулы:
/г, /?>
Л /•

г ид (|1*г) ИД (Нр Г) «Уг = | г МД (и* г) ид г) йг =
Л и

I 0 при р + /?
|шЛ при р = Л,

где

<»*=Д( I*՛ »'.(р*Л>)1։-к1 иЛ(1ч'-1)|= !.

Удовлетворив условиям (2)—(5), (29) и (31), для 
интегрирования получаем значения (23), (26), а также

(36)

(37)

постоянных

(381

М 1^0
1^0

ЛД V 
2-0֊ 4 2- ьк

6-1

(^*7* Рк О;)

• тУ՝ / / X М2 , 1 V (“1)*+1+ Ь\ [ч^ + Р1,е1։)-^+-՝^-—.—
Л-1 А-1

д   к А 2 ( ^1) К2 I ^1)
* О Д Д* (г։, /Д)

^2 (Лл? К1) {>-и гх)
'^4 Да I 1» /?1)

(аьГ^֊ — (^г֊) . (39|
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А* — ------  (А* сИ |Л* Ь — ;Ик БИ и* Ь)

= —֊ (УИЛ сИ — А* 811 н* Ь)

этом использованы обозначения

(г)81п/л(г Ь)с12, “ь =

/
2 Г
—Л(г)51П АЛ (г - Ь) а:

ь

Ал (X, у) = /2 (/.л х) К2 (Л* у) ֊ /о (А* у) К., (Ак х)

1 4- С052а 1 + соб2Р
соза созР

(41)

(42)

(43.

(44)



V ։

(46i

а уравнение равновесия скручивающих моментов будет иметь вид

М։ 4- /И2 
2-6 >.----- --------(** <7* + Р*с*) —

Л-1

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР
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b П tub If J П Lb Ui \ tU tfi ил Ij tub ffint b Iftf ft tub L p ft ibncpjbfl 2iuppnifl

ui itui ft &uib tu j fib ^uifipatj 
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. li. Гобсон, Теория сферических и эллипсоидальных функций. Иношдат, М„
4 Л. И Смирнов. Курс высшей математики, т. 1П,ч.2, М.—.’1., 1951. 5 Б. Л. Абра 
мян. ПММ. т. 22. пыи. 5 11958), 679—6R.3, * Э. Грей. Г. Б. Мэтью /. Функции Вессели 
их приложения к физике и механике, Госиноиздат, М., 1953.
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. А. Амбарцумян, чл.-корр. АН Армянской ССР и А. А. Хачатрян

Об устойчивости и колебаниях пологой ортотропной 
цилиндрической панели

(Представлено 25. XI 1959)

1. Рассмотрим пологую цилиндрическую панель, шарнирно опер­
тую по всему контуру и изготовленную из ортотропною материала.

За координатную поверхность принимается срединная поверхность 
панели, которая представляется координатами: а—вдоль образующей 
и 3 — по дуге поперечного сечения, а также радиусом кривизны R — 
U= const. Координатная ось у направлена по внешней нормали к сре- 

, . hдинной поверхности панели и меняется в пределах -Л 2 < у< —

Л—толщина панели).
Пусть в каждой точке панели плоскости упругой симметрии ма­

териала перпендикулярны к координатным линиям я, у.
Принимаются следующие гипотезы (’):
(а) нормальные напряжения на площадках, параллельных сре­

динной поверхности, по сравнению с прочими напряжениями значи­
тельно малы, поэтому они могут быть пренебрежены:

(6) расстояния по нормали »у) между двумя точками панели по­
сле деформации остаются неизменными:

(в) для касательных напряжений и имеем:

где е-(а, р), ՛]> (а, р) — произвольные искомые функции.
В работе (2) при рассмотрении равновесия пологих ортотропных 

оболочек получена разрешающая система четырех дифференциальных 
уравнений относительно четырех искомых функций: функции напря­
жений Л՝(я, р), нормального перемещения и՛(я,Р) и функций ©(я,՛), 
Ь (*,?).

Указанную систему в случае круговой цилиндрической оболочки 
легко можно привести к следующей системе двух дифференциаль­
ных уравнений:
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+2^ £ + */
R дч։ 12 да.2 11 + 12 <$։ 22

Л4
“««։։ (00

Здесь А (а, р), Ф (а, £) — искомые функции, через которые внутренние 
мембранные силы (А1։ Т2,8), нормальное перемещение (то) и функции 
о, ф представляются следующим образом:

д2 А д2 Р д2 А
<13>

Л2 А4“' ~ Н 10 ®55 ^11 ’ ^44 ^-22) 4՜ ^44 ^55 100 № 11 22 £>)| <1>»

7— интенсивность нормально приложенной поверхностной нагрузки; 
«,* , В/*— упругие постоянные (а), & = Вп А22—В2,,

д2
(1.5)Ргг — (В У2 Вм)

В настоящей работе исходной будем считать систему разрешаю­
щих уравнений (1.2).

2. Рассмотрим задачу статической устойчивости цилиндрической 
панели, сжатой вдоль образующих равномерно распределенной на­
грузкой, приложенной по торцам и равной Р на единицу длины.

В (1.2), полагая (4)

(2.1)
I

и учитывая (1.4), получим следующую систему 
ской устойчивости цилиндрической панели

уравнений статиче-
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1 4- ^д +2-*_Д + * д
R <*։’ ' 12 <}<։• 11 ахи-, ՝֊ ,Н- ' “

(2 2

“Ь 11 11^55
/г4
100

11олагая
Л = А 51П /.։ 7 51П / 3

(2.3)
Ф = В 51п / ։ а 81П /2 3

(Д, В — некоторые постоянные: /ч = т-/а, Х2 = п-/Ь (т, п = 1,2, 3-• • ), 
« — длина панели, Ь — длина дуги поперечного сечения панели), удов­
летворим условиям шарнирного опирания панели по всему контуру.

Подставляя значения Л и Ф из (2.3) в (2.2), относительно коэф­
фициентов Д и В получим однородную систему. Приравнивая нулю 
определитель этой системы, для критической силы получим:

1
/ / _ 1՝ '11*22 '12

>^ВМ
В1

где
ев

(2.5)

При безграничном возрастании В второй член выражения (2.4) 
стремится к нулю, и мы получим значение критической силы шарнирно 
опертой прямоугольной ортотропной пластинки, сжатой по направле­
нию а (5).

Принимая в (2.4) «44 = «55 = 0, получим значение критической 
силы рассматриваемой задачи, вычисленное по классической теории 
оболочек.

В случае, когда материал панели представляет собой трансвер­
сально-изотропное тело и плоскости изотропии в каждой точке парал­
лельны срединной поверхности панели, для упругих постоянных имеем:
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о ’ ^6в
11 пл 1 •>1-р-

! 2.6

а 11 — <г55

где Е, >1 модуль упругости и коэффициент Пуассона в плоскости 
изотропии; С— .модуль сдвига, характеризующий искажение углов 
между направлениями а и 7, £ и 7.

Учитывая (2 6), из (2.4) для критической силы получим

где

. _ д (Ч+ >■!)• , ___ '■? _
- к* ■ 1+ ьа: (>.; + *1 2> 1)2 (*.; + ц)= ՛

1 о2/՜' /I3 д2 д2 д2 К2 . О2
R (Ь2 12 + 2 22 10\а44(Лх2

,, ЕЛ2 ,1 Л2 £
1 12(1 —I*2)’ 10 ' а2 ' (1 — ц2)О''

(2.7)

(2.8

Из (2 7) при к = 0 получается значение критической силы для 
изотропной панели, полученное на основании классической теории 
оболочек (3). Отметим, что это совпадение результатов вполне есте­
ственно, так как классическая теория оболочек не может различать 
изотропное тело от трансверсально-изотропного тела.

3. Уравнения свободных колебаний ненагруженной панели полу­
чим*, полагая <в) в (1.2)

70Л д2и՛ 
ё՜ М2 (3.1)

где 70 — удельный вес материала панели, £ ускорение силы тяжести
В силу (1,4) и 3.2) из (1.2) получим:

"Ь ^41^55
100

Ч,) <£Ф 
д&2

Принимая

* Здесь и и дальнейшем пренебрегается влияние тангенциальных сил инерции
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[■ .4 81П / .1 51П 3 С 05 ">/.•» •

Ф = й 81П л. I 51 ПЛ, 5 С05 «<
13.3)

где А. В — некоторые постоянные, удовлетворим условиям шарнирного 
опирания панели по всему контуру.

Подставляя (3.3) в (3.2) и приравнивая нулю определитель полу­
ченной однородной системы, для частот собственных колебаний («>тл) 
имеем:

В случае панели, изготовленной из трансверсально-изотропного мате­
риала (см. п. 2), из |3.4) получим:

ш- тп
10

Аналогично задаче статической устойчивости, из (3.4) и (3.5) 
можно найти формулу для частот собственных колебаний шарнирно 
опертой прямоугольной ортотропной пластинки ■■), а также формулу 
для частот собственных колебаний трансверсально - изотропной (изо­
тропной) панели, найденной по классической теории оболочек (в).

4. Рассмотрим задачу динамической устойчивости цилиндриче­
ской ортотропной панели.

Пусть внешняя нагрузка, равномерно распределенная по торцам 
панели, меняется периодически во времени:

Р= Ро С05 Ог.

Уравнения динамической устойчивости получим (7), полагая в (1.2)

^/1 О2 к 
£

4 2)

В силу 1.4 и (4.2) из (1.2) получим

1 д2 Р А3 д2 о д2 д2
R дг- + 12 да2 п : - £։-^В2 -■

(4.3)
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Л;?)^
R

= ОԺՏՓ
Ժյ5

Принимая
ք 70(7 տ!ո л։ 1 տ!ո к, 3, 

*1» — 7(Ո տ!ո а։ а տա >2 3.

где Го, 7 некоторые функции только от времени, удовлетворим у< 
ловням шарнирного опирания панели по всему контуру.

Подставляя 4.4 в (4.3 , далее исключая 7О(7) и учитывая (2.4).
(3.4) и 4.1 . для Т (/) получим известное уравнение Матье:

2'^^ւ՝օտ6ք Т = 0.

где

Таким образом, определение областей динамической неустойчи­
вости рассматриваемой задачи сводится к нахождению областей не­
устойчивости решений уравнения Матье, которые хорошо изучены (’

Отметим только, что уравнение (3.5), внешне ничем не отлича­
ясь от аналогичного уравнения, полученного по классической теории 
оболочек (аи = а . = 0), содержит принципиальное отличие. Отличие 
это заключается в том, что в »ожя и содержатся величины, связан­
ные с коэффициентами чего нет в классической теории), в
силу которых вся картина динамической устойчивости может изме­
ниться как количественно, так и качественно, как это видно на при- 
мере пластинки (։). |

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Ереванский государственный университет

Ս Ա 1ԱՍՐԱՐՋՈՒՄՅԱՆ ЬЧ. Ա. Ա ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ
Փււէ՚ր կորա рии (։ тПЬ(|Ш| օր|»ււ«րււս| ирибЬ լ|> 1|ւսյււ> հւււթւսւհ և 

ишншПт ւք(’ւԼւ-|։ ւ£սաքւհ

եզրերով Հ ո ղ ա կ ա պ Я ր եՆ հեՆէքաձ փ ո ր ր կորություն
Ո,Նեցող °гРпարոսլ սլաՆելի սեփա1յան տատանու մնհր քյ և ստատիկ «<. «յ ին ա մ ի կ կս/յու 
ՆությաՆ թնյիրներր!

հեաո
ր} 3 Նորմայ լարումնհրք.

*> ՜-т 4 > 
օրենքով ( 1.1)1

չեՆ փոխում իրեՆ9 երկարու թյուՆՆերր.
•ք յՈՀ.Ա ւարումնԼրքւ Նկաամամր

յան հիմքում րՆկած եՆ հեաեյա / հ ի Աք ո թ ե էքՆ և րր 
Աէ } միքիՆ մէակեր եո» յթ իՆ Նորմալ էլծայիՆ ՀլեմեՆաՆերր դեֆորմաք/ՒայՒտ
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ФИЗИКА

Г. С. Саакян

О дисперсионных свойствах среды при очень больших 
плотностях и температурах

Сообщение I. Рассеяние электромагнитных волн электронами

| Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Н. М. Кочаряном 1’.\’1 1959)

В работе (’) было показано, что при определенных физических 
условиях в диспергирующей среде, с показателем преломления меньше 
единицы, могут произойти процессы однофотониой аннигиляции и 
рождения электронных пар ; е. е_. В вакууме эти процессы мо­
гут произойти лишь при наличии посторонней частицы. Однако не 
во всяких средах, где показатель преломления меньше единицы, мо­
гут протекать эти процессы. Кроме этого условия необходимо также 
накладывать определенные ограничения на плотность частиц и на тем­
пературу среды. Ограничение на плотность частиц среды непосред­
ственно следует из рассмотрения предела применимости самого поня­
тия показателя преломления. По-видимому о показателе преломления 
имеет смысл говорить лишь при соблюдении условия

л > /, (О

где /—среднее расстояние между электронами, а X— длина электро­
магнитной волны, деленная на 2՜. Из условия (1). а также из юго 
факта, что при рождении и аннигиляции электронных пар энергия фо­
тона должна превышать 2тс2, где т — масса электрона, следует, что 
рассмотренное явление может иметь место лишь при достаточно боль­
ших плотностях частиц в среде.

А/>8Хр3=^1,4 ■ 103֊’си֊3, (֊)

. Л огде Хг = — — комптоновская длина волны электрона деленная на 2-, 

Такие большие плотности по-видимому существуют во внутренних об­
ластях белых ультракарликов.

При таких физических условиях, очевидно, атомы полностью 
ионизированы, а совокупность электронов представляет собою реля­
тивистский идеальный газ. Средняя кинетическая энергия электронов
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при плотностях (2) будет порядка тс2 и больше, а отношение потенциаль- 

ной энеригии — к кинетической ср оу дет г— <^ I.

Важно также выяснить, в каком состоянии находится электрон­
ный газ: в вырожденном или невырожденном. Температура вырожде­
ния для релятивистского газа определяется формулой

'0 = -Кс^' ’ - тс2. (3)
где / —постоянная Больцмана. Из (2) и (3) следует, что для интере­
сующих нас плотностей

7'о>4.1О10. (4)

Если в соответствующих областях звезд Т << То, то мы будем иметь 
дело с вырожденным электронным газом, наоборот, при температурах, 
превышающих 7~0. электронный газ не будет вырожденным. Какой 
именно случай на самом деле имеет место—трудно сказать. Возможно, 
что в природе встречаются белые карлики того и другого типа. Эти 
два случая приводят к совершенно разным физическим результатам. 
В первом случае, при достаточно высоких плотностях материи, мы 
будем иметь дело со средой, дисперсионные свойства которой, при 
весьма высоких частотах, определяются не электронами, а нейтронами 
В такой среде показатель преломления больше единицы, и поэтому 
процесс 4-е_ запрещен. Наоборот, в ней будет иметь место 
другое явление, а именно заряженные частицы, движущиеся со скоро­
стью, превышающей фазовую скорость света, будут испускать жесткое 
черенковское излучение с энергией квантов до 150 Мэв В случае 
же отсутствия вырождения дисперсионные свойства среды всегда оп­
ределяются электронами. В такой среде при плотностях (2) процесс 

разрешен, а о черенковском излучении не может быть и 
речи.

Ниже подробно обсуждаются эти два крайних случая. Спер­
ва рассмотрим второй случай, когда электронный газ не вырож­
ден. В этом случае очевидно, что дисперсия волн всегда будет опре­
деляться электронами.

Как известно, при частотах выше атомных частот показатель 
преломления среды определяется формулой

4пЛ>2 
/По)2 (5)

Однако в нашем случае нельзя пользоваться этой формулой, так как 
при ее выводе предположено, что электроны нерелятивистские, тогда 
как в данном случае они являются релятивистскими.

Не трудно видеть, что при плотностях (2) электроны являются 
квазиклассическими частицами. Действительно, учитывая (1), получаем
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(б)

где средний импульс электрона и А = сила дей­9

ствующая на электрон. Итак, при вычислении показателя преломления, 
мы можем пользоваться методами классической физики. Этот метод 
м<>жно применить и при плотностях, меньших чем !03-’ см՜3. Из (6) 
видно, что для выполнения условия квазиклассичности необходимо, 
чтобы среднее расстояние между частицами удовлетворяло соотноше­
нию / <£ 0,5-10֊» • г-1՛, т. е. была бы намного меньше фермиевского 
радиуса атома.
■ Напишем уравнение Гамильтона Якоби для электрона, находя­
щегося в поле электромагнитной волны

(7)

> >
А (г,/) вектор-потенциал поля

-> ֊»
I ( Л г —<։>/) 

о* (В)

Мы видели, что средняя кулоновская энергия взаимодействия значитель­
но меньше средней кинетической энергии электронов, поэтому в (7) 
[ ге1
мы можем пренебречь членом — •

I Решение уравнения (7) будем искать в следующем виде (2)

I 5= а г + М + /( к г — «>/), (9)
» —>

где а и Ь постоянные, а /—неизвестная функция. Подставив (9) в 
(7) мы получаем уравнение, содержащее первую степень Инте­
грируя это уравнение, мы сразу находим функцию /. В результате 
■ля 5 получается

- ։ ( а А) 4֊ / (10)

Дальше мы будем опускать члены пропорциональные 
тенсивность излучения достаточно малой.
г Теперь мы можем вычислить импульс частицы

А2, считая ин-

►
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и 4
I
О

—* —* и»
( а к ) + -։- Ь т2 с2 — а2

(Н)

Подставляя здесь Д=0, мы находим импульс и скорость электрона 
в отсутствии поля

Однако по своему физическому смыслу р0 не должен содержать <о и 
а это будет иметь место, если мы предположим

<2 = р0 и Ь = £0, (12)

где /?0=с) т2с2 + р- начальная энергия электрона. Подставляя 
(12) в (11), получаем

ПI V
(А»ДИ ~ — Л. I (13)

Нам необходимо определить добавочную скорость, приобретае- 
—► —► —►

мую электроном в поле электромагнитной волны у' — у — г'о. С 
этой целью (1—З2)՜’’ разложим в ряд по степеням г»', и так как эта
скорость пропорциональна вектору-потенциалу .4, то мы должны огра­
ничиться членами, содержащими не выше первой степени у՛. В ре­

зультате получаем

тУр (у0 ) ту' е (р0А)к е-;

Решая это уравнение относительно ■и', находим

- ес֊; ес2 (рпА\к ее* (р0 к) (р() А) -*= — — Я--------- -г-;------------------------ ------------------Р0 +
՝ £о\(՝(Ро к)+кЕо\ Е*\с (р0 к) + кЕ0]

ес^(р0А^ 
гз Ро'
^0

(14)

В (14) мы можем вектор-потенциал заменить через напряженность 
электрического поля

•эО



I») (15)

Теперь мы можем определить ток. индуцироваиныи внешним 
электромагнитным полем

/ = ИгГ f (p{i)dpQ Sin 0 d fi dz. (16)

где f(p)dp sin 0 d О d z— число электронов в единице объема с импуль- — • * > —>
сами в интервале (р, р '■ d р]. Дальше мы не будем больше писать 
индекс нуль при импульсе и энергии. Направление полнового вектора 
примем в качестве полярной оси; соответственно оси х - ов и у - ов 
направим вдоль векторов электрического и м агнитного полей Следо­
вательно, угол © в плоскости (ху) отсчитывается от направления век- 

—>
тора Е. 

>
Из (14) и (1G) видно, что /’, = /1 = 0. т. е. направление /'совпада­

ет с направлением вектор-потенциала. Подставив (14) в (16) и про­
изведя интегрирование по углам (по начальным направлениям движе­
ния электронов) и учитывая (15). получаем

՛ ±<Р\ flPldp 
тс2 / Е (17)

Далее, мы должны написать микроскопические и макроскопические
уравнения поля

1 rot Н ֊֊ — с
—ь

• 1 ()D /«•» .rot Ei =---- ֊. =------п- Е.с ot с
Из (17) и (18) находим

, , , /п2с’։ EAcp\J(p)dp
в’-1------- ---------------------------------------------- Е-----

(18)

(19)

где интегрирование должно производиться в случае вырожден»! в 
пределах от нуля до граничного импульса Ферми р/, а в случае 
отсутствия вырождения, в пределах от нуля до со.

Сначала рассмотрим случай вырождения. В этом случае

= (20)
4к’Л3

Подставляя (20) в (19). интегрируя в пределах от пуля до р/, где 

р/== А (З-2 А )1 >, (21)

находим, при импульсах р^тс, известную формулу

51



А-\'с֊н п- т^՝

а при импульсах р< тс

где

(22)

(23)

Таким образом, в релятивистском 
нальна не А', а №'».

Теперь перейдем к рассмотрению 
ния электронного газа. В этом случае

случае постоянная пропорцио-

случая отсутствия вырожде- 
имеем (3)

/(/>) = лм Т) 
4”

р֊ -Е- 
Т—т. С >Т • (тс)3

где Е = с ) т- с2 н- р- и

?(Л =

(24)

(25)

А\ и А'о— функции Бесселя второго рода от мнимого аргумента, и 
тс~ и ֊-= —=г •

4-(/пс)3 (2г т / 1) ։ еи.

При и 1; А', («) —ие и следовательно ©

А'о (п) 1п и 7"
где

1п 7 = 0,577• •, и следовательно © и3

Как и в предыдущем случае, после подстановки (24) в (19) по­
лучается интеграл, который невозможно интегрировать точно. При и 1 
приблизительно имеем

п~ (ш) =_ 4,8 ке2
/77։») (26

При и 1. формула (26) становится неверной и не дает правильного 
перехода к известной формуле. Как мы видим, в отсутствии вырожде­
ния показатель преломления зависит от температуры.

Очевидно, что в этом случае в области применимости понятия 
диэлектрической постоянной среды, дисперсия волн всегда определя- 
естя электронами. Следовательно при плотностях электронов А՛,. >1,4 
•103- см процессы однофотонной аннигиляции и рождения электрон­
ных пар могут идти с участием среды.
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; Теперь рассмотрим второй предельный случай, когда электрон 
ный газ полностью вырожден. При этом возможны еще два случая: 
первый—когда нейтроны невырождены, и второй случай, когда и ней­
тронный газ также вырожден.

При таких физических условиях (электроны вырождены, плот­
ности большие) оказывается термодинамически более выгодным реак­
ция, когда ядро захватывает электрон и одновременно испускает ней­
трино (3). При рассмотренных нами плотностях благодаря этой реак­
ции число прогонов в ядре сильно уменьшается и в конце концов 
ядра становятся неустойчивыми и распадаются. В результате мы будем
иметь дело с идеальным газпм, состояшим из электронов, протонов 
и нейтронов. Число частиц разных сортов определяется из условия
равновесия, т. е. из условия минимума термодинамического потен­
циала при постоянном давлении и температуре. Дтя рассматриваемой 
реакции е~ + Р Л, где е~, Р и Л’ соответственно означают 
электрон, протон и нейтрон, условие равновесия гласит,

27)

где Н', !ар и — химические потенциалы соответствующих частиц.
Химический потенциал электронов равен

|1е = е/= с | т2с2 р֊ -сН .\'е' ՝, (28)

где £/ —граничная энергия Ферми. Если нуклонный газ не вырож­
ден, то имеем (3)

и, = х 7'In }i„ = Z 7"In 2֊h֊
M7T (29)

Подставляя значения химических потенциалов в (27) и учитывая 
очевидное равенство -= находим

/ 77 г А V ’ \

Л’я = А\. ехр ------=—' (30)

Поскольку электронный газ считается полностью вырожденным, 
/7'<^ксЛЛ^։> и следовательно \п > ^е-

А теперь допустим, что при рассматриваемых плотностях тем­
пературы настолько низкие, что электронный, нейтронный и протон­
ный газы полностью вырождены. Тогда имеем

= Л/г2 -р А2
2. VI (3-2Л',)Ч

֊ -4ЛЧ с2 Л2
2/Ия

/31)

де Мп = Л1 -Т ат масса нейтрона, а а 2,54 — разность масс ней­
рона и протона в единицах массы электрона. Здесь мы считаем про
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гоны и нейтроны нерелятивистскими частицами, что имеет место при 
плотностях материн вплоть до порядка ядерных плотностей. Подста­
вив (28) и (31) в условие равновесия (27), находим

Г32|

где введены обозначения Л’о = 8/.՜՛’ ~ 1,4- 10л2слг и л* = 2~т 
М

Если ограничиться рассмотрением плотностей порядка ядерных к 
меньше г.и՜3, то (32) можно упростить

(32'1

Чтобы в этом случае выяснить возможность или невозможность 
разыгрывания процесса 7,• е е_ с участием среды, для этого сперва 
необходимо выяснить роль нуклонов в рассеянии электромагнитных 
волн. Изучению этого вопроса будет посвящено второе сообщение
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМ ИИ НАУ К АРМЯНСКОЙ ССР

Г XXX 1960 ~ Г’

АСТРОФИЗИКА

Л. В. Мирзоян

Величина постоянной Оорта А и скорость движения Солнца 
по О-ВО звездам

(Представлено академиком В. А. Амбарцумяном 20. X 19591

В статье (’). посвященной К-эффекту, в движениях горячих 
звезд были обсуждены некоторые результаты анализа лучевых ско­
ростей 330 звезд спектральных классов О - ВО.5 до 10-й вели­
чины.

В основе этого анализа лежала общеизвестная формула
Vr = — Vqcos k-b .4 • г sin 2(I — /о) cos2 b ф- A', (1)

где обозначения — общепринятые.
Использованный материал подробно описан (՛). Он был разбит 

на семь групп по фотометрическим расстояниям звезд, причем с це­
лью исследования зависимости К-эффекта от расстояния для каждой 
из групп отдельно были получены решения систем уравнений вида (1).

Решения этих систем уравнений способом наименьших квадратов 
одновременно давали скорость движения Солнца относительно цен­
троида звезд каждой группы и произведение постоянной Оорта-.4 на 
среднее расстояние звезд этой группы.

В настоящей заметке рассматриваются эти результаты. Из них опре­
деленный интерес представляют данные о величине постоянной Оор­
та, в связи с тем, что в последнее время в литературе появился ряд 
работ (-’ 4), в которых для этой постоянной получены значения, су­
щественно отличающиеся от значений, принятых до сих пор (5՛6).

В нижеследущей таблице представлены упомянутые результаты
Таблица 1

Скорость движения Солнца и постоянная Оорта А (ошибки вероятные) 

Группа 
(г в пс i Ո г

» кпс |
°0

I км/сек ।
А-7 

(км/сек)

0-600 33 0.41 20.212.1 3.112.1
600-1000 47 0.83 12.612.1 10.312.1

1000—1300 42 1.15 24.413.1 15.213.4
1300-1600 53 1.44 18.712.4 16.1±2.Ь
1600-2000 56 1.88 16.312.7 21.913.0
2000-2500 46 2.25 11.912.6 27.412.5

>2500 53 3.34 17.812.5 29.312.3

Среднее 1.73 16.910.9

А
(к.м сек/кпс)

7.715.1
12.412.4
13.212.9
11.21 1.8
11.6±1.6
12.211.1
8.810.7

11.110.8



В первых трех столбцах этой таблицы для каждой группы отдельно да­
ются: пределы расстояний звезд, число звезд и среднее расстояние. 
В четвертом и пятом столбцах приведены скорость движения Солнца 
относительно центроидов групп и произведение А• г. Наконец в послед­
нем столбце дается величина постоянной .4 по данным третьего и 
пятого столбцов. В последней строке таблицы приводятся взвешенные 
средние значения соответствующих величин.

Согласно данным табл. I скорость движения Солнца показывает 
довольно сильные колебания вокруг среднего значения 16.9 км/сек, 
заме։но меньшего стандартного (20 км/сек) (5Ь).

Эти колебания, по-видимому, свидетельствуют о наличии в скоро­
стях рассматриваемых звезд составляющей, обусловленной движениями 
внутри спиральных рукавов Галактики. При этом величина этой со­
ставляющей должна быть различной для центроидов звездных групп, 
представленных в табл. 1, т. е., для различных расстояний от Солнца. 
В этом отношении показательно, что когда вся совокупность звезд, 
лежащих в основе этой таблицы, была разделена на три группы уже 
по другому параметру — видимым величинам: ярче 6Т0, от 6?*0 до 
8т0 и наконец от 8Т0 до 10,п0, то вследствие сглаживания послед­
ствий упомянутого эффекта для скорости движения Солнца были по­
лучены следующие, почти совпадающие значения: 16.5, 16.0 и 
15.9 км/сек.

Величина постоянной Оорта для всех групп, за исключением бли­
жайшей и наиболее далекой, почти одинакова. Среднее взвешенное этом 
величины равно 11.1 км /сек/ кпс для всех групп и 12.2 км 'сек/ кпс. 
если исключить первую и последнюю группы. Оба эти значения 
сильно отличаются от общепринятых (5։6) и близки к результатам 
работ (- В табл. ֊ приводится сводка всех новых разультатов

Величина постоянной Оорта /1 (ошибки стандартные|
Таблица

Источник 1 \км) сек /кпс} .Материал

Уивер (:)
Уивер (’)
Уивер (’)
Банг. Код, Уитфорд («) 
Настоящая работа

10.8± 1.8 
13.2± 1.8 
И.5±1.5
П.5±1.5 
11.1 ±1.2 
12.2+1.3

79 цефеид
187 В-звезд
Среднее но цефеидам и В<
Цефеиды и В-знезды
330 О —ВО.5 звезд
244

К Э!И.м результатам примыкает также величина, выведенная Мо 
». Майером ( ՛) по ОВ-звездам и О-ассоциациям для окрестное 
Солнца: 8.0 км /сек/кпс.

Результаты, полученные различными методами и представлен 
в табл. 2, показыьают хорошее согласие между собою, однако 
значительно отличаются от общепринятых значений.
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Возможной причиной такого расхождения может быть различие 
шкал расстояний, использованных в этих и ранних работах, поскольку 
при любом методе определения постоянной Оорта А требуется знание 
1 очных расстояний звезд. С другой стороны, несмотря на различие 
методов, примененных в работах (*’“’) и нашей, они привели к сходным 
результатам. Поэтому следует считать, что как раз принятая шкала 
расстояний, основанная для ранних звезд на абсолютных величинах 
системы МК, и общая для последних работ, приводит к наблюдаемому 
отклонению значений постоянной Оорта от общепринятых.

Если допустить, что величина постоянной Оорта верно опреде­
лена в работах, представленных в (5-6), то следует считать, что 
результаты, представленные в табл. 2. искажены вследствие того, что 
МК-система дает завышенные абсолютные величины для ранних звезд. 
В работе Фиета и Таккери (8)*, исходя из величины постоянной Оорта 
17.5 к.и 1сек[кп.с и приближения Оорта, показано, что абсолютные вели­
чины О - ВО звезд в системе МК в среднем завышены, причем почти 
на 2 "'0 для 09 - звезд классов светимости II и III. В работе же 
Петри, Катла и Андрюса (9) отмечается, что абсолютные величины 
О - В звезд в системе МК на О'.п7 ярче Викторианских, основанных 
на интенсивностях водородных линий в спектрах.

Таким образом, следует считать, что различия в значениях ве­
личины постоянной Оорта на самом деле обусловлены различием ис­
пользованных шкал расстояний в упомянутых работах.

Однако это различие в значениях постоянной Оорта, по-види 
мому, скорее всего свидетельствует в пользу шкалы абсолютных ве­
личин системы МК, то есть в пользу новых определений этой посто­
янной. Действительно, прежде всего следует иметь в виду, что в 
работах (2) и (••) при выводе величины этой постоянной наряду с 
ранними звездами были использованы цефеиды, расстояния которых 
не зависят от указанной неопределенности в системе абсолютных ве­
личин МК.

Затем, некоторые результаты последних лет, по-видимому, сви­
детельствуют против представления о том, что абсолютные величины 
О - ВО звезд в системе МК завышены в среднем. Здесь имеется в 
виду, во-первых, работа Сандиджа (10), где показано, что во внеш­
них спиральных галактиках встречаются голубые звезды с абсолютной 
величиной — 8П'О—9'’’0. Голубые звезды очень высокой светим։ни1 
[М = — 7Т0------ 8'."0) открыты также в Магеллановых облаках (п).
Было бы естественным допустить существование таких звезд также 
в нашей Галактике. Прямое подтверждение такого допущения содер­
жится в последней работе Кода и Хаук (1֊).

* В этой работе скорость движения Солнца принята равной 20 л.и <*’л.



1> свете изложенных результатов предположение о том, что сис­
тема МК дает завышенные абсолютные величины для О - ВО звезд, в 
среднем, представляется мало вероятным.

Поэтому следует, по-видимому, отдать предпочтение шкале аб­
солютных величин МК и следовательно также новым определениям 
постоянной Оорта А. Если это так, то величина постоянной Оорта, 
возможно, до сих пор была значительно завышена.

Если же придерживаться другой возможности и считать, что 
абсолютные величины О-ВО.5 звезд в системе МК действительно 
нуждаются в исправлении, то для приведения полученной величины 
постоянной Оорта Я в согласие с общепринятым ее значением 
120 км/сек/' кпс] требуется ввести в абсолютные величины указанных 
звезд поправку равную, в среднем, ДМ—Г.п2.

Бюраканская астрофизическая обсерватория 
Академии наук Армянской ССР

Լ Ч. ՍԻՐՋՈՅԱՆ

О|1Гн|> /4 հ 1Լ111 ыимш (1|1 ւք ե ծա և 1кгЬ(|1и1{|1 с IIIГ Ժ մ ’ III (1

արւս<| է1Լթ111Ա(1(| (111Տ О-ВО 11111 н || Ь I* է|

О-В0 ղասերի 330 ա սաղերի տեսաղծային թ յոլնն ե րի վ ե ր/ոլծ ութ յու նից

ստաւքւ1ած Լ ք/*ալակտ ի էլա յ է պտտման Սորտի А հ ա и տ ա տ ո ւնը և էԼրեղակի շարժման արա֊ 
ցոլթյունր՝ ՜՚եոա րոլթյան ց էր,Այրբեր ինտերվալների համար (աղյուսակ էխ

Այդ ա ր ղ յու ն րն ե ր ի ց հետեում Է՝ որ Արեղակի շարժման ա ր ա ղ ութ յ ո ւնն ղղ ալիորեն 
տարրեր է՝ տարրեր ին տե ր վ ալն ե ր ի համար, իսկ ԸՈ[ՈՐ խմբերի համար միջին ա ր ա ղ ութ յ ո ւն[> 
16.9 կմ ւ||ւ1|> փորր է այտն ի ստանղարտ մևծու թյուն/, у (20 կւք «|թկ >- աքի շեղումեերըճ մ ի հին 
արմերից, թերևսէ վկա jnt.it են այն մասին, որ րննարկվող աստղերի ուրացություններում 
տոկա է քէ*ա (տկտի կա յի սպիրալաձև թևերու մ ա Կ1' ունեցող շարժ ու մներււվ պա յման ավորվաձ 
մի րաղաղրիչ! 1ք*յղ հավանական րացա տր ութ յան օցտին Լ խոսում ա յն փաստը, որ Օցտա֊

ղործված (*ո I" է1 աստղերի բաժ անում ր երեր խմբի ր и տ տեսանելի մեծսէ թյան՝ <7?* О - ից

պայծաո, 6^0 --  8 0 ե 8™ 0 -- 10* 0, երր ^իշյաԼ եֆեկտր հարթվու մ հւսնղեցրել (

/Լրեղակի ւսրաղությսւն ղրեթե համ ընկնող արմերն երի՝ 16.5, 16.0 ե 15,9 1լւք'ւ|[ւ1|:
Սորտի հաստատունի համար ստացված մեծությունները՝ (էոԷոէէ խմբերի համար 

(աղյոէսակ 1) իրար շատ մոտ են (միջինը !!•/ 1||ք || [1 կ / 1| || լ II ա |1 IIԼ 1| ) ե ի>իստ տարրեր֊ 
վու մ են նրա հանրահայտ մ ե ծու թ յուՆի,ք (20 կմ/ւ|րկ/կ|։լււււ| ա [1111*կ | / Սակայն նրանք՛ 
ղրեթե համրն1լնում են վերհին տարիներս մի շա ր ր հեղինակների էլողմից ստացված ար 
ղյո էն բների հետ (աղյուսակ ՝Հ) • Հանրահայտ մեծուքմյունից ղի տվող շեղ ու մներն» ա յւ> 
ղե Ալրում, պայմանավորված են հ ե ո ա վ •• ր ո ւ թ յ ո ւնն /«ր ի օղտաղործված սիստեմների տար-

րերությտմրէ է*ե ր ված են փաստարկներ նոր արղյունրների ող տ ին ւ 
Հակարւակ ղեսլրոէ մ, ելնելով /1 հաստատունի 'հանրահայտ ւէեծու թյու նՒօ 
որ () - В0 աստղերի բացարձակ մեծությունները Մորղան — ե են անի 
ղնահատված են ե անհրաժեշտ շտկոէմը կաւլմում Հ» ւք|ւջ|ւհ հւ11շ։|ա|.

այղ տեսակետից* 
էդ ե տր Լ րն ղ ուներ 
սիստեմ Ում ղեր ու-
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АГРОХИМИЯ

A. III. Галстян

Об активности ферментов в солончаках

• Представлено академиком АН Армянской ССР Г. С. Давтяном 4. \ III 1959)

Ферментативная активность солончаковых почв почти не изучена. 
Известно, что высокое содержание солей в почве создает неблагопри- 
[тную среду для развития культурных растений. Изучение направлен- 
юсти и интенсивности биохимических процессов с помощью определения

Iферментативной активности солончаков может представлять определен­
ный интерес в связи с мелиорацией этих почв.

В этом сообщении приводятся некоторые данные об активности 
карбогидраз, уреазы, каталазы и интенсивности дыхания солончаков. 
Исследование проводилось на солончаках Приараксинской низменности 
КОктемберянский район). Эти почвы характеризуются бесструктур- 
йостыо и тяжелым механическим составом. В изученных солончаках 
содержание органических веществ очень мало. В солончаках, где рас­
тительный покров почти отсутствует, основным источником продуци­
рования (ферментов являются микроорганизмы.

Образцы почвы после высушивания при комнатной температуре 
до воздушно-сухого состояния сразу поступали в анализ. Активность 
ферментов определялась в воздушно-сухих и стерилизованных образ­
цах, последние служили в качестве контроле։!. При определении ак­
тивности уреазы, после инкубации почвы с мочевиной, аммиак опре­
делялся перегонкой. Каталаза определялась газометрически. Активность 
карбогидраз определялась учетом редуцирующих сахаров по Бертрану 
Следует упомянуть, что высокое содержание солей, в частности соды.
в засоленных ном вах сильно диспергирует коллоиды, которые, набу-
хая, затрудняют процесс фильтрования. Поэтому при определении ре- 
дуцирующих сахаров после инкубации почвы с субстратом, кроме 
фильтрационного способа, мы пользовались также декантацией. Ды­
хание определялось в колбе с хлоркальциевой трубкой

■ Результаты определения сравнительной активности ферментов и 
интенсивность дыхания пухлого сульфатно-содового хлоридно-нагриево- 
го солончака приведены в табл. 1.
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Таблица I
Актинность ферментов н интенсивное г ь дыхания пухлого солончака 21. V 1958 г.

|.\ реала, .«?
\Ч 1։ на I 

I почвы за 
сутки

Каталаза.
О, II С.Ч1 11.1
1 г почвы за 

мин

Инвертаза, Амилаза, .иг 
.иг глюкозы мальтозы на 
на 1г почвы 1 г почвы 

за сутки за сутки < I <

V глюкози­
даза. .иг 

глюкозы н<:
I .* почвы 
за сетки

Дыхание, 
иг СО.

на 1г поч­
вы за час

Разрез 25. 
Горизонты 

в с.и

0 25 0.54 | ’■« 0.0 0.0 0.0 18,7
25- 45 0,63 4.9 0.0 0.0 0.0 2о.з
45 ֊ 70 0,06 3,5 0,0 о.о 0,0 18.7
70 90 0,03 3.3 0,0 0,0 0.0 12.1
95-120 0,0 0.3 0.0 0.0 0.0 9,9

120 145 0.0 | 0.0 , 0.0 0.0 О.о 0.5

В условиях засоленных 
флорой ферменты сохраняют

почв не все продуцированные микро- 
свою активность. Солончаки своей по­

вышенной щелочной реакцией (в частности содовые, характеризую­
щиеся pH — 10 и больше! и высоким содержанием солей (’*’) полностью 
инактивируют карбогидразы, оптимальный pH которых слабокислый. 
Поэтому активность инвертазы, амилазы и ^-глюкозидазы в солонча­
ках не обнаруживается. Активность уреазы подавлена. Несмотря на 
весьма неблагоприятные условия, в солончаках обнаруживается 
сравнительно высокая активность каталазы. Причем, в верхнем горизон­
те. где общее содержание солей доходит до 1—3° 0. активность каталазы 
низкая, а в ряде случаев не обнаруживается. Здесь высокая засолен՜ 
ность подавляет действие каталазы Активность каталазы значительно 
возрастает в подпахотном слое, затем по профилю она постепенно па­
дает несмотря на снижение содержания солей —0,2 — 0.3° й в нижних 
горизонтах). Такая же закономерность наблюдается и в отношении 
дыхания почвы. Снижение интенсивности дыхания и активности ката­
лазы связано с уменьшением количества микроорганизмов по профилю- 

Исследования показали, что в корковом и мокром солончаках 
также не обнаруживается активности карбогидраз. Мокрые солонча­
ки имеют более бедное и однородное микробное население по срав­
нению с пухлыми и корковыми солончаками (’). Это обстоятельство 
отражается на активности каталазы, уреазы и интенсивности дыхания 
почвы (табл. 2). В мокром солончаке активность каталазы, уреазы и 
интенсивность дыхания, по сравнению с пухлыми и корковыми со­
лончаками, сравнительно низкая. Падение активности каталазы и уреа­
зы наблюдается с верхнего горизонта.

В исследованных солончаках развиваются галофиты: камфоросма 
и солянки. Интересно было выяснить биологическую активность ризо­
сферы галофитов. Поэтому из ризосферы ка.мфоросмы были взяты об­
разцы для исследования. Выяснилось, что даже в ризосфере камфо- 
росмы активность карбогидраз не обнаруживается. 11птепсивносгь ды­
хания и активность каталазы в ризосфере галофита значительно выше, 
чем вне ризосферы.
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Таблица 2
Активность ферментов и интенсивность дыхания мокрого солончака (с льфатно- 

хлоридиый натриевый солончак! 20 VI 1958 г.

Разрез 27
Горизонты 

в см

Каталаза. <), 
в см՝ на 1 г 

почвы за 
мин.

Уреаза, мг 
МН, на 1 г 
почвы за

СУТКИ

0-25 0.7 0,42
25-50 0,6 0,14
50 ’00 0.4 0,14

Инвертаза. 
мг глюкозы 
на I г почвы 

за сутки

П.О
0.0
0.0

Амилаза, мг 
мальтозы на 

1 г почвы 
за сутки

^•глюкози­
даза. мг

глюкозы на 
I г почвы 
за сутки

Дыхание 
мг СО, 
на 100 г 

почвы за 
час

0.0 о.о 18.2
0.0 0.0 7.7
0.0 о.о 3.3

Но основании проведенных исследовании можно заключить, что 
гидролитические процессы R почве н условиях высокой засоленности 
подавлены. Активность инвертазы, амилазы и 3-глюкозидазы в солон­
чаках не обнаруживается, а уреаза отличается низкой активностью. 
В злостных солончаках не обнару живается также активности каталазы 
и уреазы. В солончаках с высокой интенсивностью протекают окисли­
тельно-восстановительные процессы, что отражается в интенсивности 
дыхания и разложения перекиси водорода почвой. В пухлом и кор­
ковом солончаках биологические процессы интенсивно протекают в 
подпахотном слое почвы.
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