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ԲՈՎԱՆԴԱԿՈՒԹՅՈՒՆ

Ս՛ա թե լք ատիկա

1ր. Մ. Ջրբսւրյան» Հայկական ԱՍՌ ԳԱ իք ղի/ ա կիւք՝ ան գամ 
առանցքի ւքրա ֆունկցիաների հ շո ա յ ին -֊ յ Աք վ ա ւք ո ւ.յն «/ ո սւ ա ։[ ո ր ո ւ ի 
յիտիկ ղասի մասին ..........

(/.-/,• ո ղ Հ իր ա կ ա ն

Ս՛եխ անիկա

*Նթուն տներ ի ւք Լ իւ անիկա

Ս» II’. Ս Ս Ա' յ ։Ա ն-՜ կապա կ ցվ ած զրոսնտների սե ղ մ մ ան ա ոանձղ ա կան ոս իծ յան րն ոս-
թ աղրե րի է րսպե ր ի մ են հարցէ 2-^րջր

Հիդրոէներգետիկա

1Ն Լ. Ւուն|սււ|»յան—քիեակտիվ տ ո Ա ր ր ինն և ր ի ց ե լ ր ի սահմանափակիչի մասին

Ռիււքիլքիա
II’. Ս.. Տեր-Կարա պնտյ ւսն, Հայկական ՍԱՌ ԳԱ թ դթ ակի ց-ան գամ, Ա. |ք. Օհան- 

? ամ յա1 ւ ե շ. Ա, 1Լէ|ս1(]յա1ւ Շ ա րա ր ա սնկայ ին օրգանիզմների կողմից ր ա ց աիյ ա իք ի) վ ի

°/>ս/’7այո/|</ Հ>ա երոր ասիմիւյացիայի մի քանի հ ա ակո սի/ յոէ֊ննե ր ի

Ծրկր աթ անութ յա_ն

II. Ս» Վա ւյՈէշյւն և ե. 0». I ( ա 11>) Ա1II յ ա 11 ^^աւիա^յի \ս»նքային ղաշտի սոսրհրար* 
քսային և կիսաիարրային ղ ո յա ց ո սմեե ր ի հասակի մասին

հույսերի գենետիկա
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ххш 1956

МАТЕМАТИКА

М. М. Джрбашян, чл.-корр. АН Армянской ССР
О квази-аналитическом классе функций взвешенно­

полиномиального приближения на всей вещественной оси

(Представлено 27. IX. 1956)
1°. В работе С) были введены два квази-аналитнческих класса 

функций, связанных с приближениями функций на всей оси (— оо оо) 
целыми функциями экспоненциального типа и рациональными функция­
ми с наперед заданным множеством полюсов.

В настоящей заметке вводится новый квази-аналитический класс 
функций, связанный с взвешенно-полиномиальным приближением функ­
ций на оси (—оо (-|֊оо),

2°. Пусть у = р(х)>0 непрерывная четная функция, определен­
ная на всей оси (— 00 , + °о ), монотонно возрастающая при х > 0 и 
удовлетворяющая условию

Пт е-мх՞ =0, (п = 0. 1,2,...). (I)
X + 00

Пусть х = д(у) — функция, обратная к у = р(х), тогда, как из­
вестно^), интегралы

•е

(2)

расходятся одновременно.
Отнесем к классу С[р(х)] функции /(х), непрерывные на всей 

оси (—оо 4-оо ) и удовлетворяющие условию

Обозначим
Еп((,р)= 1'п{ | гпах |/(х) — (х)||| — оо < X < + оо

(3)

(4)

где нижняя грань берется в семействе всех полиномов, степень кото­
рых не превосходит п.

В работе (2) (теорема 8 главы II) было доказано, что если для
Функции /(х) £ С[р(х)]
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En(f,p)^K\ exp (3)

где K} > 0 и 7>О постоянные, не зависящие от п, то при условии

1
функция /(г) голоморфна в некоторой полосе вида \lmz\^a, где

Пусть п։ < л2< .. .<^пк<^ ..., lim nk = + оо — некоторая беско 
k -► ОО

нечная последовательность натуральных чисел.
Скажем, что функция /(х)£С[р(х)] принадлежит к квази-аналитЕ 

ческому классу С „к (р(х)], если при условии (6)

Е nk (f,p) < К։ exp — у (k = 1,2....)»<М J
где K։>-0 и 7^>0 постоянные, не зависящие от k — 1,2,...

Как отмечалось выше, функции класса СА. [р(х)] голоморфны i 
некоторой полосе вида и поэтому единственным образм
определяются через свои значения, принимаемые на произвольно ма- 
лом отрезке оси (—<ю,4-оо).

Мы покажем ниже, что свойство единственности сохраняете 
для функций класса СПк 1р(х)], при произвольной бесконечной последо­
вательности целых чисел {nh}. Докажем теорему.

Теорема 7. Функции класса С Пк\р(х)] единственным образо» 
определяются на всей оси (—со , 4՜°° ), через свои значения нс 
произвольном отрезке вещественной оси.

Доказательство. Достаточно доказать, что если /(х) £ С Пк [р(х)] ։ 
/(х)֊0 на некотором отрезке [а0, р0] вещественной оси, то/(x)=f 
на всей оси (—оо,-|֊оо).

Обозначим через (а] и (Р) множества тех чисел, для которыт 
/(х) = 0 на любом отрезке вида [а, р]. Эти множества, очевидно, не 
пустые, так как а0£ (aj р0£ {£}. Предполагая, вопреки утверждению 
теоремы, что /(х)^0 на всей оси (— оо,-+-оо), заключаем, что хоть 
одно из чисел sup {р} и inf (а) конечно.

Положим, не ограничивая общности, что sup (р) = р' < + оо , тог­
да из непрерывности функции /(х) следует, что

О Дх) = О, на отрезке [а0, р']
2) для произвольно выбранного е>Ов отрезке (Р',р' 4-е] сущест­

вуют точки, где /(х) Ф 0.
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Если мы покажем, что в условиях теоремык из свойства I) функ­
ции f(x) следует, что f(x) = 0 на отрезке [р'а, ]. где п>р', то это бу­
дет противоречить свойству 2) функции /(л) и теорема будет доказана.

Пусть Рпк (х) полином степени пк , для которой

max (х)| = Е (/< р}. (8)
-- ОО *• X “Г ОО

Тогда из того, что f(x) £ С[р(х)] будет следовать

|*4(х)| <К2е^\ (k= 1,2,...) (-оо<х< + ~), (9)

где Кг 0 — постоянная, не зависящая от (такие постоянные 
дальше будут обозначены через К/, (։ = 1,2,...).

Из свойства 1) функции /(х) и из формул (7) и (8) вытекает, что

max \РПк (х) | < К3 ехр (10)

Обозначим через Ст эллипс с фокусами в точках % и р1, прохо- 
у «О + ?'дящий через точки —=-=-----± I 7 плоскости г.

Покажем, что при К > Ко в замкнутой области 7)т , ограничен­
ной эллипсом Ст, имеет место оценка

nk
21֊

IW (11)

Действительно, в работе (3) (теорема I главы II) было доказано, 
что для любого С^>1 при <7(п*)> 1 из оценки (9) следует оценка

(12)

справедливая в области G П(г, определяемой из условий

— ОО <Х< 4- ОО , ֊упк <У<Упк (х), где

Уч(х)>0—непрерывная четная функция, которая для 
Л'1 < я(пк) — 1 определяется таким образом: 

ЛЛ

У "ь (*) = 9~Г~з 1о8с р(1Ч+1)+

значений

(13)

Выберем сначала кх таким образом, чтобы при к > /г1 не только 
имели 7(лл )> 1, но и чт обы отрезок [с, </], отсекаемый эллипсом С\ 
на вещественной оси, содержался внутри отрезка [ — д(пк) 4֊ 1, 
4(М-1].



Заметим теперь, что если в оценке (12) для С взять значение

(2 -Ц 1г (* пи I 
, .■ > (14)* 3 У(У) I

1

СО 
С 

то из (13) в силу того, что = 4-°о, будет следовать, что рав-1
номерио на всем отрезке [с,выполняется предельное равенство 

Пт уПк (х) = 2;. (15)А -* + оо
Отсюда вытекает, что при таком выборе значения С для £ > > 6։

будем иметь

т!п уч (х) > •(. (15)
к. а}

Из (15') следует, что при к > к0 область От будет содержаться 
в области вПк и поэтому в силу (12) и (14) получим

пк
Ь 2: С
* . У(У)

т. е. требуемую оценку (11).
Пусть функция г = и(ту) конформно отображает внешнюю часть 

отрезка [я0.р'] на область |ту|> 1, тогда эллипс С\ переходит в опре­
деленную окружность |ту | = г21 плоскости ту.

Функция
М = Рпь ('Р(О'))

голоморфна в кольце 1 <|ту/<г2, при этом в силу оценок (10) и (11) 
имеем:

тах | Ф пк (ту) | = птах \Р пь (х) | /<3 ехр1«1-> 1М’)
лА
Г 4у

7 У(У)
1

,(к = 1,2...) (16)

I - г։тах |Ф пк (ту) | = тах \Рпк (г) | < 
□ -гес^

ехр (17)

Пусть 1^г^г2, тогда при /г > к0 из оценок (16) и (17) по тео­
реме о трех окружностях получим:

1о§ тах |ФЛл(ш)| I 
I и»| — г 1°3 ■ 7С3ехр

100



пк

Лу । 1оег =
у(у) ] ь§г2

7—֊  I 1о§Г2 —
1О£Л, |

Обозначая

1о§г - Лу 
д(у)

+ ^{К3К.} (18)

из оценки (18) получим при Ь^/г0

пк

I

1

ш =

(18Э
ш 
2

Из (13') при &-*-4-х> заключаем, что последовательность функций 
|ФЛА|™)| равномерно сходится к нулю в замкнутом кольце 1 |ю|

Но это значит, что последовательность полиномов Рл»(г) рав­
номерно сходится к нулю в определенном замкнутом эллипсе с фоку­
сами в точках а0 и р'. Следовательно, в силу (8) и (7) можем утверж­
дать, что Дх) = О в определенном отрезке (а', а], где а <^а0 н 0'0'.
и таким образом теорема доказана.

3°. Дифференциальные свойства функции Дх) £ (р(х)] сугцест-
венно зависят от характера возрастания последовательности чисел

Справедлива следующая теорема. доказательство
1
которой опускаем.

Теорема 2. а) Если

то функция Дх) £ С Пк [р(х)] голоморфна в некоторой полосе
11тг\ ^а.

б) Если

то функция [(х)£С лДр(х)] бесконечно дифференцируема на всей 
оси ( — ОО , 4֊ СО ).

в) Если
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Нт

пк
ք ձւյ 

(/(У)

'4+1-1 1об Г 4у
յ

то функция [(х) £ С Пк [р(х)] имеет на всей 
производных или же вовсе не имеет.Институт математики и механики Академии наук Армянской ССР

оси ограниченное число

1Ь и- ՋՐՐևէՅԱՆ

О*«Грпцу իրակաքւ սւռ֊աքւցթի Цրսւ &>ոսճկց|ււււճհր|ւ կշո.այ|ւճ-լաւ|ացւ>ւ.յ(ւ
ւքուո ավււրւււթյա(ւ թ4<Ա(|ի ահա[|>ւո|ւկ ւ|սւսի մ՝սւսին

Ե՜հթաղրենք, որ у = Д(%) ос) աոանրյրի у ր ա ք րյու յդ

ֆոք-նկքյիան սահմանւյսւծ ՈԼ. անրնղհատ 1է ամրողէ

Էք ւքք/նոտոն աճող ե ր ա վ ա ր սւ ր ո Լ. մ ԷНт е~рМ хп = 0 (ո = 0,1,2,...)
պայմ անն к րին։

Վե րարյրենբ С|Д(х)] ղասին 
ֆու.նկցիաէ որր բավա րա րու.մ է

աոանցրի ւյ ր ա ան բն դհ ասւ ամեն մի ք(%>)

Пт /(х)е р(л') •= 0
Նշանակենք (ЛР) = «ոք {тах е ~р{Х} | /(х) — Չո (х) |}, {<?«}

ղ ստորէն եղրը >ք ե րցէ/ոլմ Է ղ~-ի ց ոշ բարձր աստիճան ոսնեցոքք ր ա րյ մ ան ղ ա մե ե ր Է 
նի րու֊մ։

Л -* օօ
ւՒնՒ ամրսրյհ Էք у ե րի մի Տ տ Հ որ д տ քլ ան ու֊իք յ ո л.

Կասհնր, որ /(X) £ С|р(Х)] ֆունկցէան 
գաաին, եթհ

պատ կան ու մ է С |Р(х)] /1 7 ա Ղ Ւ~ ա ւՒ տ է 4
00ք р(х)

пк

հ \ք, р] < /<։ ехр , (* = 1.2,...),
1

որսէեղ Д։ > 0 և 1 > О, անկաքս հաստատուններ են, իսկ X = հ(ք/) ն Ь ր կա յ ա ցն ո է մ

у = р(хУ/. հակ ապ արձ ֆու.ն կչյի ան է

Ներկա աշքսատան րում ա պա ց ՈԱ>ր[ ո ւ.մ Է հետևյայ թեորևմր

С Ոէւ ւ|ւաւ|։ ֆու!ւ1]ցիանե|ւբ մ|ւ ակ կԼ[ւււ]ու| прп^филГ են ամբողջ (— օս, 4- օօ) սււՆւսնցյփ
»|рш. ШЛ шп.шСдр|| 1|ւսւքայսւ1]ա6 ։|։прр հաթւ|սւ ծ|ւ <|րա |ւլւենց րնւլունւսծ шр<1Խр(■ Ьр|ւ միջոցոփ
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ДОКЛАДЫ АК А Д Е М И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ххш 1956
МЕХАНИКА

К. С. Чобанян

Об изгибе составного стержня
(Представлено Н. X. Арутюняном 2O.V1H.1956)Задача об изгибе призматического составного стержня попереч­ной силой через функции кручения и изгиба Сен-Венана была постав­лена и исследована академиком Н. И. Мусхелишвили (։՛2). В работах А. К. Рухадзе (3՜5) рассмотрены некоторые специальные случаи этой задачи.В настоящей работе задача об изгибе составного призматическо­го стержня поперечной силой рассматривается в постановке через функцию напряжений при изгибе, введенную С. П. Тимошенко (6) для задачи об изгибе однородных стержней. Обобщена формула цир­куляции касательных напряжений, полученная для изгиба однород­ных стержней Л. С. Лейбензоном (7). Получено также контурное ус­ловие для функции напряжений при изгибе стержня с тонким усили­вающим покрытием в приближенной постановке задачи.7. Постановка задачи. Рассмотрим стержень, составленный из различных призматических упругих тел, спаянных по боковым по-верхностям. Коэффициенты Пуассона составляющих тел будем тать равными, а модули сдвига — различными.Пусть один конец стержня заделан, а к свободному концу ложена сила Р, параллельная одной из приведенных главных 

счи-прн-осейинерции (2) постоянного по длине поперечного сечения стержня. На­чало координат поместим в приведенном центре сечения заделанного конца, направляя ось г параллельно образующим призматического стержня, а оси х и у—по главным приведенным осям инерции его по­перечного сечения.Область поперечного сечения стержня будет состоять из несколь­ких областей соответствующих различным материалам.Обозначим через Ьо контур области поперечного сечения £>0, а через ^•<7 —линию раздела областей и О/ (фиг. 1).Будем рассматривать случай, когда линии раздела либо целиком 
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находятся внутри области О0, либо пересекаются с ее контуром £։ под определенным углом, не равном нулю (8).Компоненты тензоров напряжений и деформаций в области й обозначим через
>> Х(1} • е(/), . .. , хх.У> • • • ’ Бх » .. . » 1Ху, ...Так как коэффициенты Пуассона материалов, составляющих стер­жень, равны, принимаем, как и при изгибе однородных стержней, что

3Л- — Зу   тХу — ОПринимая, далее, гипотезу плоских сечений и направляя изгибающую

Рис.

силу параллельно оси х, будем иметь:
•?’ = Ах, (1.2|где А — постоянная величина.Используя закон Гука и усло­вие равновесия части изгибаемого стержня, заключающейся между его свободным концом и произ вольным поперечным сечением, на основании (1.2) получаем

где
модуль упругости материала в области И,-.Из дифференциальных урав­нений упругого равновесия находим, что касательные напряжения ^х\ и = 0, 2,...) не зависят от координаты г и удовлетворяют уравнению:

д^хг , д^уг _ Е1 Р х

дх ду I?
(1.3)Так как боковая поверхность рассматриваемого стержня свободна от внешних сил, напряжения и на контуре области попереч­ного сечения Г)о должны удовлетворять условию

Здесь ~{х\1 + Хугт = °’

Лу/ => СО5 (л, X) = СОБ(л, у) = — йх
----------•

(кгде п — внешняя нормаль к контуру Го, х и у — координаты точек контура Ьо, с/х — дифференциал ее дуги.104



Введем функцию напряжений при изгибе Р(х, у) так. чтобыудовлетворялось уравнение равновесия (1.3):
(Л Е{Р

■у’ =-------------------х2 + в» (и),
" ду 21Ел дЕ> 

дх (1.5)Здесь обозначает функцию Г в области О/, а <?/({/) и 0/(х) —про­извольные функции.Согласно закону Гука имеем
= дсу д^ = _1_ = 1 ал _ Е±Р 2_

ог дх О, " 6, ду 2G.lt О. ՛

ди1 
дг ду

дю1 (1-6)где и,, У/, ^/ — составляющие вектора упругого перемещения, а б,— модуль сдвига в области .Из соотношений (1.6) для производных ьу, получаемЛо/ 
дх

_1 с)Р1 Е
ду 20

дщ 1 дР

ди1 
дг

ду дх
ди։ 
дг

(1-7)Составляя и (1.7) получаем приравнивая смешанные производные ю/, согласно
^Е1 = — <?,:(//) + ф,:(х)— О/ —( 

дг \
ди։ 
дх

(1.8)Здесь введено обозначение
дхг ду2Условия совместности примут следующий вид деформаций для рассматриваемой задачи

= 0. (1.9)где ч — коэффициент Пуассона материалов, составляющих стержень.Используя (1.5), из (1.9) получаем (1.10)
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Из (1.Ю) следует△Е/ = У ~ + Ф/ <*) ~ с‘-(1 + >)'/• (1.Н)где с,— постоянная интегрирования.Приравнивая правые части (1.8) и (Ы1), получаем
д чР֊-(У/) = С/- — у, (1.12)

дг 1Е„ 1 / ои, ди, \ *где 2, = —-------------- — среднее вращение бесконечно малого эле-2 \ ох ду )мента поперечного сечения изгибаемого стержня вокруг оси г.Соотношение (1.12) показывает, что изменение поворота 2/ по длине стержня состоит из двух частей: постоянной, соответствующей С, в переменной, зависящей линейно от координаты у. Первая часть этого изменения 2/ обусловлена общим вращением поперечного се­чения стержня, как в случае чистого кручения. Вторая часть пред­ставляет искажение поперечного сечения составного стержня при из­гибе. Так как по поверхностям раздела составного стержня имеем полный контакт, топоворот Ц, а также и его изменение по длине стержня на линиях раздела Ьц должны быть непрерывными:
чР »Р

С1 — —у = с) — ~у. (1.13)
'е >еУсловие (1.13) будет выполнено, если коэффициенты Пуассона материалов, составляющих стержень, равны, как это было принято нами выше, и

= С/ = 0где & —степень кручения изгибаемого стержня.В случае, когда изгибающая сила Р проходит через центр из­гиба, кручения не будет. Тогда в уравнении (1.13) можно положить с,= 1Таким образом, функция напряжения Г;(х.у) при изгибе состав­ных стержней без кручения удовлетворяет дифференциальному урав­нению
Д/?,== н'1 Р\г------ + ф,-(х) (1.12)в каждой из областей.Подставляя (1.5) в (1.4), получим контурное условие, которому ] должна удовлетворять функция Е(х, у) на £6 I

дз
Е/Р 20у
2/е аз

— (у) -- 4- ф/ (х) — • ах Оз
(1.13) аИз условия равновесия бесконечно малого элемента, находяще­гося в окрестности линии раздела Ц, имеем:106



х{1У + ху1т = + Ч'ХЗдесь I и т — направляющие косинусы нормали к Ьц.Используя (1.5). из (1.14), получаем условие, которому удовлет­воряет функция Р(х, у) на
дР±_дР} _ Рл2
дз дз

(£, - Е}) - [ср, (։/) — ({/)] ^ +
аз дз+ [ф/(х) —фу(х)]~. 

дз
(1.15)

Умножая первое /1 -тч соотношение (1.7) на —, 
дз

а второе—на ду 
дзскладывая, получаем: 1 дР, Е-1Р ֊дх ---- =----- ------- ------------  

дз О, дп---------------- дз

дх 
дз

да. ду 
дг дз

(1,16)

(1-14)

2^£

Здесь п — обозначает нормаль к линия раздела Еу.Принимая во внимание, что перемещения и1, и, и Ш/ непрерывны на линиях раздела и коэффициенты Пуассона материалов равны, из (1.16) находим второе условие для функции Р(х, у) на линиях раз­дела Еу. 1 дР, 1 дР} Г 1 1 ]4х— "7------тг—-= — —?/(!/) —+и, дп С) дп С1 О; дз (1.17)Таким образом, задача об изгибе составного стержня попереч­ной силой Р свелась к определению функции напряжений Г(х, у), удовлетворяющей в каждой из областей О, уравнению (1.12), кон­турному условию (1.13) и условиям (1.15) и (1.17) на линиях разде­ла Ьу.Заметим, что произвольные функции ^[(у), Ф,(х) и неопределен­ные постоянные, появившиеся при определении функции Р(х, у), дол­жны быть по обраны так, чтобы рассматриваемая задача была раз­решима и имела единственное решение.
2. Обобщение теоремы о циркуляции касательных напряже­

ний при изгибе. Вычислим циркуляцию касательных напряжений по не­которому замкнутому контуру С, целиком лежащему внутри одной из областей Б,.
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С С дГ. С Г/с = \^х + 'М=- —?.(у)^х + |ф|(х)^. (2,|)J 3 он 3 3с с с сИспользуя (1.6), из (2.1) находим
(/бУ, «I (1х Н֊ и, (1у (2.2)

сТак как перемещение является однозначной функцией коор­динат х и у, то интеграл от йги), по любому замкнутому контуру, лежащему внутри области поперечного сечения должен быть равен нулю.На основании формулы Грина-Остроградского. принимая во вни­мание (1.12), из (2.1) и (2.2) получаем:Г дБ— <*Я-2С,»5-3 дпс

чв, Е1Р С С
—1----- у(1х(1у•Е 3 35+ О| Г ([?■(») — = о,

V V5
(2.3)

где 5 — площадь области, ограниченной контуром С.Формула (2.3) является обобщением формулы для циркуляции касательных напряжений при изгибе однородных призматических стержней, полученной Л. С. Лейбензоном (’).Для контуров С, проходящих через несколько областей О,, фор­мула (2.3) примет другой вид.Используя условие (1.17) и формулу (2.4), для рассматриваемого случая будем иметь:(1^*+ 295_3 0/ — \Eiijdxdy-i- [<?:(*/)- (2.4)
/е 3 3 3 35 5В случае многосвязного поперечного сечения стержня для обес­печения однозначности решения рассматриваемой задачи на внутренних контурах области должно быть удовлетворено условие (2.3), если этот контур является частью границы только одной из областей В противном случае должно быть выполнено более общее условие (2.4).

3. Изгиб стержня с тонким усиливающим покрытием. Пусть составной стержень с продольными отверстиями по внешней и внутренней поверхностям покрыт тонкими усиливающими слоями. Предположим, что толщина б покрытия пренебрежительно мала по сравнению с остальными размерами поперечного сечения стержня.
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Обозначим через Ц часть области поперечного сечения, соответ­ствующую одному из покрытий. Для краткости изложения положим, что область £>< граничит только с одной из остальных областейДля области Ц введем местную координатную систему 5 и п,где х —длина дуги линии раздела отсчитываемая от произвольно- выбранной на ней точки, а п— длина нормали к направленной в сторону области (фиг. 2).На основании малости толщины покрытия о можно положить, что функ­ция напряжений Г/ в области от координаты п зависит линейноЛ = Л (5)Л 4-В, (5). (3.1)Используя (3.1), в условиях (1,13), (1.15) и (1.16), получаем
а; (5)о + в; ($)=.

21Е иХ— ?.(у)у-4-ф/(х) ах ахд/_ч ^/_Рх2 р
(к 21Е </х Фиг. 2.

(3.2)
— [?/ (У) — Ъ (У) 1 у֊ 4- [ф,(х) — фу (х)] — ■ 

аз (1з
(3.3)1 л . . \ дР,— А(х)----------- -О, в1 дп = —Ъ(У)— — ’^ДУ՝) С, и,

с!х
б/х+ 1֊г Ф< (•*> +;г ♦/(•*) О/ и. (Ух

(3.4)Проинтегрируя соотношения (3.2) и (3.3) и исключая функции Л(х) и Д(х) из (3.4) получаем, что функция Г/ на Л/у должна удов­летворять условию:
г С । д^у Р Г О . Г , ч . I 1 I4- ֊- = — ----- хЧу — О) <р/ (у)(1у 4֊ ф» (хШ —2/£ . 1֊ [О/ ?! (У) ֊ о, ?/ (>/)] - [С, Ф, (х) - 0, фу (.<)] ‘^-+с.. (3.5)Таким образом, при наличии усиливающего слоя контурное ус­ловие (1.13) заменяется условием (3.5).Заметим, что при случайном подборе произвольных функций ?((</) и фДх) рассматриваемая задача может оказаться неразрешимой или в постановке может иметь особенности.

Институт математики и механики 
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Կ. Ս. ՑՈԲԱՆՅԱՆ
Ռսւր|шг)рյալ ձււդի ծւււքահ ւքասիՈ

КО

Ներկա ա խաէոանրոէ մ Լարումների ֆունկցիայի օղնու թյամ ր քննարկվում կ //որյւքԼ^, 
յին մակերևույթներով իրար հետ ղ ո ղ վ Ш ծ տարրեր պր իղմ աձև մ ա ր մ ի հ Ն ե ր ի րյ բ*Սղկաց^

կան րնղ Լայն ական հատւքած^

Կով Л ա /րու մ

հասէվաձ ըի իՆԼ րց ի տ յի ըերէ/ած ց / քս ич/ո ր

նեցող ձողի խնղիրր։ Ձողի մի ծայրր ենթադրի 
աղղում է մի Р Ոէժէ որն ուղղված է Լայնակդ 
աոանցբներից մեկի ո ւղղութ յա մ ր ։ Պ ուասսո\^

ղործակիցր րՈԼոր մարմինների համար րնղունվտծ է նույնը։

Տողի Լայնական հսւտվածրի տիրույթը բաղկացած կԱ'*1’ ի ի 2ա /’ /? տ ի Г ուք թնե րից9 
որոնբ կ համ ա պա տ ա и իւ ան են ձողը կ ա ղ մ ո ղ սււսրըելյ նյութերին։ Դիտարկվում է սւ^

ղեպբրէ երր տարրեր տիրույթների բաժան մ ան 
Լայնական հատված ր ի կոնտուրի ներսում կամ 
մի որոշակի անկ յուն ով է

քննարկվող խն ղ ր ի Լուծումը բերվում

ղծերԼւ կամ ա մ ր ո ղԳո з թ յա մ ր ղ ան վ ո ։ մ Լ\ 
հատվում են նրա հետ ту ե ր ո յ ի ց տարբ^

Է ձողի րն ղ լսւ յն ա կաՆ Հատիսծ^ի *ոիրոԼլ֊

լաըում՚ների р(Х, էք) ֆունկցիայի որոնմա՛նը, որր համապատաս տի րույթուՀ

վար արոլ. վասարմանըք ք1ք13յ եղրային պայմանին (19 17 սլա ր

մ աններին բաժանման Լ՚ւյղծերի վրա։ ք*Ն ղ որում 1ք լ (է/) Հք Հ (X) կա մ ա յա կ ան ֆոլնկցի

ն ե ր ր և ին տ եղ ր ում ի ց աոա հ ա ստ ատուննե ր ր պե տ ր է ա յնպ ե и ընտրվեն,

որ Г(Х, У) ֆունկցիայի որոնման [Անղիրր քինի Լուծելի և ե ղ ա կ ի ու թ յ ո լնն ե ր չունենա։

Օղտաղործելով ա [и ա տ ան ր ի աոաջին մասում ստացված ա ր ղ յ ո Լ.ն րն ե ր ր րնղՏա\^ 
րացրած Հ շոշափող Լարումների ց ի ր կ ո է Լյ ա ց ի ա յ ի մասին թնորեման ղիտարկված 
համար և ստացված է ումեղացնող րարակ ծածկույթով ձողի ծռման (սն ղ ր ի եղրայֆն
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1954. 3 А. Л. Рухадзе, Изгиб поперечной силой кругового цилиндра, армир ванного 
продольным круговым стержнем. Известия АН С* СР. № 9, 1931. 4 А. К. Рухадзе, Кру­
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брусьев, составленных из различных мате|налов. Сообщения Груз, филиала АН 
СССР, т. I, № 2, 1940. в ./у. с. Лейбензон, Курс теории упру։ости. Гостехиздат, 1943 
7 С. П. Уи.иош»нко. Теория упру։ости, Гостехиздат, 1931. 8 К. С. Чобанян, Приме­
нение функции напряжений в задаче |о кручении призматических стержней, состав­
ленных из различных материалов. Известия АН Арм.ССР, т, VIII, № 2, 1955.
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МЕХАНИКА ГРУНТОВ

С. Р. Месчян

К вопросу экспериментального определения 
упругих характеристик связных грунтов при сжатии

(Представлено Н. X. Арутюняном 20. VIII. 1956)

Известно, что для определения упругих постоянных связных 
грунтов упругие перемещения определяются путем многократных 
последовательных нагружений и разгружений образца грунта при 
разных значениях уплотняющих нагрузок. При этом, модуль норма­
льной упругости определяется как отношение напряжения к величи­
не упругих перемещений, определяемых как разность показаний мес- 
сур при нагрузке и последующей разгрузке (’ 2).

Вышеуказанная методика определения упругих перемещений 
страдает недостатком, заключающимся в том, что при нагрузке и после­
дующей разгрузке образца изменяются его механические свойс ва за 
счет необратимых (остаточных) деформации и, следовательно, так 
называемые упругие перемещения, получаемые по разным циклам 
нагрузок-разгрузок, делаются не сопоставимыми между собой.

Существенным недостатком вышеуказанной методики является и 
то, что не учитывается влияние фактора времени (*•’•’).

Рассмотрим механическое поведение грунта под нагрузкой при 
его нагружении и последующем разгруженин во времени.

Согласно Н. Я. Денисову (4). в момент приложения внешней 
нагрузки на грунт проявляется упруго-мгновенная деформация, кото­
рая складывается из упругих деформаций скелета грунта и газосодер­
жащей воды, структурных и струкгурно-адсорбционных деформаций, 
протекающих в течение времени. Структурные деформации необра­
тимы, а структурно-адсорбционные деформации в зависимости от кон­
кретных условий могут быть как остаточными, так и обратимыми.

На фиг. 1 представлен график механического поведения связно­
го грунта нарушенной структуры при его нагрузке и последующей 
разгрузке в компрессионно-фильтрационном приборе Г. И. Тер-Степа- 
яяна (б). Опыт был проведен после предварительного уплотнения 
образца нагрузкой 0,25 кг/с.ч* в течение одного часа.

Из графика (фиг. 1) следует, что в момент приложения нагруз­
ки в 1 кг/см2 грунт претерпевает упруго-мгновенную деформацию, 
вслед за чем, в течение времени, развиваются структурные и струк­
турно-адсорбционные деформации (ползучесть), которые на графике 



выражены интегральной кривой АВ. В момент разгрузки образец гру,(. 
та пре!ерпевает упруго-восстанавливающуюся деформацию по ВС, ։ 
в дальнейшем в течение времени развиваются деформации упругого 
последействия и набухания.

Из этого же графика следует, что за счет необратимых (струк 
турных) деформаций со временем повышаются механические свой­
ства грунта, что в конечном итоге выражается значительным умень-

Фиа. I

шением величин мгновенных деформаций в момент разгрузки по срав­
нению с моментом нагрузки, т. е. в результате структурных и струк­
турно-адсорбционных деформаций грунт уплотняется и его прежние 
механические свойства не восстанавливаются.

Следовательно, при последующем цикле нагрузки-разгрузки ис­
ходное состояние грунта, по сравнению с первым циклом, совсем 
иное и ясно, что результаты, полученные из этих разных исходных 
состояний, не могут быть сопоставимы.

Механические свойства связных грунтов повышаются не толь 
ко за счет уплотнения в течение времени, но и за счет проявления- 
сцепления упрочнения (“), которое является результатом протекания 
физико-химических процессов на границе раздела твердых и жидких 
фаз грунта в течение времени.

Для выяснения вышеизложенного воспользуемся результатами 
серии опытов, проведенных над образцами нарушенной структуры 
грунта (лаб. № 3454), физические свойства которых перед опытом 
приведены в нашей работе (в).
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Четыре образца грунта нарушенной структуры были нагружены 
двумя ступенями нагрузок по 0.25 кг/см2, в компрессионных прибо- 
ах, с фиксацией мгновенных деформаций в момент приложения вто­

рых ступеней нагрузок. Причем первая пара образцов была выдер­
жана под первой ступенью в течение шести суток, а вторая пара— 

'одного часа. Результаты опытов сведены в таб. 1.
Таблица /

№№ 

п/п.

№№ 

опытов

Деф., соотв. перво­
му часу после при­
ложения первой 
ступени натр.» в 

микронах

Деф., соотв. 6 с* т- 
кам после прило­
жения первой сту­
пени нагрузки, в

микронах

Мгновенная дефор­
мация от второ 
ступени нагрузки.

в микронах

1 167-55 327 341 5
2 174-55 317 320 4
3 172-55 366 — 41
4 175-55 357 37

Анализируя результаты опытов, можно отметить следующее; 
несмотря на то, что за время выдерживания образцов грунта в тече­
ние шести суток имел место сравнительно небольшой рост деформа­
ции, упругие качества образцов, по сравнению с теми, которые были 
нагружены по истечению одного часа после приложения первой сту­
пени нагрузки, очень повысились. Такое поведение грунта нельзя 
объяснить иначе, как проявлением сцепления упрочнения.

Следовательно, в повышении упругих свойств грунта участвует 
не только фактор уплотнения в течение времени, но и фактор прояв­
ления сцепления упрочнения, который обусловлен временем выдер­
живания образцов под нагрузками (6).

Учитывая непостоянство механических свойств связных грунтов, 
необходимо пересмотреть общепринятое понятие „упругое постоянное" 
грунта и пользоваться таким понятием, которое будет наиболее точно 
отражать действительные механические свойства материала с учетом 
такого независимого переменного—как время.

Известно, что в теории ползучести (7). разработанной для бетон­
ных и железобетонных конструкций, исходя из специфических свойств 
бетона стареть в течение времени, пользуются понятием модуля 
мгновенной деформации, который для бетона не является постоянным, 
а изменяется в течение времени, вплоть до достижения бетоном своей 
старости.

Учитывая то обстоятельство, что связные грунты, как и бетоны, 
иеняют свои механические свойства в течение времени под воздей­
ствием тех или иных факторов, от понятия модуля упругости грунта 
() мы перешли к понятию модуля мгновенной деформации, который 
не является постоянным и изменяется в течение времени вплоть до 
Достижения грунтом упруго-уплотненного состояния. Модуль мгно-
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венной деформации соответствует конкретным физико-механическим 
свойствам грунта в определенный момент времени.

Что касается методики определения модуля мгновенной дефор­
мации, т. е. зависимости между мгновенными деформациями и напря 
жениями, то для этого необходимо оперировать не с одним, а с нес­
колькими образцами-близнецами, имеющими одинаковые физико-меха­
нические свойства.

Для определения мгновенных деформаций по разным значениям 
нагрузок, образцы-близнецы грунта параллельно испытывались под не­
сколькими нагрузками, путем их мгновенного, безударного нагруже­
ния с фиксацией мгновенных или условно-мгновенных деформаций (в).

Опыты проводились двумя способами: 1) способом испытания 
предварительно неуплотненных и 2) предварительно уплотненных об­
разцов грунта нагрузками 0,25 кг/см.- в течение одного часа. При 
этом по первому способу определялись условно-мгновенные дефор­
мации, а по второму способу—мгновенные деформации.

Нами были использованы четыре значения нагрузок: 0,25; 0,5, 
1,0 и 2,0 кг/см1.

Результаты испытания шести различных грунтов показали, что 
зависимость как между условно-мгновенными деформациями и напря­
жениями, так и между мгновенными деформациями и напряжениями 
с достаточной точностью выражается линейным законом.

Рассмотрим два примера определения вышеуказанной зависимости 
по двум вышеизложенным способам для грунта нарушенной структуры 
под лаборат. № 3454. Основные физические характеристики испытыва­
емых образцов приведены в табл. 2 и 3. Опыты проводились под во­
дой в приборах, указанных выше. В таблицах 2 и 3 помимо основных 
физических характеристик испытываемых образцов приведены значения 
внешних нагрузок, под которыми они испытывались в течение времени.

Таблица 2

№ № 

п/п

№ № 

опытов

Удельный Объемный Влажн. 

вес в г/см3 вес в г/см3 в %%

Коэффиц. Внешняя 
нагрузка

ПОРИСТ. в кг)См'‘

1

2

3

4

5

6

7

8

9

32-55

154 -55

33—55

155—55

34—.55 

162-55 

163—55

37-55

31-55

2.76 1,85

1,86

1 .85

1 .83 

1,83

1,82 

1.81

1,83

1 ,88

34,0

36,4

32,4

34,5

32,8

37,0

37,0

34,0

34,0

1 .00

I ,02 

0,97

I ,02 

1.01

1 .07

I ,09

I .02 

0.96

0,25

0,25

0,50

0,50

1 ,00

1 ,00

1,00

2,00

2,00
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Результаты экспериментальных исследований приведены на гра­
фиках фиг. 2 и 3.

В этих графиках для построения кривых зависимостей между 
мгновенными (условно-мгновенными) деформациями и напряжениями 
использована двухшкальная ось абсцисс со шкалами времени и 
нагрузок.

Из графиков следует, что вышеуказанные зависимости с доста­
точной точностью выражаются линейным законом. При этом модуль 
мгновенной (условно-мгновенной) деформации определяется как отно­
шение напряжения к относительной мгновенной (условно-мгновенной) 
деформации.

Наконец рассмотрим вопрос изменяемости во времени модуля 
мгновенной деформации, который тесно связан с переходом от поня­
тия модуля упругости к понятию модуля мгновенной деформации.

Фиг. 2

Фиг з.

Изменяемость механических свойств образца грунта во времени 
(старение) под действием постоянной нагрузки была показана на при­
зере фиг. 1.

Для выяснения вопроса изменяемости мгновенных деформаций, 
[когда внешняя нагрузка не постоянна, а нарастает во времени по не-
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Коэффиц.

порист.

Таблица $

Внешняя 
нагр. в 
кг/смгпп.

№ №

опытов

Удельный 
вес в 
г/см3

Объемный 
вес в 
г/см*

Влажн. 

в °/о°/о

№ №

1 172-55 2,76 1,82.5 31,4

2 175-55 1,859 37,7

3 173-55 > 1,850 31,4

4 177—55 • 1,845 37,7

5 171—55 1,798 31,4

6 176-55 • 1,850 37,4

7 178—55 V 1,840 37,4

0,98 

1,04

0,96 

1,06

1.01

1 ,05 

I ,06

0,25 

0.25 

0,50 

0,50 

1,00

1,00

2,00

которому закону, рост нагрузок был представлен в виде последова. 
тельно приложенных равных ступеней с фиксацией мгновенных (ус­
ловно-мгновенных) деформации в моменты приложения нагрузок. При 
этом, модуль мгновенной или условно-мгновенной деформации опре­

делялся, как отношение величины напряжения к величине относите­
льной мгновенной (условно-мгновенной) деформации от приложения 
данной ступени нагрузки в данный момент времени.

По результатам экспериментальных работ построены графики 
изменяемости во времени модуля мгновенной (условно-мгновенной) 
деформации в условиях переменных внешних нагрузок.

На графике фиг. 4 для примера приведена кривая изменяемости 
модуля мгновенной деформации (Е,) совместно с соответствующей ей 
кривой изменяемости относительных мгновенных деформаций (/х) во 
времени рассмотренного выше нами грунта при последовательном 
приложении равных ступеней нагрузок по 0,25 кг! см2, при выдержи­
вании образца грунта под каждой ступенью нагрузки в течение одно­
го часа.

Кривая изменяемости во времени модуля мгновенной деформа­
ции описана известным выражением (1) из теории ползучести Н. Х« 
Арутюняна (’)
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(1) 
при 8=1 и соответствующем подборе параметров £с и а по экспе­
риментальной кривой (значения параметров показаны на графике). 
Построенная кривая по вышеуказанной зависимости на графике 
фиг. 5 показана пунктирной линией.

В вышеприведенной зависимости Е (т)—модуль мгновенной дефор­
мации при возрасте материала т.

Институт стройматериалов и сооружений
Академии наук Армянской ССР

Ս- Ռ. ԱեՍՋՅԱՆ

Կաս|աէ|ցւ|ած զբու հաների ււեցմ՜մ՚ան առածզակւսհոլթյահ 
րհւււ թացրերի էрւււցե բ իւ£ե նաա| որոշմ՜ան հարցի շուրշթ

Հայտնի էք որ կապակցված դրունտնե րի առաձգականության հաստատուններ/» որոշ­

ման ժամանակ, առաձգական գե ֆ ո ր մ աց ի անե ր ը որոշվում են նմուշը հետևողականորեն 
բեռնավորման և րեռնաթափման միջոցով լարումների տարրեր մեծությունների պայման­
ներու մ ր

Առաձգական դե ֆո ր մ ա ց ի ան ե ր ի որոճման վերոհիշյաԼ մեթոգի կան ունի այն կա­

րևոր թերությունը^ որ նմուշի հետևողականորեն բեռնավորման և բեռնաթափման ժամա­

նակ փ ոփ ոթվում են նրա ֆի գի կական ե մեթանի կական հատկությունները ի >աշիվ Ժեա-
Հորդային դ ե ֆո ր մ ա ց ի ան ե ր ի է հ ետևարար ւ կոչված ^առաձգական դեֆորմացի
ներրֆք ոբոնք ստարվում են նմուշի րե ռնա վ ո ր մ ան-բ ե ոն ա թ ա փ մ ան տարբեր ց ի կլե ր ի ց 
համեմատեչի չեն իրար հետ։

'Լերոհիշյալ մեթոգիկայի կարևոր թ ե ր ո ւ թ յունն ե ր ի ց մեկն Էք այն Էէ որ հաչվի չի 
էսոնվում այնպիսի կարևոր անկաթ փոփոթականի ագդե ցու թ յ ուն բ է ին չպի ս ին — ժ տ մ ա- 
նակն Էէ

Հաշվի առնելով այն հանգամանբբ, որ վերոհիշյալ եղանակով որոշված այսպես 
կոչված {ա ռաձւլ ականո։ թ յան մոդուլը^ չի հ ա մ ա պա տ աս թ ան ո լմ իր իսկական կոչմանր, 
բանի որ հաշվարկի հիմբում ընկած {առաձգական դե ֆո ր մ ա ցի ան ե ր ի > մեջ մտնում են 
նաև Կողբային դ ե ֆ ո ր մ ա ց ի ան ե ր ը ք ապա ս» ռաձ դա կան ութ յ ան մոդուլի փոխարեն առա9 արկ-
վում է որոշել ա կՆթա ր թ ա յ ին դեֆորմացիայի մոդուլը։ Ըստ որում ա 
ֆորմացիայի մոդուլը դիտվում է որպես փոփոթական մեծություն: *

Ակնթարթային դեֆորմ ացիայի մոդուլի էքսպերիմենտալ որո

կնթարթային գե-

I որ մի բանի նմուշներ է ունեն մ ի ևն ույն ֆիգիկա՚լան և
մեխանիկական հատ կութ յո • նն ե ր րէ բեռնավորվում են տարբեր մ ե ծ ութ յ ուն ուն ե ց ո ղ բեռ­

ներով ե որոշվում է ակնթարթային դե ֆո րմ աց ի անե ր ը։

Փորձերը կա տարվել են երկու եդանակով՝

Լ Նմուշների ոչ նտթնական ճնշման և 2) նմուշներ նախնական ճնշման եղանա-
'['^րով։ Ը 9ին դեպբում որոշվել են պայմանական կնթարթային դեֆռր-
մ^ցիաներր (ոըոնբ հա մ ապատաս թան ում են բեռնավորումից հետո 5-րդ վայրկյանին)
ՒՍկ երկրորդ եղանակով՝ ակնթ ա ր թ տ յ ին դե ֆո բ մ ա ց ի աները։ Հ» բս պե ր ի մ ենտնե ր ի միջոցով

ս1,Արղված էէ որ թաթտված ստրուկտուրա ունեցող դրունտների համար ակնթարթային և 
պայմ տնական— ակնթարթային ղե ֆ ո ր մ ա ց ի ան ե ր ի ու լարվածությունների միջև ճշասւ- 
^յան թույլատրելի Ա ա հմաններում գոյություն ունի գծային կապ և ակնթարթային
*»Լ պա յ մ անական կնթարթայ!.՝».

ըհ թ ացբում գրանցվում է

դեֆորմացիայի մոդուլների փոփոթմ ան կո ր ը ժամա-~ 
Խ. հա ր ութ յ ուն յան ի սողբի տեսության Կայանի

ար*նչու թյայրէ
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ГИДРОЭНЕРГЕТИКА

Б. Л. Бумиатян

Об ограничителе расхода через реактивные гидротурбины 
(Представлено Н. X, Арутюняном 2O.VH1.1956)

При расчете гидравлического удара в реактивных гидротурбинах 
изменения расхода и давления Р в течение всего периода неуста- 
новившегося режима определяют в зависимости от изменения вели­
чины открытия направляющего аппарата (*՛2), т. е. принимают, что 
при работе турбины ограничителем расхода является величина меж­
лопаточной площади просвета Гн направляющего аппарата.

Если расход ограничивается сечением Г* и при переходных про­
цессах он уменьшается с уменьшением Ен, то согласно общей тео­
рии гидравлического удара (3), от сечения Рн вверх по течению по­
тока, давление увеличивается, а вниз по течению уменьшается, т. е. 
в зоне рабочего колеса давление уменьшается.

Такое положение не соответствует реальным условиям работы 
турбины и противоречит фактическим данным, поскольку в действи­
тельности при быстром уменьшении расхода давление над рабочим 
колесом увеличивается, а в отсасывающей трубе уменьшается, что 
сказывается на мощности турбины, на ее регулировании (4).

Для выявления этого несоответствия, в данной работе приво­
дится анализ движения потока через проточный тракт турбины, что 
делает возможным установить, где^именно происходит изменение рас­
хода и появляется перепад давления неустановившегося движения, 
ибо от этого существенно зависит метод расчета гидравлического 
удара, его влияние на работу турбины при переходных процессах и 
наши представления о режиме ее регулирования.

Расход через турбину при установившемся движении есть функ­
ция от напора Нр и от некоторого коэффициента расхода Я, харак­
теризующего данную турбину при данном режиме работы, т. е.

<2 = /(Н„;4). (1)
Здесь напор турбины, под которым протекает расход при любом 

установившемся режиме, равен
Нр = А -}- Н, (-)
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|де: Ь расходуется на преодоление вредного сопротивления направ. 
ляющего аппарата,

Н — расходуется на преодоление полезных и вредных сопротив 
лений рабочего колеса и отсасывающей трубы, причем

(3)

где С — суммарный коэффициент сопротивления направляющего аппарв- 
та, отнесенный к сечению Рн.

Поскольку при регулировании расхода через турбины сечение 
Р„ изменяется, то для любой турбины можно написать

(4)

1де Fc = const. — есть максимальное сечение направляющего аппарата.
При этих обозначениях выражение (2) запишется в виде:

(о)

Здесь Ф — вполне определенная функция для данной турбины. По 
экспериментальным данным В. С. Квятковского (5) вид этой функции 
для модельной турбины с рабочим колесом К 201 при п\ = 130 приведен 
на фиг. 1, там же нанесены кривые изменения (?; Нр н Н в завися-

мости от изменения -—. Как видно из этой фигуры, при изменении ве- 
Р<

личины относительного открытия от 1,0 до 0,5 значения С и Л = 
— Нр — Н очень мало изменяются и практически остаются постоян­
ными. Следовательно, при изменении открытия направляющего аппа­
рата в указанных пределах влияние изменения И на расход исчезающе 
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пало и согласно уравнению (1) расход изменяется только в зависи­
мости от коэффициента А, так как Нр Н = const.

Если — достаточно мало и находится в пределах от нуля до 
< с

близости открытия холостого хода, тогда изменения h будут значи­
тельными, как это видно из фиг. 1, и расход через турбину теперь 

Гн будет зависеть от —•
Fc

Таким образом, в рабочей зоне турбины, где С — const, h = const 
очень малая величина; в уравнении (1) Нр можно заменить через Н 
и расход турбины определится функцией

Л). (6)

Чтобы раскрыть вид этой функции и установить аналитическую 
зависимость между этими величинами, обратимся к теории гидротур­
бины.

Из этой теории известно, что протекающий расход воды, входя 
в рабочее колесо, совершает там некоторую работу, которая выра­
жается вращением^ турбины с числом оборотов п при вращающем 
моменте М.

Эта работа является разультатом взаимодействия потока с ло­
пастями рабочего колеса и она меняется при изменении поля скоро­
стей перед и за колесом.

Если вектор абсолютной скорости у входа и и2 у выхода из 
рабочего колеса составляют урлы и с соответствующими окруж­
ными скоростями и и2, то при изменении этих углов работа тур­
бины изменится, что следует и из основного уравнения работы гидро­
турбины, записанного в виде

gHт] = cos — u2v2 cos аг, (7)
где — кпд турбины при данном режиме работы,

"> = — sin а
v2 cos а2 = и2 — vn, ctg 03 (8)

пЯ| И и„3— составляющие и а2 по направлению нормали к сечениям 
у входа и у выхода А2 из рабочего колеса.

— угол между относительной скоростью потока и и2.
Из условия неразрывности

<։ и г2 — расстояния центра тяжести сечений Р1 и Г2 от оси враще­
ния турбины,

/։ и /а — размах лопасти у входа и у выхода из рабочего колеса.
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Подставляя (8) и (9) в (7) и учитывая, что и = ФV 
и ц = шг, где ’р — коэффициент окружной скорости, после преобразо­
вания получим

(10>

Согласно формуле (10) изменение расхода через турбину, в пре­
делах ее рабочей зоны, можно осуществить только путем изменения 
угла а։ и £2, поскольку все величины, входящие в эту формулу, за 
исключением кпд, постоянные для данной турбины.

Следовательно, при повороте направляющего аппарата, независи­
мо от того, изменяется-ли его открытие или нет, согласно формуле 
(10) расход изменится.

Обозначим для сокращения

тогда получим
(? = Л/2^ . (12)

Коэффициент А характеризует закон изменения расхода через 
реактивную турбину и определяется ее геометрическими и энергети­
ческими характеристиками.

Принимая статические и динамические характеристики турбины 
одинаковыми (в), можно пользоваться формулой (12), записанной в 
безразмерных величинах в виде

? = , (13)

где <7= —; АV
Здесь величины с индексом (°) относятся к значениям расхода, 

коэффициента расхода и напора в начальный момент неустановившегося 
режима, а величины без индексов—к их значениям при неустановив- 
шемся режиме.

Как видно из формулы (11) и (13), величина - является безраз­
мерным коэффициентом относительного изменения расхода через реак­
тивные турбины при переходных процессах и имеет выражение и 
физический смысл совершенно отличных от принятых в литера­
туре.

Отметим, что при выводе формулы (10) принято, что вектор ско­
рости ю2 направлен по дужке лопасти у выхода из рабочего колеса.
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Это положение имеет место только при режиме работы ту|бы- 
ны с „безударным входом", а в других режимах w» несколько отхо­
дит от направления дужки, что влияет на кпд турбины.

Поскольку значения А определяются из характеристики турбины, 
где влияния этих отклонений учтены, то в формуле (10) для всех 
режимов жестко-лопастных турбин р2 = con st, а для поворотно-лопа­
стных турбин р2 меняется в соответствии с комбинаторной связью с 
регулятором. Имея изменения а։ и р2 по времени, из энергетических 
характеристик турбины можно определить А и т при переходных 
процессах.

Водно-энергетический институт
Академии наук՛Армянской ССР

Р- Լ- ԲՈՒՆԻԱ^ՅԱՆ

11*եա1|ւոխւ| in>iuрр|iGGLр |](j Ь|р|> ս<յսհւ£սւհափակ|ւ iTiuupG

քՒեակտիէք տ ու ր բ իննե ր ո ւմ հ ի ղ ր ա վ լ ի կա կան հարվածի հաշվման ղե պքում t ընղու֊ 
նու֊յ են , որ ամրողՀ չհաստատված շարժման մ ա մ ան տ կա մ ի Հո ց ում Հ ր ի ծախքը կախված 
( տուրրինայի ու-ղղի^ ա ԱԼ ա I9 ա ա է՛ րացված ր ի մ Լ ծ ո լթ յ ո ւն ի ց է

ք^ղունելությունը կամովին կ և չի համապատասխանում ոչ տուրրինա յՒ և

°? հի ղ րա վլի կական հարվածի տեսությանը։
հր ականում տուր ր ին ա յ ի ծ ա խ ր ի ա ր ա ղ փ ոքբացման ղեպքու մ , Հրի ճնշումը ա

անիվի մուտքի մ ոտ աճում է իսկ ելքի մոտ նվաղ բար, համաձայն հ ի ղ ր ա վլի —

կական հարվածի' տեսության ծախքի փ ո փ ոխ ո Լ թ յ ո ւնն ե ր ր պետք է տեղի ունենան աշ խա­

ղ անիվի иահմաններումէ

Այղ ապացոէ ցելու հաւք ար հողվածում ո ե ա կ m ի վ տուրրինների ծախքէ.

փոփոխման օր ենրը । ելնելով ւ

-Ւշմ ալ Տ ա վ ա и ար ման ե 
միզողով ապացուցվում է, որ

տուրբինների աշխատանքի հիմնական ւավասարույՒտ> 
տուրրինայի աշխատանքի ֆ ի ղ ի կ ա կ ան կողմի վերլուծման

րբ ինայի ծախրրէ նրա տվյալ աշխատ

Ժումք սահմանափակվում է աշխատող անիվով ե կախված չէ nLllllh 

մե ծություն ից t

անքակին ոեժի- 
ատի բացվածքի

Տեսական վերլուծությունների միՀոցո ցվում կ մի հաշվային րանաձեք որով

կարելի է որոշել ռեակտիվ տուրրինայի ծախք ր, նրա ցանկացած աշխատանքային ոեմի- 
մում։ Այղ բանաձևից հետևում է, որ տվյալ տուրրինայի ծախքի մեծությունը կախված 
է նրա աշխատող անիվի մուտքի մոտ Հրի հոսանքի բացարձակ արաղության ո»ղղոէթյու- 
^իցւ Փո խե լով այդ արաղության ուղղութ յոլն ր փոխվում է նաև ծախքը' անկախ նրա

ուղղիչ ապարատի բացվածքի մե ծությունիցt

Լիշյալ բանաձևը բացի տուրրինայի ծախքի օրենքի պա ր ղա ր ան ե լո ւ д, հնարավո֊ 
րութ յուն է տալիս ավելի ճշղրտորեն հաշվելու հ ի ղ ր ա վ լի կա կ ան հարվածի մեծությունր, 
ինչպես ան շարմ֊թիակայինՀ այնպես էլ պտսւվոզ — թիակային ոեակտիվ ա чլրրինների

ղեպրու յ ձ լիովին համապատասխանում է երևույթի ֆիզիկական բնույթ ին ։
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О некоторых особенностях окислительного распада и 
аэробной ассимиляции уксусной кислоты дрожжевыми организмами

(Представлено 16.V11I.1956)

В последние годы изучению путей окислительного распада и ас­
симиляции уксусной кислоты, а также участию последней в биосин­
тезе аминокислот у дрожжевых организмов уделялось большое вни­
мание.

Наряду с этим сравнительно меньше внимания обращалось на изу­
чение закономерностей размножения дрожжевых организмов при аэроб­
ной ассимиляции уксусной кислоты, когда последняя присутствует в 
качестве единственного источника углерода.

- г „ максимально усвоеннаяНедостаточно изучались в частности соотношения: 7
СН3СООН . , , . синтезированная биомасса

'сн.сбон (коэффициент усвоения
______ Օշ выделившийся СО*
СН3СООН’ усвоенная СНЭСООН 11

углерод биомассы Ч-углерод СО2
углерод субстрата

заданная 
потребленный 

усвоенная

Эти количественные соотношения представляют определенный 
теоретический и практ ический интерес — они характеризуют количест­
венную сторону окислительного распада и ассимиляции уксусной кис­
лоты, а в условиях производства служат критерием для установления 
норм расхода кислорода, выхода биомассы и др.

Настоящая работа посвящена изучению вышеуказанных коли­
чественных соотношений при аэробной ассимиляции уксусной кис­
лоты в качестве единственного источника углерода. Кроме того, про­
ведено исследование в условиях применения уксусной кислоты, мече’ 
ной в карбоксильной группе радиоактивным углеродом С14, для 
определения участия каждого из атомов углерода в образовании СО3 
и клеточной массы.

Исследования окислительного распада и аэробной ассимиляции 
уксусной кислоты проведены отдельными исследователями не всегда 
в одинаковых условиях, что лишает возможности сравнения получен­
ных результатов. В частности, ряд исследований проведен не всегда 
в полноценных для роста и размножения клеток условиях (1-7).
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Особенность приведенного нами экспериментального материала 
заключается в том, что он получен с дрожжевой культурой, усва­
ивающей уксусную кислоту без предварительной адаптации и лаг фа- 
зы роста культуры, представляющей высокую степень усвоения, об­
ладающей и высокой степенью синтеза биомассы, из уксусной кис­
лоты. при образовании в среде 3—4 генераций клеток.

Методика исследования. Объектом исследования служил штамм 
дрожжей из рода Candida, содержащийся постоянно на агаре с 1°;н 
ксилозы. Перед опытом, за 18 — 24 часа, он пересевался в жидкую 
среду с 1 °/0 ксилозы.

После тщательного промывания дистиллированной водой молодая 
культура засевалась в опытную среду из расчета 5—8 мг сухой мас­
сы на 100 мл среды.

Опытная среда имела следующий состав — уксусная кислота 
8—10 г, половина которой нейтрализовалась 1 N раствором NH4OH, 
КН2РО4—6 г, MgSO։. 7Н2О—1,00 г, СаС12. 6Н2О-0,10 г, 2п++(из 
ZnSO։ 7Н2О)—6О7, Fe++ (из FeSO4. 7Н2О)—100 7, вода водопровод­
ная— 1 л.

В качестве источника биологических активаторов к среде добав­
лялся экстракт солодовых ростков из расчета 33,3 мл на 1 л. В этом 
количестве экстракта содержались 17 мг органического азота, из 
коих 5 мг амидного азота аспарагина и 116 мг органического углерода, 
из коих 14,6 мг аспарагинового.

Опыты проводились частично в специальной аппаратуре (8) в 
Т-образных сосудах, наполненных 15—30 мл среды и частично в 
аппарате Варбурга при содержании 1,6—2,2 мл среды в сосудике.

Продолжительность опытов колебалась от 9 до 12 час., темпе­
ратура поддерживалась при 34±1°С, а pH колебалась в пределах 
5-7.

Опыты с радиоактивной уксусной кислотой проводились с 
СН3С14ООН активностью 11,5 птС в 1 мл, которая добавлялась к ос­
новной среде после разбавления до концентрации 12-10՜4; активность 
последнего раствора равнялась 13,8 рС /мл соответствующей 3.10՜ 
распад мин/лы.

Активность препаратов была подсчитана торцовым счетчиком 
с помощью известной техники. Результаты подсчетов корректиро֊ 
вались на самоослабление. Перед каждой серией подсчетов была 
определена доля испускаемых препаратом ^-частиц по счетчику; в 
отдельных сериях она колебалась от 0,4 до 1,0 °/0.

/. Коэффициент усвоения, синтез биомассы и выделение СО2 
при аэробной ассимиляции уксусной кислоты. Экспериментальные 
результаты приведены в табл. 1.

' Результаты экспериментов показывают, что исследуемый дрож­
жевой организм способен усвоить более 94 °/0 заданной уксусной
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№№ 
опыт.

Таблица 1
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СНзСООН
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СНзСООНо и- 

хи* * С
и ва
։ 

би
< 

м
г 3 3 М V 

°/о о/_ /о °/0

* означает концентрацию

I

2 

Средн.

438 421 186 233 96,4 44,0 55.2

272 252 108 164 92,8 42,8 65,0

■ — — ■ " — •— 94,6 43,4 60,1

кислоты в среде с исходной концентрацией ее около 0,80 °/0 и син­
тезирует биомассу до 44 °/о (в абсолютно сухих веществах) от усвоен­
ной уксусной кислоты. Последние данные превышают на 5 °/0 выход 
биомассы, полученной в подобной среде культурой Тоги1ор$։$ иЬ’Нз (*).

2. Поглощение кислорода при аэробной ассимиляции СН3СООН 
и СН3СНООН. Динамика и количество поглощенного кислорода были 
параллельно исследованы, с одной стороны, при ассимиляции ксилозы 
и СН3СООН и с другой — при ассимиляции СН3СООН и СН3С14ООН. 

Результаты этих исследований приведены в табл. 2 и на рис. 1 и 2.

Таблица 2

I серия II серия

Кси­
лоза

СН3СООН СН3СООН СН3СООН+СНЭС14ООН

Объем среды в сосуди­
ках (мл)

Исходи, концентрация 
субстрата в среде 
в г °/0

Исходи, колич. субстра­
та в сосудиках (мг)

Исходная активность в 
одном՜ сосудике (тС)

Усвоенный субстрат ^чг)

Потребленный Ог (мг)

Синтезированная био­
масса (мг)

Синтезирован, биомас­
са % усвоен, субстрат'0

г-атом кислорода на 
I г-моль субстрата

Генерации клеток

2.2

0,89

19,5

7.5

2,71

3,85

50,0

3.4.

3

2.2

0,81

17,2

4,84

2,84

2.17

45,0

2.2

2

1.6

0,70

Н.2

3,0

1,74

1.5

50,0

2.2

2

0,70+ 
0,0016*

11,2+ 
О.006*

0,069

1 ,С6

1.6

0 70+
0,0072*

11,2+
0,012*

0,138

1,84

1.6

0,70 + 
0,072*

11,2+
0,12*

1,38

1,53

1,5

или количество СН5СиООН.
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Полученные результаты показывают следующее:
а) окислительный распад и аэробная ассимиляция уксусной кис­

лоты происходят у исследуемого организма без предварительного 
периода адаптации или лаг фазы; в этих условиях динамика пог՝ 
лощения кислорода не представляет никакого расхождения в средах

02-мм3

1000

500

Рис. 1.

ксилоза 
уксусная к-та.

240
Ьремя-мин

Рис. 2.

Ьремя-мин

с ксилозой или уксусной кислотой; окислительный распад субстрата 
происходит медленнее в случае с уксусной кислотой, чем с ксилозой, 
вследствие чего в первом случае размножение клеток происходит мед­
леннее, чем во втором;
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6) при окислительном распаде уксусной кислоты, сопровожда­
ющемся размножением дрожжевых клеток, поглощается 2.2 грамм- 
атома кислорода на каждую молекулу субстрата; такое количество 
значительно превышает расход кислорода, присущий окислительному 
распаду и ассимиляции глюкозы и ксилозы (։о);

в) наличие в основной среде уксусной кислоты, меченой в 
карбоксиле радиоактивным изотопом С14 в концентрациях в пределах 
0,86—86 рС в 100 мл, не оказывает заметного влияния на динамику 
поглощения кислорода и слабо угнетает синтез биомассы.

Это дало нам основание провести опыты по усвоению СН3С’4ООН 
в широком диапазоне концентраций радиоактивного соединения.

Явление временного угнетения дыхания дрожжей, описанное 
П. А. Власюком (“) с радиоактивным фосфором (Р32) в дозах выше 
10 рС в 100 мл, нами не наблюдалось.

3. Баланс углерода при аэробной ассимиляции СН3СООН и 
СН3С14ООН- Результаты параллельных опытов, проведенных с СН3СООН 
и СН3С14ООН, представлены в табл. 3.

Таблица 3

Источник углерода

Распределение углерода

СНзСООН | СНзСООН т СН,С‘ЮОН

о

мг
активность 

во всей про­
бе н.мп/мнн

о о а ио

В на­
чале 

опыта

В кон- 
не 
опыта

В исходной среде 

в том числе: 

в уксусной кислоте 

в биоактиваторах 

В посевных дрожжах 

Сумма

В остаточной среде 

в том числе: 

в уксусной кислоте 

в биоактиваторах 

в продуктах метаболизма

В дрожжах 

в том числе: в раз­

множившихся

В СО2 

Сумма

5.3

5.2

0.1

0.1

5.4

4.05

3.8

0.1

0.15

0,78

0,68 

0,57 

5.40

98,2

96,4

1.8

1.8

100

75,0

70,5

1.8

2.7

11.5

12,6

10,5

100

11.0

48.5

40,5

121 100

2100

2215

70351 2

1 усвоенный углерод подсчитан по формуле: углерод первоначальной уксусной 

кислоты -углерод остаточной уксусной кислоты.
։ представляет сумму газообразного и растворимого С14О;

1; 350

17.4

К.З 24

58,3 76

94,0 100
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Полученные результаты показывают следующее:
а) при аэробно։։ ассимиляции немеченой уксусной кислоты угле­

род распределяется так֊48,5 °/0 в размножившихся клетках дрожжей, 
40,5 0 0 в выделенном СО2 и до II °/0 накапливается в среде, в виде 
промежуточных продуктов метаболизма; эти данные опровергают ре­
зультат Винцлера, указывающие окисление 2/3 уксусной кислоты д0 
СО2 (-')  и значительно отклоняется от уравнения, предложенного 
Ван-Пилем и Коэном (13), в котором каждый из двух атомов углерода 
распределяется по-одному в СО2 и в биомассе;

*

б) л» и аэробной ассимиляции меченой уксусной кислоты на­
блюдается совершенно иная картина.

Усвоенный С1՜’ распределяется: в дрожжах только 24 °/0, а в СО, 
выделяется 76 °/0.

Кажущееся противоречие результатов в двух случаях можно 
истолковать на основе некоторых известных фактов о разнозначимости 
каждого из атомов углерода уксусной кислоты в образовании био­
массы и СО2.

Полученные нами результаты доказывают, что при аэробной ас­
симиляции радиоактивного углеро; а СН3С14ООН суммарная картина 
сводится к следующему: из каждых 4 атомов С14 при распаде суб- 
стата 3 атома выделяются в виде С14О2 и только 1 атом включается 
в реакции по биосинтезу.

Сопоставление результатов параллельных опытов с СН3СООН л 
СН3С14ООН приводит нас к заключению, что метильная группа уксус­
ной кислоты участвует преимущественно в реакциях по синтезу кле­
точной массы и частично только в образовании СО2. Наши данные, 
полученные с новым видом дрожжевого организма из рода Candida 
и по другой методике, дополняют результаты Эреисверда и др. (°) с 
Torulopsis utilis. Эти исследователи путем применения дважды меченой

С14уксусной кислоты (С13Н3С’4ООН) с соотношением ^֊Гз= 1 установи­

ли, что cooi ношение это в выделенном СО2 доходит до двух.
Вышеприведенные исследования приводят нас к следующим вы­

водам.
1. Исследуемый дрожжевой о, ганизм из рода Candida обладав! 

высоким коэффициентом усвоения уксусной кислоты, который дости­
гает до 96 °/0 заданного количества.

2. В условиях аэробиоза исследуемый организм синтезирует в 
в среднем 43,4 °/0 клеточной биомассы (в абсолютно-сухом веществе) 
и выделяет 60 ’70 СО2 от усвоенной уксусной кислоты. При этом 
потребляются 2,2 грамм-атома кислорода на каждую молекулу уксус­
ной кислоты.

3. При аэробном размножении дрожжей Candida суммарное рас­
пределение углерода субстрата происходит следующим образом: 48,5 ° 
в синтезированной биомассе в выделенном СО2, а 11% остается в среде-
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Опыты с меченой уксусной кислотой (СН3СиООН) показали, что 
оба атома углерода уксусной кислоты не равнозначны в процессе аэроб­
ного метаболизма: С14 карбоксильной группы выделяется на 76 °/0 в виде 
С14О։ и только 24 °/0 его накапливается в биомассе и в промежуточ­
ных метаболитах.

При этом наибольшая доля углерода метильной группы идет го 
пути биосинтеза клеточной массы.

Институт животноводства и ветеринарии 
МСХ Армянской ССР

Н- Ա. ՏեՐ-ԿԱՐԱՊեՏՅԱՆ-
И. Մ. ՕրԱՆՋԱՆՅԱՆ եՎ Շ Ա ԱՎԱԳՅԱՆ

Շաքարասնկային օրգան իգւքքւԼր |ւ կոգւքից թացախ шррЦ ի օթսիգատիՀ 
թայթսուքան և шЬрир ասիմիլյացիայի մ՛ի թանի 

1ւասւկսւթւու_նների մ՛ասին

*Լեր9ին էք աւքւսնակ՚նե րս մեծ ո Լշա ղ ր " Լ թ յ ո ւն է ղ արձված քացախաթթվի 4Հ/ —

տիվ րսյյրա/ման ուղիների ուս ո ւմև ա и ի ր ո ւ թ յան ր և նրա մ ա սն ակ ցո» թ յան ր շաքարասրն֊ 
կային օրղանիղմեերի կատարվող ա մ ին ո թ թ ունև ր ի и ին թ ե ղ ի մե9:

Համեմատաբար ավելի րի\ ո լ շա ղ ր ութ յ ուն Լ դարձված շաքարասնկերի բաղմացման
օրինաչ ավաւթ յուննե ր ի վրա, քացախաթթվի 
երր վերջինս ած խածն ի միակ աղ ր յուրն է։

Ոչ բավարար են ուսումնասիրված > ե տ և յ ա լ

աերոր ա и ի մ ի լյա ղ ի այի

փ Ո խհ ա բա րե ր ութ յո ւն նԼրր

րացված СН3СООН
ված СН3СООН

ված Օ3

сн,спои'
Այս քանակական 
'ներկայացն ումՏ

(յուրացման ւլ и րւ^ ա 1վւ ւյ) է
սինթեղված րիո մասսա 
յուրացված СНзСООН'

պայմանն երում ,

տըր-

ան 9ատված СОэ 
յուրացված СН3СООН 

հարաբե բութ յուննե րր

յսւրաղ֊ 
ած խածին

սուբստրատի ածխածին
տեսական և պրակտիկ հետաքրրրու թ յ ո ւն ե ն

Ներկա աշխատանրր վերաբերվում է վերոհիշյալ քանակական փ ո ի, հ ա ր ա ր ե ր ո ւ թ յ ո ւ 7. - 
ների ուս ու մե ա и ի ր ո լթ յ ան ր քա ցա խա ԲԲ‘11՛ աերոր մետարոյիէլԱի պայմաններում, երբ միՀա֊ 
վայրում չկա ած խածն ի ուրխ աղբյուր,

թացի ղրանից հետաղոտվել է նաև ոաղիոակտիվ իզոտոպային քացախէսթ թ վ ի աժ- 
խածն ի (С11) մասնակցութ յունբ CO ի 4 Բբային մասսայի ա^ա^ացման մ ե 9։

Հետազոտությունների մ ե թ ո ղ ի կա կան և է րս պե ր ի մ են տ ա ( մասր նկարագրված են

և

Ստացված արղյունբներր հանղեցնում են հետևյալ եզրակացություններին.
1. Հե տաւլոտվ ող շաքարասնկային սրղանիղմր, ո ր ր պատկանում է СЗП(Ис1 1 ցեղին,

ունի քացախաթթվի յուբ ա ցմ ան բարձր ղործակից, մինչև 98 տոկոս ի:
2. Աերոբիողի պայմաններում հեաաղոտվող սրղանիղմր յուրացված րացաիա^ 

թթվից սինթեղում է մի9ին հաշվով 43,4 տոկոս ր99ային րիոմասսա (բացարձակ չոր 
րաշով) և անհատում է 60 տոկոս ԸՕշք Այս դեպքում քացախաթթվի ամեն մի մոչեդուչի 
Օքսիղացման համար օղտադ ործվում է 2,2 դրամ֊ատոմ թթվածին,

2» ՇՅՈէհւՆւ ցեղի շաքարասնկերի աերոր բաղմացման պայմաններում սուբստրա­
տի ածխածնի ղում արային տեղաբաշխում ր կատարվում է հետևյալ կերպ  18 տոկոս ր 
անցնում է սինթեղված բիոմասսայի մե9, 40,3 տոկոսի անջատված ԸՕշ-ի մեջ, իսկ 11

*

տոկոս ր է/ե ում ե մի 9 ավ այ րի մե 9 Г
4 • /*ղոտ  ո պայ[,ն րացսփաթ թ վո,[ (СНЛС’*ООН)  փորձերր Ц-ւ֊յց տվեցին, որ աերոր 

մետարոլիղմ ի ղե Ալրում ա,խա,նի երկու ատոՀեերր համարվեր չեն կարրո~

131



ր и ի I C l4J' տոկոսն ան Հատ if ո ւ մ Լ որպես C* 40j ե միայն 24 տոկոսը կուտակվի .
Հ րիոմտսսայի և մ ի Հաւք այր ի մ ե տ ա ր ո լ ի ւոն և ր ի «//ijU

Այս ղեպրում մեթիլ քս մր ի ած քսածն ի մեծ մասը ղնոլմ է ր Հ Հային նյու. րհ- 
ս ՒնԲե,1Ւ ուղղութ յամ րէ
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ДО К Л А Д Ы А К А Д Е М И И НАУК АРМЯН С К О И ССР

*ХХШ 1956 Г՜

ГЕОЛОГИЯ

С. С. Ванюшин и Э. Г. Малхасян

О возрасте субвулканических и гипабиссальных 
образований Кафанского рудного поля

(Представлено И. Г. Магакьяном 23.VII. 1956)

Кафанский рудный район по своему геологическому строению и 
металлогении является одним из интереснейших и сложных регионов 
Малого Кавказа.

Согласно произведенному по работам ИГН АН Арм. ССР текто­
но-магматического районирования, впервые И. Г. Магакьян (1), а за­
тем С. С. Мкртчян (2) и другие исследователи разделяют Кафанский 
регион крупным Гиратахским разломом на две части: западную, вклю­
чающую Каджаранский рудный район, и восточную, включающую Ка­
фанский рудный район, резко отличающиеся друг от друга по своему 
геологическому строению, слагающим их породам, типам оруденения.

Кафанский рудный район с типичным для него медным и поли­
металлическим оруденением характеризуется широким развитием об­
разований юрского периода, представленными породами эффузивной 
фации и их пирокластическими продуктами, а также мелкими субвул­
каническими и гипабиссальными интрузивными телами. В тектоно-маг­
матическом отношении он входит в Сомхето-Кировабадскую зону.

Характерной чертой Каджаранского рудного района является ши­
рокое развитие медно-молибденового оруденения, наличие крупных 
гранитоидных интрузивных массивов третичного времени, а также 
отсутствие мезозойских от ложений и медного оруденения Кафанского 
типа.

Целью настоящего сообщения является уточнение возраста суб­
вулканических (кварцевые порфиры и кварцевые альбитофиры) и гип­
абиссальных (габбро-диабазы, микродиориты) образований Кафанско­
го рудного района, а также установление взаимоотношений орудене­
ния с указанными породами.

До настоящего времени все указанные разновидности пород от­
носились многими исследователями (В. Г. Грушевой (3), В. Н. Котляр 
(*), А. Л. Додин («’ ь), Ю. А. Арапов и Д. Н. Логвин) к типичным ин­
трузивным образованиям и рассматривались как сателлиты крупного 
Конгур-Алангезского плутона третичного возраста, находящегося, как 
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известно, в другой (Еревано-Ордубадской) тектоно-магматической зо­
не. имеющей иную геологическую историю развития. Возраст указан­
ных сателлитов также рассматривался как третичный.

Впервые в 1953 году в работе Р. А. Аракеляна и Г. О. Пиджина 
(6) был обоснован доверхнеюрский возраст магматических пород и 
оруденения Кафанского месторождения, что явилось ценным вкладом! 
в дело изучения месторождения. Вместе с тем, ряд вопросов взаимо­
отношений интрузивных и эффузивных пород трактуется авторами 
без подтверждения фактами наблюдения таковых в природе.

Кварцевые порфиры, кварцевые альбитофиры, габбро-диориты и 
диабазы рассматриваются Р. А. Аракеляном и Г. О. Пиджяном как 
корни доверхнеюрских эффузий, образовавших покровы кварцевых, 
кварц-плагиоклазовых и авгитовых порфиритов. К сожалению, в под­
тверждение выдвинутой идеи, указанные авторы не могли привести в 
своей работе ни одного факта действительного перехода даек в пок­
ровы, что должно было иметь место в особенности в районе установ­
ленных ими многочисленных центров излияния эффузивов.

Фактический материал относительно взаимоотношений интрузив­
ных и эффузивных пород в районе находится в полном противоречии 
с мнением указанных авторов.

В результате многолетнего изучения геологии рудников, деталь­
ных полевых работ, а также петрографических исследований извер 
женных пород Кафанского рудного поля нам удалось в фациальном 
отношении интрузивный комплекс подразделить на: 1> субвулканичес­
кие образования (кварцевые порфиры, кварцевые альбитофиры) и 
2) гипабиссальные образования (габбро-диабазы, микродиориты).

Кварцевые порфиры. Наблюдения Ю. А. Лейе, а также авторов 
статьи подтвердили мнение о среднеюрском возрасте кварцевых пор­
фиров на горе Саяд-даш, где последние перекрываются фаунистичес- 
ки охарактеризованной верхней осадочной толщей средней юры, что 
и позволяет считать возраст кварцевых порфиров среднеюрским. Одна­
ко в районе исследования кварцевые порфириты залегают гипсомет­
рически гораздо ниже кварцевых порфиров, последние прорывают всю 
среднеюрскую толщу вплоть до основания верхней юры (гора Саяд- 
даш, у с. Норашеник и в Банном ручье).

Поэтому кварцевые порфиры никак нельзя рассматривать как 
„корни" кварцевых порфиритов.

кварцевые альбитофиры. В районе селения Башкенд неболь­
шое тело кварцевых альбитофиров прорывает свиту туфобрекчий и 
; уфоконгломератов верхней юры, что было отмечено еще в 1945 го­
ду Ю. А. Араповым. Л. К. Конюшевский (’), посетивший Кафанский 
район в 1911 году, считал возраст кварцевых альбитофиров дотитон- 
ским, с чем следует согласиться, основываясь на возрасте кварцевых 
альбитофиров соседних областей Сомхето-Кировабадской тектоничес­
кой зоны, где их возраст решен как верхнеюрский.
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Несостоятельность мнения Р. А. Аракеляна и Г. О. Пиджяна об 
отнесении кварцевых альбитофиров к корням кварц-плагиоклазовых 
порфиритов средней юры, убедительно опровергается фактом пересе­
чения кварцевыми альбитофирами свиты туфобрекчий и туфоконгло- 
иератов в основании верхней юры, перекрывающих в районе рудника 
№7—10 покровы плагиоклазовых и кварцевых порфиритов средней юры.

Габбро-диабазы. Самыми молодыми интрузивными образования­
ми Кафанского рудного района являются штокообразные магма иче- 
ские тела габбро-диабазов (ранее именовавшиеся габбро-диоритами) и 
микродиоритов гипабиссального характера, завершающими мезозойский 
магматический цикл данного региона. Это подтверждается фактами 
прорывания габбро-диабазами гид| отермально измененных пород и руд­
ных жил в рудниках (№ 6, Халадж) района с. с. Бех и Кэварт. ущелье 
р. Гюткумчет.

Р. А. Аракелян и Г. О. Пиджян (1953 г.) габбро-диабазы (габ­
бро-диориты) и микродиориты считали корнями авгитовых порфиритов, 
залегающих в нижних горизонтах среднеюрской толщи. Меж; у тем, 
выходы этих пород, как указано выше, рвут эффузивы средней и верх­
ней юры. Следовательно, нет никаких оснований считать габбро-диаба­
зы корнями среднеюрских порфиритовых толщ; нет оснований также 
относить их к дериватам Конгу р-Алангезского плутона, как это счи- 

։тали В. Н. Котляр, В. Г. Грушевой и А. Л Додин и др., так как на­
хождение последних в другой тектонической зоне, а также сравнение 
многочисленных химических анализов показывает, что эти породы по 
своим петрохимическим особенностям довольно сильно отличаются от 

՛ одноименных пород Конгур-Алангезского плутона.
Возможно Кафанские габбро-диабазы и микродиориты связаны с 

крупным Цавским интрузивом мелового (?) возраста, который нахо­
дится в той-же тектонической зоне и имеет черты сходства с этими 
интрузивами.

О связи оруденения с интрузиями. Большинство предыдущих 
исследователей (4- 5՛ ”) связывали генетически оруденение Кафанского 
месторождения с габбро-диоритами; нами установлено, однако, что 
последние рвут рудные жилы и гидротермально измененные породы 
и не несут никаких следов оруденения, являясь, таким образом, пост­
рудными образованиями.

Результатами многочисленных исследований и спектральных ана­
лизов вмещающих пород мнение Аракеляна Р. А. и Пиджяна Г. О. 
о генетической связи оруденения с кварцевыми альбитофирами и квар­
цевыми порфирами подтверждается.

Мезозойский возраст оруденения, впервые предположительно от­
меченный И. Г. Магакьяном, затем подтвержденный Р. А. Аракеля­
ном и Г. О. Пиджяном, также подтверждается нашими исследования­
ми. Учитывая факт прорывания туфоконгломератов и туфобрекчий 
верхней юры кварцевыми альбитофирами, с которыми связано оруде­
нение, возраст оруденения следует считать не среднеюрским, а сред­
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не-верхнеюрским, считая, что формирование Кафанского месторожде- 
ния происходило в конце средней и в начале верхней юры.

Резюмируя вышеизложенное, мы приходим к следующим вы­
водам:

I. Формирование интрузивных тел в Кафанском рудном поле 
имело место в условиях различных глубин, по отношению к земной 
поверхности, что получило выражение в возникновении двух фации 
магматических пород — субвулканической (кварцевые порфиры и квар­
цевые альбитофиры) и гипабисальной (габбро-диабазы и микродио- 
риты).

2. Возраст кварцевых порфиров датируется средней юрой, а воз­
раст кварцевых альбитофиров началом верхней юры.

3. Возраст габбро-диабазов и микродиоритов мы склонны считать 
меловым. По отношению к оруденению эти породы являются поструд­
ными.

Институт геологических наук
Академии наук Армянской ССР

Ս- Ս ՎԱՆՅՈՒէՒՆ եՎ է. Գ- ՍԱԼԽԱՍՅԱՆ
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qujuignuif Gbp|ւ hiuuuit||> մ՚աււիհ
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Ջնայաֆ ա/ն ր ան քւն ք пр այրյ ^ր^անոլմ
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տակար հանածոներին նվիրված շատ հարցեր 1/ ին \ ե օրս էքետցեք են չլուծված։

Ո ւ ո ո t ifb աս ի րե յո վ ‘Լաֆանի հանրային գաչտի ս ո ւ ր հ ր ա ր ի, ւս / ին ե կիսախորրային 
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հրարքսային (կվարցային պորֆիրներ և կվարցային ա յ րիտոֆիրներ) ե կի ս աիէ ո ր ր ա յին 
( գ ա ր ր ր ո֊ ղ ի ա ր ա գնե ր ե մ ի կ ր ո գ ի ո ր ի տն ե ր ) ։

2. Կվարցային պորֆիրների հասակր որոշվում է որպես միջին յուըլյյ, իսկ կվար­
ցային աքրիտոֆի րնե րինր վերին յուրտյի սկիգրրէ

3, Գարրր ո-ղի ար ագներր ե միկրոգիորիտները կարող են համարվեք կավճի հասակի։ 
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յուրտյի հասակ։
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^ХШ 1956

ГЕНЕТИКА РАСТЕНИЯ

А. Г. Авакян

Чеканка сельскохозяйственных культур

Сообщение V. Влияние глубокой чеканки на урожай и качество дыни 

(Представлено В. О. Гулканяном 10. IX. 1956)

Известно, что рост ассимиляционного аппарата тыквенных, как 
правило, продолжается долго, при этом появляются новые побеги и 
листья, на что растение тратит пластические вещества, которые мо­
гут быть использованы исключительно для формирования плода. Из­
вестно также, что для формирования репродуктивных органов расте­
ния дыни (также как и всех бахчевых) требуется значительно больше 
тепла, чем для ростовых процессов. Это и является основной причи­
ной того, что в условиях средней полосы СССР бахчевые сильно ве­
гетируют до заморозков, а задолго до этого прекращают завязывание 
плодов.

В опытах 1950 г., проведенных нами на овощной станции Ти­
мирязевской Академии, мы наблюдали, как из испытываемых 10 сортов 
среднеазиатских дынь только два сорта (раннеспелые Хандаляк и За- 
ами) завязали плоды, а все остальные усиленно развивали листья и 
побеги, а формирование репродуктивных органов отставало. Эти сор­
та в основном были средне-позднеспелые и позднеспелые. Первые 
женские цветки на этих растениях появлялись на 50—60-й день после 
посева.

В других наших опытах, проведенных в условиях Средней Азии 
и Армении, было выявлено, что до конца вегетации сильный рост 
растений бахчевых сопровождается непрерывным завязыванием новых 
плодовых органов. Например, на растениях сортов дынь Амери-Хтай, 
Ич-Кызыл, Заами, Бухарка процессы цветения и плодообразования 
продолжались до конца вегетации, а обильное плодообразование на 
них отмечалось после появления побегов второго и третьего поряд­
ков и перед концом вегетации, когда рост растений резко замедлял­
ся. Однако и в условиях, благоприятствующих нормальному плодоно­
шению, бахчевые растения не успевают полноценно формировать уро­
жай. Особенно это заметно при созревании первого плода на расте­
ниях дыни, арбуза и тыквы. В этот период часть листьев (обычно от 
основания побега до первого плода) начинает желтеть и рост плетей 
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почти прекращается. Однако после поливов, подкормок и уборки 
зрелых плодов растения начинают снова ветвиться и цвести, но в 
дальнейшем завязавшиеся плоды получаются мелкими и уродливыми. 
Часто и такое мероприятие (удобрение, полив) не дает эффекта, ибо 
эти мелкие плоды в основном не созревают, а если и успевают соз­
ревать. то преобладающей частью бывают некачественными. С дру- 
гой стороны, эти новообразующиеся плоды и цветы, а также нахо­
дящиеся до этого периода (до созревания первого плода) на расте­
ниях плети без завязавшихся плодов нарушают нормальный ход 
обмена веществ в растениях. В подобных случаях многие плоды даже 
в зрелом состоянии бывают некачественными (в основном по мень­
шему содержанию сахарозы).

В условиях умеренного ’ климата, как сказано выше, завязыва­
ние новых плодовых элементов прекращается задолго до заморозков, 
а ростовые процессы продолжаются до этого периода. В. И. Эдель­
штейн указывает, что „...мощная листва является условием не менее 
мощного и продолжительного плодоношения**. В таких случаях для 
формирования полноценного урожая в условиях короткого вегетацион­
ного периода растения не нуждаются в таком чрезмерно развитом 
ассимиляционном аппарате (х).

На растениях бахчевых отмечается и такое интересное явление: 
в пределах одного и того же сорта чем меньше плодов на растениях 
одинаковой мощности, тем быстрее растения доводят эти плоды 
до их созревания и наоборот. Это объясняется тем, что плоды при 
меньшем количестве на растении получают соответственно больше 
питательных веществ, в результате чего и ускоряется их созрева­
ние (2> 3).

В некоторых наших опытах было показано, что удаление изли­
шней листо-стеблевой части растений дыни в начале созревания пер­
вого плода ускоряет созревание последних на 6—7 дней и увеличи­
вает суточные привесы плодов (особенно в ночные часы суток). В 
этих исследованиях было выявлено также, что рост плодов дыни и 
арбуза в основном происходит ночью, тогда как днем вес или умень­
шается или, в лучшем случае, остается неизменным (4- 5). Прове­
денные наблюдения показали эффективность глубокой чеканки на из­
менение соотношения накопления при ассимиляции и расхода при 
дыхании. Например, в опытах с дынями глубокая чеканка на 10% 
уменьшила потери веса за дневные часы и на 45°/0 увеличила привес 
плодов за ночные часы суток (б).

Таким образом, для формирования урожая бахчевых и других 
культур необходимо постоянно регулировать перераспределение пи­
тательных веществ в растениях. В этом деле помимо общеизвестных 
агротехнических приемов важны также эффективные способы и сроки 
чеканки растений.

Согласно существующим представлениям нарушение роста глав­
ного и боковых побегов в длину путем чеканки верхушек их в зна-
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чительной степени способствует направлению питательных веществ в 
другие части растения, в том числе и плодовые органы, вследствие 
чего уменьшается осыпание последних и увеличивается средний их 
вес и количество (6՜9). Чеканка значительно действует также л 
на интенсивность фотосинтеза растений. Некоторые исследователи ука­
зывают, что частичное удаление листьев вызывает весьма заметное 
усиление энергии фотосинтеза и тем самым повышает накопление 
ассимилятов (10՜12).

В работе Н. М. Сисакяна и А. М. Кобяковой (13) выявлено, что 
сокращение ассимиляционной поверхности растений сдвигает фермент­
ное равновесие в направлении гидролиза, а следовательно, к усиле­
нию оттока пластических веществ.

О благоприятном действии чеканки на сокращение опадения пло­
довых органов технических, плодовых, овощных культур и винограда 
имеются указания в работах Т. Д. Лысенко и А. А. Авакяна (м), 
А. Ф. Макаровского (15), В. О. Гулканяна (2 3-16), 3. И. Журбицкого 
(17), К. Д. Стоева и Д. 1Д. Лилова (18) и ряда других авторов. Встре­
чаются и некоторые работы, где исследователи указывают на целесо­
образность применения чеканки в деле улучшения химического соста­
ва плодов овощных культур (10՛20).

В настоящем сообщении мы приводим данные одного из наших 
опытов, где изучалось действие глубокой чеканки на урожай и ка­
чество дыни. Чеканка, в отличие от вышеуказанных работ (с овощны­
ми культурами), проводилась в более поздние сроки вегетации расте­
ний—в момент, когда на растениях начали созревать первые плоды 
Чеканка производилась вручную. Удалялась не только часть листьев, 
но и те плоды и завязи, которые не могли созреть. Исследование 
проводилось в 1952 г. на опытном участке Лаборатории агрохимии 
Арм. НИИЗ.

Опыт имел три варианта: 1) растения не подвергались чеканке- 
контроль (вариант № 1); 2) на растениях оставлялись по два плода и 
удалялись 18,9% листьев (вариант № 2) и 3) на растениях оставлю 
лось по одному плоду и удалялись 58,6% листьев (вариант № 3). В ва­
риантах № 2 и № 3 при чеканке были прищипнуты все точки роста 
оставленных побегов. Рассада дынь выращивалась в бумажных гор 
точках и через 20 дней—25 мая переносилась в открытый грунт 
Опыт имел три повторности, в каждом варианте опыта имелось по 
девять растений. Применяемый сорт дыни Заами—раннеспелый, уро­
жайный, районирован в основном в Средней Азии. Вегетационный пе­
риод этого сорта достигает до 70—80 дней, а период плодоношения-՜ 
25 дней. Сахаристость съедобной мякоти доходит до 6% (21).

Сбор урожая проводился по мере созревания плодов, при этом 
учитывались общий урожай, средний вес плодов, выход отходов (се­
мян, корки и плаценты). Во время сборов урожая, в среднем из трем 
повторностей опыта 2 раза проводился анализ качества урожая путем 
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определения содержания сухих веществ рефрактометром Цейса и са­
харов методом Бертрана.

Данные, полученные со сборов урожая, а также химических и 
механических анализов плодов, приведены в табл. 1.

Из данных табл. 1 видно, что чеканка, произведенная в начале 
созревания первых плодов, благоприятно сказывается на количество 
\-рожая. Исключение составляет вариант № 3, где общий урожай по 
сравнению с контролем снизился на 2,1 °/0. Однако в этом варианте 
не было незрелых плодов и выход съедобной части урожая увели­
чился по сравнению с контролем на 8,9 °/0. Наибольшая прибавка об­
щего урожая была получена в варианте № 2 (5,3°/0). Интересно, что 
и в этом варианте, благодаря интенсивному созреванию плодов, уро­
жай увеличился еще на 8,3°/0 и об­
щая прибавка составила—13,6 °/0. Не­
созревшие плоды были только в вари­
антах № 1 и № 2. При этом в сред­
нем на одно растение незрелые плоды 
в варианте № 1 составили 53,О°/о, а 
в варианте № 2—11,1 °/0 (фиг. 1.).

Анализ плодов показал, что че­
канка способствовала увеличению вы­
хода корки, семян и плаценты. Это 
особенно сильно заметно в варианте, 
где на каждом растении было остав­
лено по одному плоду. На кожуре 
этих плодов появлялись неглубокие 
трещины, что следует объяснить уси­
лением притока питательных веществ 
к ним. Наряду с увеличением отходов 
(плаценты, семян и корки)увеличился 
п урожай съедобной мякоти плода.

Фиг. I. Влияние глубокой чеканки 
на урожай и качество дыни.

/— средний урожай на одно расте­
ние; 2— средний урожай созревших 
плодов на куст; 3— средний вес пло­
дов; 4—средний вес созревших пло­
дов на одно растение; 5— количество 
плодов на одно растение; 6՜— количе­
ство несозревших плодов на одно ра­
стение; 7— количество листьев на 
одно растение; 8— количество лис­

тьев в среднем на один плод.

Лучшими в этом отношении были так­
же варианты № 2 и № 3.

Из данных табл. 1 видно, что 
глубокая чеканка способствовала зна­
чительному увеличению содержания 
сухих веществ и сахаров в плодах. 
Интересно, что в обоих чеканенных 
вариантах количество содержимой в 
плодах глюкозы почти одинаково, в 
ю время как в варианте № 3 увели­
чение процента общих сахаров по
сравнению с вариантом № 2 шло за счет роста процента сахарозы. 

В чеканенных вариантах заметно увеличился и средний вес пло­
дов, что и было основным показателем увеличения урожая в этих
вариантах. Средний вес несозревших плодов

асоставил 40 г, в варианте №2—620 г.
в контрольном варианте
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Подсчет показал, что в варианте № 1 из общего количества] 
плодов *51 шт.) не вызрело 27, т. е. в среднем 3 на каждое расте-1 
мне. Однако не все эти плоды можно отнести к числу невызревших, I 
ибо многие из них еще в раннем возрасте сгнили. Такими плодами! 
большей частью оказались третие и четвертые по счету—от осно I 
вания побега. I

Чеканка оказала большое влияние и на листовую поверхность! 
кустов. Как видно из фиг. 1. наибольшее количество листьев обна] 
руживается в варианте без чеканки. Второе место занимает вариант! 
№ 2 и наименьшее количество наблюдается в варианте № 3. Однако! 
при чеканке удалялись также и плоды, следовательно в этом случаеI 
количество листьев в среднем на один плод было больше в вариан-1 
тах № 3, № 2 и меньше — в нечеканенном — контрольном варианте.!

Ассимиляционный аппарат кустов в варианте № 2 по сравнению 
с контрольным, уменьшился в 1 5 раза, количество плодов — в 2,8 ра­
за, а урожай, наоборот, увеличился в 1,1 раза. Незначительное умень­
шение плодоношения по сравнению с контрольными растениями 
наблюдалось в варианте № 3 (в 1,02 раза). Здесь значительно мень­
ше бы. о и количество листьев и плодов (соответственно: 2,8 и 5,7 
раза). Иными словами, в варианте № 2 продуктивность единицы асси­
миляционного аппарата одного куста увеличилась в 2,5, а в варианте' 
№ 3 в 1,8 раза. Однако, если учесть полученные отходы — несъедоб­
ную часть урожая контрольного варианта и варианта № 2, то следует 
признать, что величина продуктивности листьев значительно возрас­
тает в варианте № 3.

Выводы. 1. Анализ полученных данных показывает, что повыше­
ние урожая под влиянием глубокой чеканки складывалось из сле­
дующих показателей: увеличения среднего веса плодов, уменьшения 
выхода незрелых плодов и значительного увеличения сухих веществ 
и сахаров в плодах. Эти элементы урожая более высокие в том 
варианте, где чеканка была проведена глубоко, когда на растениях 
оставля..ось меньше плодов.

2. При удалении возможно большего количества плодов и всех 
точек роста побегов в момент, когда в растении начался процесс соз­
ревания урожая, значительно увеличивается содержание сухих ве­
ществ в пло. ах, а прибавка общих сахаров происходит в большей 
мере за счет образования сахарозы.

3. Эффективность применения глубокой чеканки не только огра­
ничивается удалением листовой поверхности растений, но и удале­
нием плодов и завязей, не могущих дойти до полного созревания.

4. Для оценки действия глубокой чеканки помимо общего уро­
жая следует учесть и качество съедобной части его. При этом спо­
собе чеканки необходимо учесть также условия выращивания, био­
логию и сортовые свойства данной культуры. Использованный в на 
шем опыте сорт дыни Заами в условиях Средней Азии и Армении, 
при хорошей агротехнике, успевает формировать и довести к полной 
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спелости до 6—7 плодов весом от 300 г до 2 кг каждый. В подоб­
ных случаях при глубокой чеканке на каждом растении следует 
оставлять до 3—4 плодов, а на слабом фоне выращивания от 1 до 2.

Лаборатория агрохимии Арм. НИИЗ

Ա- Գ- ԱՎԱԳՅԱՆЧч нс դատն տեսական կուլւոււսրահե р ի ծերատում*

ձաղորդրսմ \ ; Խոր ծերատման ազւ|եցուրյունր ււհ|ււ|> րերքի և որակի ւ|րա:

\այտհի կ, որ րոստանային կուլտուրաների ասիմիլյադիոն ապարատի աճր երկար 
Լ տևում։ Այդ մ ամ անակտմ իհ ողում բույսի վրա անընդհատ աոահանում են նոր դողուն­

ներ և տե րևնև ր, որոնք '/7'"//' 2ա Փո 7 սննդանյութեր են խլում պտուդնե րի դ ու դանդա­
ղեցնում ն ր անդ հ ա ս ո ւն ա ղ է» լմ ր։

Ծեր կողմիդ կատարված փորձերիդ պարպվել է, որ Մ ի հին Ասի այի ե Հայաստանի 
պայմաններում ր ոստանային կո Լ յտ ու ր անե րի աճին ղուդ րն թ ադ րոէ յսե ր ի վրա անրն դհատ 
աոԱ/հանում են նոր պտուղներ։ Այդ րույսերի մոտ ուժեղ պտղակալում տեղի կ ունենում 
*ձ-րդ և Ժ-ր դ կարպի դողունների աս սվաղումիդ հետո ե ,[եՂետս>ըիայի վարքին օրերին։ 
է*այդ մինչև անդամ ղարդադման լա վ ա ղ ո Լ յն պայմաններում այդ պտուդնե ր ի մեծ մասր 
շեն հասունանում/ կա մ շատ պեպքերոլմ հա սուն աղ ած վիճակում ոլնենՈէ մ են աննորմալ
ձև և у 
հ է и ԼՈ // ա ,

ասէ որակ։ Այդ երևույթը ր ոստանային կ ո լ յտ ուր էսն ե րի մոտ ( и և [и , ձմերուկ, դր/ու
ս դ ը ս // ո ր վ երի '^ոտ պերիշխում են պ ա ր ղ սւ պ մ ան սլ ր ո

ներր և համարյա հասունանում Լ աոահին պտուղը։ խույսերի պարդադ
րնրրըոշ Լ նր ան ով , որ դ ւլ ա յ ի չափով կրճատվում կ նր 
իշխող մասր դնում կ դեպի պտուղներ ր։ Այդ ժամանակ

նաև տերևները ( հատկապես 
տոլդնե րր ):

(եռաջ[,ն < ա սունադած 
շնորհիվ րույսերր ն ո ր ի դ են

պ լ խավ որ դոդ ո

յնդ աճը և սննդանյութերի դ եր- 
որոշ չափով ս1լսում են չորանալ 
и ած հիմքիդ մինչև ա ո ահին պր­

պտուղները Կավարելուդ ՜ւետռ պար արտ աղման և ջ ր էք ան 
աճում ո։ պտպ ա ըե ը ո ւմ ք ր^յ՚յ պտուղները մեծ մ ա ս ա մ ր լի­

նում են աննորմալ և փոքր, իս կ եթե տասնում են լ ր ի վ հասունա դման վիճակի, ապա 
նրանդ սեհ պարունակած շաքարների տոկոսը ( հատկապես ստխարողա շաքարի) դդսւլի

Մեր հե տա պոտ ու թ յուննե ր ի ն սլա տ ակն Հ հղել, խոր ծերատման մ իհոդով, ստի պեյ 
բույսին պտուղների հ ա ս ո ւն ա դ մ ան պրոդեսում ավելի ո ա դ ի ոն ա լ օպտապործի սննղանլու- 
թե Ր Ը։ Այ Ղ Ւ պ*ս տճ արւով մեր փո րձե ր ում հե91 Ածցվել են ոչ միայն րույսի էսվև՚որդ տե — 
րևա՝- դողուն ա յին մասսան/ այլև այն պտուղները, որոնք ենթակա չեն եղել լ ր ի վ հասու- Ն ւսդ ման ։

կատարված դիտողությունները և փորձի տվյալները դույդ են տալիս որ1I. Սեխի րույսի վրա կատարած խոր ծ երատու յ1’տ ստադված րերքի հավեքումը հիմ-
^ականում արդյունք է* պտւլ ի քաշի տ վե լա դ մ ան / 
ման ե պապի մեջ սլա ր ո ւն ա կ վ ո պ չոր նյութերի և հասունադած պտուղների թվի կրճատ- 

շաքարների ավելադման։ 1'երքատվու-

թ յան ա յս 
րույսի վր 
կութ յամ ը

դ ո լդ ան ի շն ե ր ը ավելի րարձր են այն դեպքում, երր խ ո ը ծերատումը սեխի

ա կատարվում է ավելի խորր, այսինքն րույսերի վրա թոպն վու էք է 
պտուղ ներ:

քիչ ք*սնա~

2. Սեխի րույսի վրա կատարած խոր ծերսէտումր (աոաջին հասունադած 
երեալու մոէքենտին^ ՂԴ^էի չափով նպաստում է պտոէղների չոր նյութերի և

պտուղն երի

տաքարն ե րի էոոկոսի ավելադւքանը։ 1՝ն պ հանուր շաքարների 
կենում արդյունք է ս ս։ խս» ք ո դա յ ի ղոյադման։3. հ) որ ծերատման եփե կտ ի վու թ յուն ր պայմանավոըվ

տոկոսի Աէվե լա դ ու էք ր հիմեա-

աե ր և ա յին

մասսայի հե քէսւդու մ ի դ, այլև այն պտուղների հեոադումիդ, է, ր ոն ք չեն կարող հասնել Լրիվ 
> ա ս ո լն ադ մ ան ։

4* Խոր ծերատման էֆեկտիվությունը որոշեչի ո ընդհանուր Ը^ըքի քանակի հետ

իասին անհրաժեշտ Լ հա դի որակը։ Այս պիսի մեթոդով ծե րատե լիս ան հրա­
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մեշտ Լ հաշ։/ի առնեք նաև րույսերքւ ա^եցւէան պայմանները» նրանց ր ի ո յ ող ի ան և սորտա- 
յ ին աո անձն ա հատ կու թ յոլննե րր:

Մեր փորձում օրրոա ղո րծ վ ած սեի»ի *Հաամի սորտր» Մ ի $ ին (Լսիայի ե Հա յաս տան /ր 
պայմաններում» [աւ1 աղրոտեխնիկա յ ի ֆոնի վրա ա ճ ե լյն ե լի ս հասցնու»ք է [ ր ի ։[ հասոլնաց^ 
ման 6 7 պտուղ (300 2000 ղր րաշովյ։ Նման ղեպրում խ ո ր ծերատում կատարելիս 
ամեն մի րույսի վ ր ա անհրաժեշտ է թողնել 3 4 պտուղ» իսկ թ ո լ յ / տ ղ ր ոտ ե իմն ի կա յ ի 
ֆ ո նՒ •/[՛ ա ա ճ ե րյն ե լ ի ս 1---2 ոլտ ուղ է
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ZlH’dl’ilH, HUO- 9-1»$ПМ>ЗПЬЪЪЬРЬ U.UimiTbU.Sb ДЬМПЬЗЗЪЬР
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ХХШ 1956

МАТЕМАТИКА

Р. С. Минасян

О решении задачи Дирихле уравнений с неразделяюшимися 
переменными для прямоугольника*

(Представлено А. Л. Шагиняном 10. VIII. 1956)

В заметке дается эффективное решение задачи Дирихле уравне­
ния эллиптического типа с неразделяющимися переменными для пря­
моугольника**.

Пусть функция С{х,у) удовлетворяет в области О АВС (фиг. 1) 
уравнению

д2Ц(х, у) 
Ох2 4-2а охоу

o2U(x, у)
Оу2 = Р(х, у), (1)

о2(У(х, у)

(?֊а*>0)

и следующим краевым условиям: 

ЭД 0) = S0(x); U(x, d) = ЭД, 

^,y) = T0(yy,U(b,y') = T[y). (2)

Относительно Р(х, у) предполагаем, 
что она суммируема, что касается S0(.t), 
$(*)» ТМ и Л!/), предполагаем, что они 
непрерывны и обладают суммируемыми 
первыми производными, а также, что

- ТЛО). S„(b) = T(0), S(0) = T,(d), 
= T(d).
Будем искать решение в виде ряда

Фурье, расположенного по sin Рис. 1

ОО

U\x, у) = V f^xjsin^y, (3)
*-1

* Доложено на 111 Всесоюзном математическом съезде.
• * В случае, если область представляет произвольный параллелограмм линей­

ки преобразованием координат, очевидно, ее легко свести к прямоугольнику.
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где 
d ;

feir 2 С л
74=—; fk(x) = -- \U(x, y) tinwjdy . 

<y 0

Одновременно представим функцию U(x, у) в виде ряда, распо­
ложенного по cos 7^:

у) = —<p*(x)coS7*^. (4)
fe-l

где
а

2 Г 
?*(*) = j U(x, y)co^kydy .

о

Для определения коэффициентов Д(х) и срДг) умножим уравнение 
, 2

(1) на ~^п-\куау и проинтегрируем от 0 до d. Принимая во внимание 

граничные условия (2), будем иметь

f'k(x) — 2°Ч*?А(*) —Рт£Л(*) =
2 ( Г
5֊ yyin-^ydy — 

I о

- ₽1Г* [S„M ֊ (-1 /$(х)|
-

(5)

Чтобы получить второе соотношение между /А(х) и <р*(х), умно- 
2

жим (1) на -^-со$-\кус1у и вновь проинтегрируем от 0 до d. Однако 

{со57А։/} не являются собственными функциями данной краевой задачи, 
поэтому в правую часть получаемого уравнения, помимо заданных 
функций Р<х, у), 50<х) и 5(х), будут входить также и неизвестные 

(ЯДх, у) Л
граничные значения--------— на прямых у = 0 и у = d:

?;(х) 4- 2i7JA(x) — Р7’?Л(х) = Р(х, y)co^kydy -h

+ 2a[So(x) ֊ (-1 )^S՛ .

Здесь обозначено

S (x) ֊ dUi v’ 
- dy

dU(x, y) 
oy

sm =
0
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Граничные условия для Д(х) 
d

Л(°) = 
и

и ?а(х), согласно (2). будут
d

/*(&) = ( T^sin^ydy;

о

d
2 с

?х(°) = d TJy)^^ydy\
О

d
2 С

Vk(b) = -j\T^y)cos^ydy- 
а Jо

(7)

Из (5), (6) и (7) для Д(х) и <рЛ (х) получим следующие выражения

fM =
2slrqjfe — х) 

dshv^d Тo(f/)sin7A(ax + y)dy------ [p^cosa^x — t) 4֊
J V^A J
и о

4- ^(/Jsina-^x — t;]sb-^/ Ti y)sin-pt(afr — ax — y)dy 4֊
о

t> I
— |p^(0co£«ift(/ — x) — ft(f)sineq*«f — x)]shn# ֊ t)dt .

** J
(8)

?*(x) —
2 — x)

d

0

- 7A(0cosaTjt(x — /flshv^/dz 4-
2shvy*x
<Z:>hv-[A6

0

d

T(y}cosik(ab — cix — y\dy —
0

t>

I [p^sina-^/ — X) 4- <7^)cosaIft(/ - xjjshv^d - /)tft ,

где

2V

d / i 
’ Pa(x) = P<*’ ^)sin “ WSo(*) — (-

0

1)*ЭД],

d

Qk{x) = | P(x, y'cQS-^ydy 4- 2a[S0(x) — (— l)*S (x)]-f- 

I 0
+ ₽[S։'*) - (֊ >)‘S.«). (9)

В дальнейшем следуем рабо.е(я)- Для определения неизвестных 
Функций S,(x) и S2(x), входящих в (8), потребуем, чтобы вторым 
вре. ставленном функции t/(x, у) также выполнялись граничные условия 
Задачи на прямых у = 0 и y = d՝.
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Мг- + М = 50(х) ; 
/-։

^ + У!(-1)'<Р1(х) = $(х) (10) 

/- 1

2
Умножим оба уравнения (10) на ^-51полхб/х, где 5* = ֊ь~ ’ и

проинтегрируем от 0 до Ь. При этом, вследствие абсолютной сходи­
мости рядов (10), возможна перестановка знаков суммы и интеграла 

ь
Для нахождения значения (х)ьш8Лхб/х воспользуемся уравнениями 

о
(5) и (6), а также условиями (2). После некоторых преобразований 
для определения коэффициентов Фурье функций 5։(х) и 52(х) получим 
следующие соотношения:

--- ч сЬХЗАб/ -Н СО5|АЙ*б/ у
= 2«х/ ₽ 5* - шм— 2

х [1 -(->)' [1-(-։)‘> +[։ + (֊ 1)‘Ь ,

6Л = 2аХ]/'р
сНХВл^ —созр-В^ 

скЮЗцй

(11)

1-1

Здесь обозначено 
ь

ак = 2 У՜^՜ р51(*) + 52(х)]81поах</х , 

о
*

Ьк =2]/'~<>л р51(х) — 52(х)]51п8лХс/х 

О

^«ОН/М Х= НЕ?, |»=|

Гк = — ~1 )*7՝(^)1 ‘4со5|1гЛ^11Х8*(а — у}—
О

—со5}1оа(^ — у )ь!1Х8а«/] + фшрЗ/.усЬХЗА(^ — у) — з1пр,5А(сГ — 1/)с11)ЛАг/] (1у —
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ь
2^ 

|/'р’5ЬХ8*</ у8а(сЬХоаг/ 4- со8|1&йс0 I [30(х) — 3(х)]зт8дхг/х +
О

ь
4֊ (азИХо^с/ — №1П|лоас/)[50(х) 4՜ 5' (х)]з։п8лхс/х 4-

9

Ь <1

+ Р(х« !/)[5>пол(х — рг/)5ЬХ8л(</ — у) —
О о

— З1‘п8л(х 4- — ру)$ЬМкУ](1у4х

«. = ]' |7’“(») - (~ 'ту)] I ’1со։^«»ьЬХ8*(а - </) -г

• о ’
(12)

8к(</ — г/)5ЬХолг/] 4֊ а[яп|1О^сЬХ8л(б/ у) 4՜ 51‘пр.аА(б/ — г^сЬХо*։/] с!у —

2о*
]/ 0 з!1Хол</

уо*(с11Хоа^ — соьр6Аб/) [50(х) 4- 5(х)]31П0Ах4х -4-

ь
4- (азНХ6А4 4֊ У81про/.б/) [50(х) — 5' (х)]51ПоАхб/х 4֊

О 
а

У₽(х, ։/)(51По<г(х — {н/)ьЬХЗ*(^ — у) 4- 51п8А(х 4՜ М — р^)8ЬХ8Аг/](Ь/Лх

О

В свою очередь Шк и Пц, входящие в (11), выразятся посредством 
Ьк из следующей системы уравнений

тк = 2ау|/' р уз
Ь^\\^кЬ

х[1-(֊ О')
[1-(-П*1а/4֊[1+(-1)*р/ 

(8? 4֊ К/ ֊
(13)

лЛ = 2ах|/ р сЬ^Ь — С08а?А6

/-։
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Здесь обозначено

о I27 г
_ •* | р7Дсо5ауАх5Ь77л(д — х) —со5Л7А(6 —х)5Ь^л][30(х)-

зп^ о J
и 1

— (— 1)*8(х)) 4՜ 2а[з1Па7Ах811У7А(6 — х) 4- вшауДб — х)8Ьу7ах](80(х) ֊

<1

(—1)*5'(л)]4- ^Р(х, у)[Ыпчк(ах — у)&Ь^к(Ь — х) +

О

4֊ $1П7А(аЬ — ах 4՜ У )з11у7ах]сП/ йх —
(1 

1го(«/)֊

о

— Т(у)]йп-(кус1у — а —
а

) ( 1То(У) +Т(У)]^ьу(1у

О

27» 
51114*6

ь I
ЬАко5а7#х5ЬнА(Ь — х) 4-соБатДЬ ֊ х)эЬ^Ах][80(х) 

О I

— ( - 1 )*8(х)] 4- 2фта7АХ5Ь>чА(д — х) — зта^Дб — х)8Ь^Ах][80(х)-

а
Р(х, ^^пуДах — г/)8Ь*та(6 — х) — 

о

— 81П 7д(а6 — ах 4֊ «/^Ьг^хрй/ (1х с111У7аЬ
ссза^Д?

311*7*6

I- 7՝(£/)]з4п7А1/г/г/ — а 4֊ *
$та7АЬ 
8ЬтД>

а

\т^у) - Т(У)]^ЬУ^У
о

Заметим, что полученная совокупность бесконечных систем ли 
нейных уравнений (II) и (13) сильно разрежена,—в каждое из эти 
уравнений входят не все неизвестные ак, Ь^, ть, пк, а лишь весь*։ 
малая их часть. Это обстоятельство существенно облегчает работ 
при нахождении решений усеченных систем.

Займемся теперь исследованием полученной совокупности. Сумм
модулей коэффициентов 6-го уравнения первой из систем (И) равн
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_a a2 s։nti6td
| 1 0՜ "sh^M՜ (15)

Аналогичные выражения имеют суммы модулей коэффициентов осталь­
ных систем. В выражении (15) второе слагаемое убывает со скоростью
экспоненциального типа, так что, начиная с некоторого к, зЛ становится 

5
меньшим 1. В частности, если 0 >-у а*, суммы модулей коэффициентов

строго меньше единицы для всех к, начиная от к = 1 до ос и при лю­
d

бых отношениях -т- т. е. система вполне регулярна. Что касается

свободных членов систем (II) и (13), то, как легко видеть из (12) и 
(14), они ограничены в своей совокупности. Из теории регулярных 
систем (8) следует единственность ограниченного решения и сходи­
мость методов последовательных приближений.

Заметим, что, как видно из соотношений (И) и (13), с умень­
шением по модулю а уменьшается влияние рядов на значение вели­
чин а*, Ьк, та, и ri*, и в пределе, когда а исчезает, т. е. ког,;а урав­
нение (1) обращав.ся в уравнение с разделяющимися переменными, 
бесконечные системы линейных уравнений (I!) и (13) вырождаются в 
простые равенства. Заметим, кроме того, следующее. Ряды (3) и (4), 
вследствие неоднородное.и граничных условий, обладают слабой схо­
димостью,—коэффициенты их Д(х) и у>к(х) убывают со скоростью со- 

1 1 ..ответственно у и . Усилим последнюю. Для этого выделим и 

просуммируем часть, обусловливающую слабую сходимость:

£/(.г. у) - ( 1 - -*-W) + A SW + V х 

' fe-l

(16)

Аналогично получаем для второго представления:

^(х,у)= у У 
2d

d_' 
3

1 I У1 d

5։(х)-(-1)*ЗД
COSf^. (17)

Л-1

Ряды в этих выражениях обладают усиленной сходимостью,- коэ 
фицненты их убывают в точках разрыва производной со скоростью

исоответственно -г?

скоростью р֊ и

-т3-, в точках же непрерывности производной—со 
гх

Таким образом, в ходе решения задачи для 
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функции У(х, у) мы получили два представления, любым из которых 
мы можем воспользоваться.

В заключение отметим, что изложенное выше применимо, если 
в уравнение (1) будут входить также низшие производные У(х, у).

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Ռ. Ս- ՄԻՆԱՍՅԱՆ
2inpnhi|iiq փոփոխականներով հավասարում՛ Gbp ի ^l1 Ր ՒՒ1!^I1 Խ^ԴՐ I1 

լուծւքան ւքասին ուղղանկյան huilfuip

տրվում է չտրոհվող փոփոխականներով Է[1'լղտիկ տիպի հավասարման

'!Դ гЬЬчЧ1 քսնՂրՒ 
ֆունկցիան երկու, 
կիքքներր որոշելու 
— sinfkydy և

էֆեկտիվ լուծ ումն ուղղանկյան
տեսակ շար բերի նե ր կա յա ց մ ա մ ր ք

շ
• COS^^ydy -ով, որտեղ Հ

համ ար t Խնղիրր չուծվում է որոնելի 
Այղ ւաքէԿԴ f/Sx) և ?л-(х) чпгЛи> 

հավասարում ր համապատասխանաբար 
, ե ինտե ղ բում 0֊ ի g մինչև (j‘k*

d
կատարելով մասերով ինէոեղրումր, ստանում ?л(Х)՜/' է>ա'քԱէր երկա.

ղ ի ֆ Լ ր Լն г/քւ ։սլ հ ա ։ք ա и ա ր ո ւ ։/ն ե ր > ո ր ։Հս աջ Juiunut մտնուէէ են որոնե[[է (j [X / J>) ֆունկ- 
Ձւ՚^՚յՒ ածան է/յալի

ду
անհայտ ե ղ ր ա յ ին ա րմերներր J’ = 0 և У = d ղծերի վրա։ Այղ

եղրային արմերներր ոքէոշե չու համար պահանխլւք ենր, որպեսղի Լյ (X > ֆունկցիայի 
երկր^րղ ներկայացումով նույնպես բավարարվեն խն ղ ր ի եղրային սլա յ մ անն ե ր ր է

կատա րե լով միջանկյալ ղ ո ր ծ ո ղ ո Լխ յ ո ւննե ր , ղ ո ր ծ ա կ ի ցն ե ր ի արժե բների համար
ստանում ենր ղծային հ ավաս արոլմների ([,ով[մս ոե ղուլ յար անվերջ սիստեմ ր

ЛИТЕРАТУРА—ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 Г. А. Гринберг, Игранные вопросы математической теории электрических н 
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№ 5, (1956) 3 //. В. Канторович и В. И Крылов, Приближенные методы высшеп 
анализа. Гостехиздат. 1950.
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МАТЕМАТИКА

С. А. Маркосян

Достаточные условия существования нескольких 
предельных циклов(Представлено А. Л. Шагиняном 28. VIII. 1956)

Условия существования нескольких предельных циклов уравнения 
нелинейного колебания второго порядка были установлены, например, 
в работах (։՜3).

В настоящей заметке приводятся достойные условия существо­
вания не менее любого, наперед заданного числа предельных циклов 
системы уравнений вида:

^֊ = [/(*)  + ծ</]ՓԱ, у) մս— = [ах 4- у),

где а, Ь— + I, далее, рассматривая частные виды системы (1), уста­
навливаются условия, при выполнении которых уравнение

* + £(*)*  + ?(*)  = О (2)

имеет не менее любого числа предельных циклов.
В заметке предполагается, что начало координат для рассматри­

ваемых систем единственная особая точка (на всей плоскости) и что 
правые части рассматриваемых уравнений определены и непрерывны 
во всей плоскости и удовлетворяют условию Липшица во всякой 
ограниченной области этой плоскости.

Прежде всего докажем следующую лемму.
Лемма 1. Пусть дана система уравнений (1),

где Ь = — 1, а = 1, 
если:
1) вне отрезков [£>3, оси х и [Р2, оси у, заключающих на себе 
особую точку .V = у = 0 соответственно. х/(х) <■ 0, уу(у) С 0, причем 
во втором соотношении равенство не может выполняться одновремен­
но для двух симметричных значений аргумента относительно осн х; 
2) существует х^>0 такое, что /(х)^пн‘п(—(12, — для х>х, где 
</2, (Ц, соответственно, расстояние точек О2. от начала координат;

3) сущест вует у такое, что — <р(у) > , когда у > у, — ®(^) >

когда у<^— у, где е/։, б/3, соответственно, расстояния точек О։, О3 
от начала координат;
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4) вир/(х) > /V = шах(//, у), где у наименьшее значение /С[О,,оо),  
— ОО < Л' < О

*

* Выражение .интегральная (—ые) кривая (—ые)։ сокращенно будем обо­значать через и/к.

удовлетворяющее уравнению х 4-?(1/) = О, если уравнение *4-<?(։/)=о  

имеет решение; в противном случае в качестве /V достаточно выбрать у, 

5)Дп([ ~ <?(#)] "С. ~ А'« где —х — наибольшее из значений х£ ( — оо,0). 
— ос <у <0

удовлетворяющих уравнению /(х) — Л = 0;
6) п։Ц/։х)) < — у,  где — у  — наибольшее из значений у£ ( — оо, 0), 

0<х<®
* *

У

Фиг. I
удовлетворяющих уравнению — х 4- <р(у) = 0;
7) зир[— д/) )> х.  где х  — наименьшее значение х £ (0» оо), удовлеворя-* *0 - у < оо Я
ющее уравнению [(х) 4֊ у*  = 0;

Р(х- 'у\) 
^(х,-\у\)

Р(х, |։/|)- п’ то ДДя систем (2) можно построить ։ \ г։ | у,)
такую замкнутую кривую, которую все и/к*  пересекают снаружи
внутрь при возрастании /.

Для доказательства леммы, принимая точку Л(—х,М) изоклины 
бесконечности за исходную, проведем отрезки АЬ, ЬР, РЕ и прямую 
У = Уе (фиг. 1.). Если прямая у = уЕ пересекает изоклину бесконеч­
ности в точке А или ее точка пересечения <2 по изоклине ближе к 
точке х = у = 0, чем точка А, то искомая замкнутая кривая построена. 
Если же прямая у = уЕ не пересекается с изоклиной бесконечности 
или ее точка пересечения дальше от точки х = у = 0, чем точка А, 
то из точки А проводим и/к в сторону убывания /. При этом продол-
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жении мы рассматриваем тот случай, когда и/к, не пересекаясь ни с 
прямой у = Уе, ни с отрезком ЕР, достигает положительной полуоси 
ох в некоторой точке С (так как в противном случае искомая кривая 
построена). Отображая фигуру А1АВС (фиг. 1) относительно оси х, 
доказывается, что полученная замкнутая кривая АВСВ'А'А — искомая.

Замечание. Легко видеть, что при х*̂>х  достаточно требовать 
— А А д

выполнение условия 2) на [х,х+], условия 3) на [у, «/]. [—у,—у], где 
А

у наименьшее значение у£ [г/.։,оо), удовлетворяющее уравнению х* + 
4-?(У) = 0, а в противном случае (если х*<^х)  мы получаем тот слу- 

А
чай, когда у<Ы и при построении искомой кривой условия 2), 3) 
не используются.

Заметим также, что выполнения условия 1) достаточно, соответ­
ственно, на отрезках

[— х,—б/3], [Ор х*];  [—у*֊4 2\, [(!< у].
Легко проверить, что заменой х на—х, / на — / к лемме 1 при­

водится
Лемма 2. Если выполняются условия:

I) х/(х)>0, Ут(и)>®, соответственно, вне отрезков [О3, О։[ оси х и 
О2, О.։] оси у, заключающих на себе особую точку х = у = 0, причем; 
во втором соотношении равенство не может выполняться одновремен­
но для двух симметричных значений аргумента относительно оси V, 
(2) существует х>0 такое, что /(х)^гтп(—г/2,—б/<), когда х<—х 
где расстояние, соответственно точек О2, от начала коор­
динат; 

*
3) существует у>0 такое, что — <?(у)^ — с13, когда у> у,—у(у)> (1Х, 

когда у< — у, где с11, (13 расстояние, соответственно точек £>3 от 
начала координат;

4) эир/(х) Л/= тах(у, у), где у наименьшее значение у£[б/о оо), 
о<х< оо

удовлетворяющее уравнению — х + ?(у) = 0, если это уравнение имеет 

решение; в противном случае в качестве N достаточно выбрать у;

5) snp[—<р!у^]> х, где х наименьшее значение х£(0, oo),J удовлетворя- 
—00 <_у < О

ющее уравнению fix) — N — 0;
6) Jnf[/(x)] < — у,  где —у  наименьшее значение у£( — °°. °), удов- 

С — ОО < X <. О
* *

летворяющее уравнению хЧ-??(у)=О;
7) inf[ — ?(у)]< — х,  где —х  наибольшее значение х£(—оо, 0), 

0<2v<oo
* *

Удовлетворяющее уравнению х + с(у) = 0;

155



8) X X » ТО можно построить замкнутую кривую,
Ф(х,—|{/|) ф(х, 11/1

содержащую особую точку и, пересекаемую при возрастании / и/к си 
стемы уравнений (I) только изнутри к наружи.

Замечание. Легко видеть, что при — х*  < — х достаточно выпол- 

нение условия 2 на [ - г*, — х] и условия 3 на [у, //], [ — у,—у], где 
у наименьшее значение у. удовлетворяющее уравнению — х*  4- у(у)= 0. 

_ А
При — х*>  —х получаем тот случай, когда при построении
искомой кривой условия 2,3 не используются.

Ниже мы будем пользоваться обозначениями:

•г,, yi, у<, х,, у,,

причем при нечетном и четном i эти величины являются величинами 
— — ~ А
г, У. У, **>  У. соответственно, лемм 7,2.

Некоторые точки на полуосях обозначим через D* {\ индекс сверху 
обозначает полуось, причем нумерация ведется по часовой стрелке, 
начиная с положительной полуоси ох, а снизу — номер точки на по­
луосях в порядке возрастания расстояния точек от начала координат. 
Доказанные леммы позволяют сформулировать следующую теорему.

Теорема 1. Пусть дана система уравнений (1) и в некоторой 
окрестности начала координат изоклины нуля и бесконечности рас­
положены, соответственно, в квадрантах II, IV и 1, III; если существуют 
4п точек D*;  k = I, 2, 3, 4; ։ = 1, 2...п таких, что для каждого нечет­
ного номера т выполняются условия 1—7 леммы /, при т<ин 
х,\>х/ *)  в следующих предположениях:

а) 6» , <.) <=1Л, |](Ут, Ул.) Drn+l). 1-Ул.,-у«)С[От+1Д|.
6) условия 4—7 выполняются, соответственно, на отрезках

PU,. оу. oyPUJ. РУО1+1);
условия 3 на отрезках

PUv *>У.  (£>!,. D>,+։],
а после каждого четного номера / выполняются условия'1—8 леммы 2, 
причем при /<п и — xj< —д-. в следующих предположениях:

в) I- 4֊ЯаРж> °->- I»- I ֊ У). - УЛаРж. О}],
г) условия 4—7 выполняются, соответственно, на отрезках

р;. р;+>. °’։]. р?*»  р?>
условие 8 выполняется на отрезках (предполагая, что / принимает и

— А') При х*  <хт приходим к случаю ,у<М (фиг. 1). что и обеспечивает воз 
ГПмощность построения замкнутой кривой.
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значения о и D =0): [DJ+|. О‘], [Dj, DJn], то система (1) имеет не 
менее п предельных циклон.

Из теоремы 1 при п — 1, как следствие, вытекает
Теорема 1-а. Пусть в некоторой окрестности начала координат изо­

клины нуля и бесконечности расположены, соответственно, в квадран­
тах П, IV и I. Ill и f(z), ?(z) ֊> ± оо, когда z-> ч оо; если на неко­
тором отрезке оси х, содержащем на себе особую точку х = у — 0> 
выполняется условие

F(x, — | У\)_ . F(x,\y\)
Ф(Х,— I </1) ' Ф(х, I yh ’

а вне этого или некоторого другого отрезка выполнятся ю же со­
отношение с обратным знаком, то система (I) имеет по крайней мере 
один предельный цикл.

Существование не менее произвольною числа предельных циклов 
можно доказать и для некоторых частных видов системы (1), так, 
например, верна

Теорема 2. Пусть дана система уравнений 
с!х . т/т/ . .= }(х) — у, = <р(л), (3)

если
1) /(х) непрерывная функция и в некоторой окрестности начала ко­
ординат xf(x)>0;
2) существуют числа xj,/. >0. / = 1, 2,...л, lk<^xk<iJk t при 

ln<Zxn, такие, что при каждом нечетном i /(х)<3'2, когда 
/,< х < х.  f(x) > 3', когда — х; <х < — //; при каждом четном i 
/(х)>3{, когда //<x<xj, /(х)<3‘, когда — х’<х< — h;

*

3) ?(х) непрерывная функция х?(х)>0, х ¥= 0;

f ?(x)dx > Я., ( y(x)dx > Hi, где
tJ V
-6 h

= V V Ki = — . 3' = 3։ —3', 3‘ = max(|3{|, |o‘|),
zi Л/ / ’ •/

.VI' = max(/W’„ M'): Aft = sup/(x). — Af ‘ = inf[/(x)| при нечетном /; 
0<х</ —/<х<0

— М'inf[/(x)], Af'2 = sup/(x) при четном т;
—/<х<0

.V' = тах(№. Л/0, М = ^ирср(л), W, =inf(<j>). то система <1) имеет не 
0<х</, —/<х<0

менее п предельных циклов.
Заметим, что системе (3) соответствует уравнение нелинейною 

.Г г»
колебания (2) и если /(л) = — jg(x)dv и <р(х) удовлетворяют уело- 

о
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влям теоремы 2, то уравнение (2) имеет не менее и (п указанное в 
теореме 2 число) предельных циклов.

В заключение искренне благодарю моего учителя профессора 
В. В. Немыцкого, под руководством которого выполнена настоящая 
работа. IЛенинакзнекий государственный педагогический институт им. М. Налбандяна

Ս. Ա. ՄԱՐԿՈՍՅԱՆ

ршГф սահմանային <>|>Ч|Ьр|> գոյության |*шЦшршр  и|шjiTuiGGbр

Մեկից ավելի սահմանային ց ի կ / եր ի դոյության պայմաններ ըերված 
է ան րնե րո ւմ յ ինչպես Օրինակ' 1—3/

ա ակնա ր կում ui/rj ^արցր րննարկում է

են մի

^-= |/(x) + ЭДФ(х, у), 
ul

~-~\ax t- <?(y)]F(x, y) 
at

(H
(a, ծ = ± 1)

Լաէյ աս ա րումն ե ը ի սիստեմի համարք Ենթադրվում էք որ X — I/ «= 0 կետը 
համար միակ ևդական կետն Հ և որ աոաջին հավասարումների ա9 մասերը ( 1 ) и ի и սւե մ ի 

րավ արարում
են ւ ո ւծ մ ան դ ո յութ յան ե մ ի սւ կ ո ւ թ յ ան պ ա յ մ անն ե ր ի ն է

Այս ակնարկի հիմնական թեորեմայում (թեորեմ է) ըերվում են (1) սիստեմի 
նախապես տված) ցանկացած թվով սահմանային ց ի կ յե ր ի դոյության րտվարար պայման­
ներ։ Հի մնա էլան թեորեմից որպես տետևանր ստտցվու մ է հետև յա յ թեորեմը' ( է) սիուոեմի 
դոնե մեկ սահմանային ՚յիկ[ի դոյության վերւսրերյալ:

Թեորեմ !• *եիցօւկ  X =Լ У 0 ե դա կան էլետ I' «Դ որոշ 
h у =z bf(x} կոր^րր դտնվում են հ ա մա պատա иխան ար ար "ծ*րդք  
ոոր դնե րում և ք(%), Չէ-?) ֊*  + X յ ե րր Z -► ± ՕՕ / եթե X = У = 
պարունակոդ X ա ո ան ց ր ի մի որևէ հատվածի վրա տևդի ունի

մե րձակայ րում X 
!~րդ է՛ 1-ի*ե / 3“ՐՂ 0 եդակտն կետը իր վրա

— |yl) ֊ x /ՀյԱւվլФ(х.-Ы) Ф(х.Ы).
պայմանը, իսկ այդ հատվածից կամ այդ հատվածն իր մեջ պարունակոդ մի որևԼ այք 
հատվածից դուրս տեդի ուն ի նույն առնչությունը հակառակ նչտնով, ապա (է) սիստեմը 
ունի դոնե մեկ սահմ անա յ ին ցիկ[1

Ակնարկում ըեըվում են նաև ոչ դծային տատանման

X + g(x X + <?(x) <= 0 (2)
հավասարման, ոչ պակաս րան ցանկացած թվովէ սահւքանային ց ի կլե ր ի դ ոյՈւթ յան պայ*  
մաններք ^իսէարկեյով (*)  հավասարմանր համադոր

.է
= f<x) — y՝> '^(x> I /(x) = — ( g(x)dx \ (3)

at at Է | Io 
սիստեմը ապացուցվում է հետև յա/ թեորեմը/

Թեորե if մ, էիիցուկ տված է 3) սիստեմը, եթե

l(X) անընդհատ ֆունկցիա Լ և X = 1/ = 0 կետի մի որևէ մ ե րձակա յրում Xf(X) . > Oj2) Գ„,ո< (Jjn.'l. ռնեն ?/։ > ?Հ; X*.  it > 0, (i =• 1,2...ո) /Հ.< x[ < lff+i էրր k Հ Ո', I „ Հ X ‘
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p՛/ևր այնպիսին է որ յ ու ր ա րան չ յո ւ ր կենտ / թ.[Ւ « ut d ա ր /(*)  < Ц, Lrp l(< X < Xh 
է,ր1*  — Xi < X Հ՝ — Հ Հ"!-րաքանչյուր ղույղ I թ ւք [• համար , երր

li<X < X*  f(X) < Նշ, երր —Х^<Х<—1-3| <р(Х) անրՆղհատ ֆոԼնկցիա Է, X<f(x) >0, X^O;
—x*

<f(x)dx > Ht ,

~li Կ
<f(x)dx > /Л տԼրյ

1 / . № _ \2 6/
Hi = ~2\Ml + кГ +ծ։) * K> = 77 ’8' =ծւ*՜ ծշ *' = тах(|Ц |,|ծ'21).

Ml = тах(Л1|, М2); Л1« = supf(x),—Л4'2 = inf(/(x)| '0<х<// —/;<х<0
кРР ' 1{ենտ Է; ---  М\ = tnf\f(x}], М2 = supf(x) երր i զոլյէք Հր0<X</,. —/у<Х<.0

N‘= max(/V|, Л/շ), M = supyU), Nl2 = inf^(x), 0<x</,. -/;<X<0(3) ufiuuibifp ունքւ ոչ պակաս ր ան fl и ա հ if ան ա յ {էն քյէկք:

J1 ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿ ԱՆՈՒՈՅ II ԻՆ

1 H. /. Eckweiler, Nonlinear differential equations of the Van der Pol type with a vari­ety of periodic Solutions. Studies in nonlinear vibration theory, New-York University. (1946) 4—64 5 Duff, Levinson, On the non-unjgness of peridic solut.ons for on asymmetri*  Llenard equations, Quart, appl. math. X, № 1 (1952), 8 С, С. Рышков, О режимах ра­боты лампового генератора. ДАН СССР, т. XCV1, № 3, 1954. 921—924.
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