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Ë. À. ØÅÊßÍ
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Ïðî âå äå íî òå î ðå òè ÷åñ êîå èñ ñëå äî âà íèå êîí òà êò íî ãî âçà è ìî äåé ñòâèÿ äëÿ òà êî ãî
ïîä øèï íè êà ñêîëü æå íèÿ, âêëà äûø êî òî ðî ãî èìå åò ýë ëèï òè ÷åñ êîå ïî ïå ðå÷ íîå ñå ÷å -
íèå. Ïðåä ïî ëà ãà åò ñÿ, ÷òî ïîä øèï íèê íà õî äèò ñÿ â ðå æè ìå ãðà íè÷ íî ãî òðå íèÿ, ïðè ýòîì
ó÷è òû âà å òñÿ èç íîñ òðó ùèõ ñÿ ïî âå ðõ íîñ òåé è òåï ëî âû äå ëå íèå îò òðå íèÿ.

Çà äà ÷à ñâå äå íà ê çàìê íó òîé ñèñ òå ìå íå ëè íåé íûõ èí òåã ðàëü íûõ óðàâ íå íèé. Ïîë íîå
ìà òå ìà òè ÷åñ êîå èñ ñëå äî âà íèå ýòîé ñèñ òå ìû ïðî âå äå íî íà îñ íî âà íèè ïðèí öè ïà ñæè ìà -
þ ùèõ îòîá ðà æå íèé â ïðîñò ðà í ñòâå íåï ðå ðûâ íûõ ôóíê öèé. Ïî ëó ÷å íî ïðèá ëè æåí íîå
àíà ëè òè ÷åñ êîå ðå øå íèå çà äà ÷è. 

Ðå çóëü òà òû èñ ñëå äî âà íèÿ ìî ãóò áûòü èñ ïîëü çî âà íû â ðàñ ÷å òàõ îï òè ìè çà öèè ïîä -
øèï íè êîâ ñêîëü æå íèÿ. 

1. Ïóñòü óï ðó ãèé ñïëîø íîé öè ëèíäð 1 ñ ðà äè ó ñîì       è ñ êî ýô ôè öè åí òà ìè óï ðó -
ãîñ òè      è     (ñî îò âå ò ñòâåí íî êî ýô ôè öè åíò ñäâè ãà è êî ýô ôè öè åíò Ïó àñ ñî íà) ïîä
äåéñòâè åì âíåø íèõ ñèë ðàâ íî ìåð íî âðà ùà åò ñÿ âîê ðóã ñâî åé îñè è âäîëü ñâî èõ îá ðà çó -
þ ùèõ âäàâ ëè âà åò â íå ïîä âèæ íîå íå äå ôîð ìè ðó å ìîå öè ëè íä ðè ÷åñ êîå îò âå ðñ òèå 2, ïî ïå -
ðå÷ íîå ñå ÷å íèå êî òî ðî ãî èìå åò ôîð ìó ýë ëèï ñà ñ ïî ëó î ñÿ ìè     è     , ïðè òîì                  
(ôèã.1). Ïðåä ïî ëà ãà åò ñÿ, ÷òî öè ëèíäð è îò âå ðñ òèå íà õî äÿò ñÿ â ðå æè ìå ãðà íè÷ íî ãî òðå -
íèÿ.

Òðå áó åò ñÿ îï ðå äå ëèòü ïî ëî æå íèå è ðàç ìå ðû îá ëàñ òè êîí òàê òà ìåæ äó öè ëè íä ðîì è
îò âå ðñ òè åì (ò.å. óã ëî âûå êî îð äè íà òû       è      -ñî îò âå ò ñòâó þ ùèõ íà ÷à ëó è êîí öó îá ëàñ -
òè êîí òàê òà, è óãîë      , îá ðà çó þ ùèé ëè íè åì äåéñòâèÿ çà äàí íûõ âíåø íèõ ñèë ñ ëè íè åé,
ïðî õî äÿ ùåé ÷å ðåç öåíò ðû     öè ëè íä ðà è îò âå ðñ òèÿ     ), çà êî íû ðàñï ðå äå ëå íèÿ íîð -
ìàëü íûõ          è êà ñà òåëü íûõ         êîí òà êò íûõ íàï ðÿ æå íèé, äåéñòâó þ ùèõ â êîí òà êò -
íîé îá ëàñ òè                       , ðàñ ñòî ÿ íèå               öåíò ðîâ        è       (ôèã.1), à òàê æå ïî -
òå ðè â óç ëå òðå íèÿ.

Îñ íîâ íû ìè ìà òå ìà òè ÷åñ êè ìè ñî îò íî øå íè ÿ ìè çà äà ÷è ÿâ ëÿ þò ñÿ óñ ëî âèÿ ðà âå í ñòâà
ðà äè àëü íûõ ïå ðå ìå ùå íèé â îá ëàñ òè êîí òàê òà 

,  (1)

è óñ ëî âèÿ ðàâ íî âå ñèÿ öè ëè íä ðà 

,                           (2)

,                          (3)



- 58 -

,                                                 (4)

ãäå            ,              è              -ðà äè àëü íûå ïå ðå ìå ùå íèÿ ãðà íè÷ íûõ òî ÷åê êîí òàê òè -
ðó þ ùèõ ñÿ òåë, îáóñ ëîâ ëåí íûõ óï ðó ãîé äå ôîð ìà öè åé, èç íî ñîì è òåï ëî âû äå ëå íè åì îò
òðå íèÿ ñî îò âå ò ñòâåí íî,     è      - ñî îò âå ò ñòâåí íî, âíåø íÿÿ ðà äè àëü íàÿ ñè ëà è âðà ùà þ -
ùèé ìî ìåíò ïà ðû, äåéñòâó þ ùèå íà åäè íè öó äëè íû öè ëè íä ðà,   -óãîë ìåæ äó ëè íè åé
äåéñòâèÿ ñè ëû      ñ ëè íè åé, ïðî õî äÿ ùåé ÷å ðåç öåíò ðû     è      (ôèã. 1). 

Ôèã. 1 (Ñõå ìà êîí òà êò íî ãî âçà è ìî äåé ñòâèÿ ñåë)

Ïðè ðå øå íèè çà äà ÷è áó äåì ïîëü çî âàòü ñÿ òàê æå çà êî íîì òðå íèÿ Êó ëî íà
,                        ,                                        (5)

è óñ ëî âè ÿ ìè íåï ðå ðûâ íîñ òè ïî âå ðõ íî ñò íûõ íîð ìàëü íûõ íàï ðÿ æå íèé íà ãðà íè öàõ êîí -
òà êò íîé îá ëàñ òè 

,                        .                                           (6)

Çäåñü      -êî ýô ôè öè åíò òðå íèÿ öè ëè íä ðà ñ îò âå ðñ òè åì â ðå æè ìå ãðà íè÷ íî ãî òðå íèÿ.
Ïîëü çó ÿñü èç âå ñò íûì ìå òî äîì êîìï ëå êñ íûõ ïî òåí öè à ëîâ Êî ëî ñî âà-Ìóñ õå ëèø âè ëè

î ïðåäñ òàâ ëå íèè ðå øå íèÿ ïëîñ êîé çà äà ÷è òå î ðèè óï ðó ãîñ òè [1], îï ðå äå ëèì óï ðó ãèå ðà -
äè àëü íûå ïå ðå ìå ùå íèÿ         ãðà íè÷ íûõ òî ÷åê öè ëè íä ðà, âîç íè êà þ ùèõ âñëå ä ñòâèå
äåéñòâèÿ íà ãðà íè÷ íîé îá ëàñ òè                      íîð ìàëü íûõ           è êà ñà òåëü íûõ                   
êîí òà êò íûõ íàï ðÿ æå íèé. Ýòè ïå ðå ìå ùå íèÿ, ñîã ëàñ íî [2], âû ðà æà þò ñÿ ôîð ìó ëîé 

(7)
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ãäå

,                                                ,

,                                                                             ,  (8)

,                                                     ,                        .

Çäåñü                - ïðè òîëñ òîì (äëèí íîì) äèñ êå, íà õî äÿ ùèé ñÿ â ñîñ òî ÿ íèè ïëîñ êîé
äå ôîð ìà öèè, è                                  - ïðè òîí êîé öè ëè íä ðå (îáîá ùåí íî ïëîñ êîå íàï -
ðÿ æåí íîå ñîñ òî ÿ íèå),      - ïîñ òî ÿí íîå, îáóñ ëîâ ëåí íîå æåñò êèì ïå ðå ìå ùå íè åì öè ëè í -
ä ðà è îï ðå äå ëÿ åò ñÿ èç óñ ëî âèÿ                  . 

Ïå ðå ìå ùå íèÿ            îï ðå äå ëÿ þò ñÿ íà îñ íî âå ýêñ ïå ðè ìåí òàëü íûõ äàí íûõ [3], ñîã -
ëàñ íî êî òî ðûì ñêî ðîñòü èç íà øè âà íèÿ ìî æåò áûòü âû ðà æå íà ñòå ïåí íîé ôóíê öè åé 

,                 ,           ,                      ,                   (9)

ãäå      -êî ýô ôè öè åíò ïðî ïîð öè î íàëü íîñ òè,      -âðå ìÿ,    - óã ëî âàÿ ñêî ðîñòü öè ëè íä ðà.
Âå ëè ÷è íû ïà ðà ìåò ðîâ      è       çà âè ñÿò îò ìà òå ðè à ëîâ òåë, îá ðà çó þ ùèõ ïà ðû òðå íèÿ,
ãå î ìåò ðèè òðó ùèõ ñÿ ïî âå ðõ íîñ òåé è îò ðå æè ìà òðå íèé. Èõ çíà ÷å íèÿ ïðè âå äå íû â [3].

Ñ÷è òà åì, ÷òî öè ëèíäð íà õî äèò ñÿ â îä íî ðîä íîì òåì ïå ðà òóð íîì ïî ëå                    ,
ïðè òîì ðîñò òåì ïå ðà òó ðû öè ëè íä ðà              ïðî ïîð öè î íà ëåí ñðåä íåé ìîù íîñ òè ñèë
òðå íèÿ [4]

,                                          (10)

ãäå      -òåì ïå ðà òó ðà îê ðó æà þ ùåé ñðå äû, à     -òåì ïå ðà òóð íûé ýê âè âà ëåíò ìîù íîñ òè ñèë
òðå íèÿ. Ïðè òà êèõ ïðåä ïî ëî æå íè ÿõ ðà äè àëü íûå òåì ïå ðà òóð íûå ïå ðå ìå ùå íèÿ  

ãðà íè÷ íûõ òî ÷åê öè ëè íä ðà îï ðå äå ëÿ þò ñÿ ôîð ìó ëîé [5]

.                                                  (11) 

Òà êèì îá ðà çîì, ðå øå íèå ðàñ ñìàò ðè âà å ìîé êîí òà êò íîé çà äà ÷è ñâî äèò ñÿ ê îï ðå äå ëå -
íèþ         ,          ,    ,    ,    ,      è      èç ñî îò íî øå íèé (1)-(11), êî òî ðûå îá ðà çó þò çàìê -
íó òóþ ñèñ òå ìó íå ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé, îò íî ñè òåëü íî óêà çàí íûõ íå èç âå ñò íûõ.

2. Ìà òå ìà òè ÷åñ êîå èñ ñëå äî âà íèå ïî ëó ÷åí íîé ñèñ òå ìû íå ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé, ñëå -
äóÿ [6], ïðî âî äèì íà îñ íî âå ïðèí öè ïà ñæè ìà þ ùèõ îòîá ðà æå íèé [7]. Ñ ýòîé öåëüþ, ââå -
äÿ íî âûå áåç ðàç ìåð íûå âå ëè ÷è íû

,              ,             ,             ,                           ,                      (12)

è ïðè íè ìàÿ âî âíè ìà íèå òî, ÷òî èç ìå íå íèå ñî âðå ìå íåì ïî ëî æå íèÿ è ðàç ìå ðîâ êîí òà -
êò íîé îá ëàñ òè, à òàê æå çà êî íû ðàñï ðå äå ëå íèÿ êîí òà êò íûõ äàâ ëå íèé â íà ÷àëü íîé ñòà -



äèè êîí òà êò íî ãî âçà è ìî äåé ñòâèÿ íåç íà ÷è òåëü íû, èç (9) è (5), ïî ëó ÷èì
,                                         .                            (13)

Òîã äà èç ñî îò íî øå íèé (1), íà îñ íî âà íèè (7), (12) è (13) ïî ëó ÷èì îò íî ñè òåëü íî 
íå ëè íåé íîå èí òåã ðàëü íîå óðàâ íå íèå òè ïà: 

,                     ,                          (14)

ãäå                 è            èç âå ñò íûå ôóíê öèè. Â óðàâ íå íèè (14), êðî ìå íå èç âå ñò íîé ôóíê -
öèè          , âõî äÿò òàê æå íå èç âå ñò íûå ïà ðà ìåò ðû      ,      (â êà ÷å ñò âå ïðå äå ëîâ èí òåã ðè -
ðî âà íèÿ),      è      . Óðàâ íå íèå (14), âìåñ òå ñ óñ ëî âè ÿ ìè ðàâ íî âå ñèÿ (2) è (3), à òàê æå ñ
óñ ëî âè ÿ ìè íåï ðå ðûâ íîñ òè íàï ðÿ æå íèé íà ãðà íè öàõ êîí òà êò íîé îá ëàñ òè (6), îá ðà çó þò
ïîë íóþ ñèñ òå ìó íå ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé îò íî ñè òåëü íî íå èç âå ñò íûõ           ,    ,      ,                           
è     . Êàê òîëü êî áó äóò îï ðå äå ëå íû ýòè íå èç âå ñò íûå, èç òðåòü å ãî óðàâ íå íèÿ ðàâ íî âå -
ñèÿ (4) ìîæ íî îï ðå äå ëèòü âðà ùà þ ùèé ìî ìåíò      , ñëå äî âà òåëü íî, è ìîù íîñòü ïî òå ðÿí -
íîé ýíåð ãèè                â óç ëå òðå íèÿ.

Ñèñ òå ìó íå ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé (2), (3), (6) è (14) ïðè âå äåì ê âè äó, óäîá íî ìó äëÿ
ïðè ìå íå íèÿ ìå òî äà ïîñ ëå äî âà òåëü íûõ ïðèá ëè æå íèé. Èç óðàâ íå íèÿ ðàâ íî âå ñèÿ (2), ñ
ó÷å òîì (13), ïî ëó ÷èì 

,                       (15)

à íà îñ íî âà íèè (1), (12) è (13), èç óñ ëî âèé (6) áó äåì èìåòü

,   (16)

.     (17)

Ïðè ýòîì, óðàâ íå íèå ðàâ íî âå ñèÿ (3) ïðè íè ìà åò âèä 

.                          (18) 

Òà êèì îá ðà çîì, çà äà ÷à ñâî äèò ñÿ ê ðå øå íèþ ñèñ òå ìû íå ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé (14)-
(18) îò íî ñè òåëü íî íå èç âå ñò íûõ          ,     ,     ,       è    . Ñòðóê òó ðà óðàâ íå íèÿ (18) ïîç -
âî ëÿ åò ðå øàòü ýòó ñèñ òå ìó ñó ùå ñò âåí íî óï ðî ùåí íûì ñïî ñî áîì, âðå ìåí íî, â óðàâ íå íè -
ÿõ çà äà ÷è ñ÷è òàÿ íå èç âå ñò íîé òàê æå ñè ëó     è, âçà ìåí ÷å ãî, îä íîâ ðå ìåí íî ñ÷è òàÿ çà -
äàí íîå ðàñ ñòî ÿ à íèå               , ïðè íè ìàÿ äëÿ íå ãî íå êî òî ðûå âîç ìîæ íûå çíà ÷å íèÿ èç
îá ëàñ òè åãî èç ìå íå íèÿ                       . Îò ìå òèì, ÷òî ïî ëó ÷èâ øà ÿ ñÿ ïðè òà êîé çà ìå íå
çà âè ñè ìîñòü     îò     ìîæ íî òðàê òî âàòü êàê èñ êî ìóþ çà âè ñè ìîñòü     îò    . Òîã äà óðàâ -
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íå íèÿ (14)-(18), ïðè êàæ äîì äî ïóñ òè ìîì çíà ÷å íèè     , îá ðà çó þò îò íî ñè òåëü íî           ,      
,     ,       è     ñèñ òå ìó íå ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé, êî òî ðóþ çà ïè øåì â îïå ðà òîð íîì âè äå 

, ãäå                                    . Ýòà ñèñ òå ìà èìå åò íà è áî ëåå óäîá íûé âèä äëÿ
ïî ëó ÷å íèÿ åå ðå øå íèÿ ìå òî äîì ïîñ ëå äî âà òåëü íûõ ïðèá ëè æå íèé. 

Ìà òå ìà òè ÷åñ êîå èñ ñëå äî âà íèå î ñó ùå ñò âî âà íèè è åäèí ñòâåí íîñ òè ðå øå íèÿ óðàâ íå -
íèÿ                 , à òàê æå äî ïóñ òè ìîñòü ïðè ìå íå íèÿ ê íåé ìå òî äà ïîñ ëå äî âà òåëü íûõ ïðèá -
ëè æå íèé, ñëå äóÿ [4,6], íåò ðóä íî ïðî âî äèòü â íå êî òî ðîì ìåò ðè ÷åñ êîì ïðîñò ðà í ñòâå    ,
ÿâ ëÿ þ ùåé ñÿ ñî âî êóï íîñòüþ âñåõ ýëå ìåí òîâ                                   , â êî òî ðîé ðàñ ñòî -
ÿ íèå åãî ïðî èç âîëü íûõ äâóõ ýëå ìåí òîâ                                                   ♦(i=1;2) îï ðå -
äå ëÿ åò ñÿ ôîð ìó ëîé

, (19)

ãäå                                        ,         - ïðî èç âîëü íûå íåï ðå ðûâ íûå ôóíê öèè íà îò ðåç êå                     
,     ,     ,     è      (i=1;2) ïðî èç âîëü íûå ÷èñ ëà. Ïðè ýòîì, äî êà çû âà åò ñÿ ñó ùå -

ñò âî âà íèå îá ëàñ òè èç ìå íå íèÿ õà ðàê òåð íûõ ïà ðà ìåò ðîâ çà äà ÷è, ãäå  îïå ðà òîð    èìå åò
åäèí ñòâåí íóþ íå ïîä âèæ íóþ òî÷ êó                                            , ê êî òî ðîé ïî ìåò ðè êå
(19) ñòðå ìèò ñÿ ïîñ ëå äî âà òåëü íîñòü ýëå ìåí òîâ     ,    ,     , ..., îï ðå äå ëåí íûõ ôîð ìó ëà ìè                     

èñ õî äÿ èç ëþ áî ãî íà ÷àëü íî ãî ýëå ìåí òà                                                    
èç îï ðå äå ëåí íî ãî çàìê íó òî ãî ïîäì íî æå ñò âà      ïðîñò ðà í ñòâà    . Òîã äà ðå øå íè åì ñèñ -
òå ìû óðàâ íå íèé (14)-(19) áó äåò ôóíê öèÿ                                                   è ÷èñ ëà       ,

,     ,       .
Ïðè íè ìàÿ                                        â êà ÷å ñò âå íó ëå âî ãî ïðèá ëè æå íèÿ, ðå øå íèå óðàâ -

íå íèÿ               â ïåð âîì ïðèá ëè æå íèè áó äåò                  , îò êó äà, íà îñ íî âà íèè (14)-
(16), áó äåì èìåòü

,                                                                        , 

, 

, 

. 

Ïðè ýòîì, êîí òà êò íûå íàï ðÿ æå íèÿ â ïåð âîì ïðèá ëè æå íèè áó äóò
,                                        . 

Â ÷àñò íîì ñëó ÷àå          , ò.å. ïðè êðó ãî âîì îò âå ðñ òèè, ïî ëó ÷åí íûå ðå çóëü òà òû ñîâ -
ïî äà þò ñ ðå çóëü òà òà ìè [4].
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Î³ ï³ñ í³Í ¿ ÏáÝ ï³Ï ï³ ÛÇÝ ÷á Ë³½ ¹» óáõ ÃÛ³Ý ï» ë³ Ï³Ý Ñ» ï³ ½á ïáõ ÃÛáõÝ ³ÛÝ åÇ ëÇ
ë³Ñ ùÇ ³é³Ýó ù³ Ï³ ÉÇ Ñ³ Ù³ñ, áñÇ Ý»ñ¹ ñ³ ÏÁ áõ ÝÇ ¿ÉÇå ï³ Ï³Ý É³Û Ý³ Ï³Ý Ïïñ í³Íù: ºÝ -
Ã³¹ñ íáõÙ ¿, áñ ³é³Ýó ù³ Ï³ ÉÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ ë³Ñ Ù³ Ý³ ÛÇÝ ß÷ Ù³Ý é» ÅÇ ÙáõÙ, ÁÝ¹ áñáõÙ` Ñ³ß íÇ
¿ ³éÝ í³Í ß÷ íáÕ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÇ Ù³ß áõ ÙÁ ¨ ß÷áõ ÙÇó ³Ý ç³ï í³Í ç»ñ Ùáõ ÃÛáõ ÝÁ:

ÊÝ¹Ç ñÁ μ»ñ í³Í ¿ áã ·Í³ ÛÇÝ ÇÝ ï»· ñ³É Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñÇ ÷³Ï Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Ç: ²Û¹ Ñ³ Ù³ -
Ï³ñ ·Ç ÉñÇí Ù³ Ã» Ù³ ïÇ Ï³ Ï³Ý Ñ» ï³ ½á ïáõ ÃÛáõ ÝÁ Ï³ ï³ñ í³Í ¿ ë»Õ ÙáÕ ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõÙ -
Ý» ñÇ ëÏ½ μáõÝ ùÇ ÑÇ Ù³Ý íñ³` ³ÝÁÝ¹ Ñ³ï ýáõÝÏ óÇ ³ Ý» ñÇ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç: êï³ó í³Í ¿
ËÝ¹ ñÇ Ùá ï³ íáñ í»ñ Éáõ Í³ Ï³Ý Éáõ Íáõ ÙÁ:

Ð» ï³ ½á ïáõ ÃÛ³Ý ³ñ¹ ÛáõÝù Ý» ñÁ Ï³ ñáÕ »Ý ÏÇ ñ³é í»É ë³Ñ ùÇ ³é³Ýó ù³ Ï³É Ý» ñÇ ûå ïÇ -
Ù³ó Ù³Ý Ñ³ß í³ñÏ Ý» ñáõÙ: 

CONTACT-THERMAL STRESSES IN THE BEARING OF THE SLIDING WITH THE 

ELLIPTIC LOOSE LEAF

N. A. Kutuzyan 
L. A. Shekyan 

The contact interaction in the bearing of the sliding loose leaf with elliptic cross-section is considered.
It is supposed, that the bearing of the sliding is in a mode of a boundary friction, deterioration of their sur-
faces and a thermal emission from a friction is considered.

The problem of the closed system of the nonlinear integrated equations is discussed. Full mathemati-
cal research of this system is carried out on the basis of a principle of compressing displays in space of
continuous functions. The approached analytical decision of a problem is received and its numerical analy-
sis is resulted. 

This results can be applicated in calculations for optimization of the bearings of the sliding.
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