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Для широкого класса краевых задач для линейных уравнений с 
частными производными Л. А. Люстерником и М. А. Вишиком была раз
работана методика построения асимптотики решения, основной смысл 
которой состоит во вводе в асимптотическое разложение решения поп
равок, имеющих вид функции типа пограничного слоя, компенсирую
щих потерто некоторых граничных условий при переходе к вырожден
ной задаче.

В настоящей работе методом, развитым в работе [1]-[2], строится пол
ная асимптотика решения спектральной задачи для одного уравнения эл
липтического типа.

Пусть Q -прямоугольник в двумерном пространстве
Q (0<x<l, 0<y<h)

Рассмотрим следующую спектральную задачу: в Q определить реше
ние уравнения

=  Т ц  „I
Эх4+  Эу4 Щ  (1)

которое удовлетворяет следующим начальным и граничным условиям
Эи Эи

и/у=о Wy=Ji ՜ ՜ 0 ,  Э у / у=0  Э у  / y^h ( 2 )

и/х = о  u /x = i  Эу” /х = 0  Э уГ"/х=1  = 0  ( 3 )

где X параметр: h <  < 1 .
Цель нашей работы заключается в том, чтобы построить асимптотику 

решения поставленной задачи. При построении асимптотики мы будем 
пользоваться методом М. И. Вишика и Л. А. Люстерника [1]-[2].

Для решения (1) - (2) - (3) вводим новые координаты

х=х, y=th, где 0 <է< 1

В новых координатах (1) - (2) - (3) имеет вид
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1 Э4»  »*ս
h4 at4 эх4

u/po * 0, u/t=i = 0,

Xu
Эи
a t 7 4=0 =o, Эи

at

(4)

(5)

,3uЩ  =0 , иД=| = 0 , ս / ^ ֊/ ^ օ  = 0 , | н ֊/ х, О (6)

Асимптотическое представление решения задачи будем искать в виде 

ս =  ս0 +  հս, +  հ*սշ +  ... (7)

_ ձձ. ' А-З ■ . *-■ւ = +i i l+ Ьй 
հ " h J  W ■ +  Xn +  /..հ +  ... (8)

Подставим выражения для Ս и X из (7) и (8) соответственно в (4), (5) 
и (6) подучим

"հ4 Ц ?  (սօ +  կ  +  hiu2 +  - )  +  to4 (u°  +  hu> +  հ2“ 2 +  - )  =

=  (^ փ  + I 1  +  +  Ы , +  -.) <ս0  +  հս, +  հ 2ս շ  +  ...)

(Աօ +  հս, +  հ2Աշ +  ...) t=i =  0, —  (ս0+  հս, +  հշԱշ +  ...) / „ . ւ - ւ  =  0

В последних равенствах сравнивая члены при одинаковых степенях по 
հ получим

fclLu„ = 0
ՅԿ,
I t 4

^ 0  /t=o, t=i 

Э 4 ц 1 T - 1IT  ' ՜41 ՜  Х
«1 / է=օ, է=1 “  0>

ՅԱօЛ-о, . - 1  = 0

Эи, /է==օ, է=1 = 0

Э4а
1 FГ- -̂4Ա2 "  ^3Ա1 + ̂ շԱ°
Ա2 Л =о, է=1 ~  О,

Յսշ
/ Е=о, է=1

(9)

(Ю)

(И)

^  - ^и 3 -  X_3U2 + ^շԱւ + Х ՜ 2" 0  ]

%  Л =о, է=1 ~  О,
Эйз./է-о, W = О

(1 2 )

19



- g g r  "  ^-4U4 ~  0^4° +  ^-3U3 +  ^-2U2 +  ^-1U1 +  ^0UO (13)

^ У г  - Ь-лЩ = ֊ +  ^-3uk-3 +  ^-2«k-2 +  k-iuk-i

+  X.jUjj.j +  ,̂_չԱ|յ.Յ +  ÂUk _ 4  +  A-tUk _ 5 +  A.k_4 U0

щ / է ^ խ Վ  Դ /^0,1^1 ^ 0  (k =  5, 6 , ...)

(14)

Займемся решением полученных задач. Возьмем задачу (9) 

Э4и

ЭН

Эи,
ио / 1=0, t=l 0£° / t=o, t=l ®

(15)

(16)

Пусть Х_4 =а4. Тогда характеристическое уравнение соответствующее 
(15) имеет четыре корня

а, -а , ia, -ia

тогда

u0=  Cjeat+C2 e'at+C3 eiat+C4 e'iat
Yi=eat, y2 =e'al, y3 =eiat, y4 =e-ial

где C j, Օշ, C3, C4  определяются из условий (16) именно из следующей 
системы уравнений

С 1+С 2 + С3 +С4—0

Ciea + C2 e'a + C3 eia + C4 e’ ia=0
« А  -  a2A  + 1&A -  iaC 4  = 0
a 1C 1ea -  ot2 Ae-ia+ iaA©*® ~ ictC4 e'ia =0

(17)

A =

Напишем определитель этой системы

1 1 1 1  

ea  e-a cia e-ia

1  - 1  i -i

ea  _e-a j cia . j e-ia

Так как система однородная, то для того, чтобы она имела отличное 
от нуля решение, необходимо и достаточно, чтобы А =0. Из условия оп
ределяем ак т.е. а _ 4  к. Зафиксируем какое-то значение Ко и рассуждение
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будем вести для этого значения. Зная Х_4< ко находим, что 

Ս0, ко (է, х) =  0 о, ко (х) и о, ко (է)

где Ս0, к0 (х) подлежит определению. Теперь займ ем ся заданной (10) 

0 4̂̂ °  ՜  ^ - 4 ,k o U i ,  ко =  ^ -3 , КО Н 0, ко ( 1 8 )

Ul, ко / 1= 0, է=1  ~  Օ յ 0 ^к°  Л = о , է=1 =  0  ( 1 9 )

Напишем сопряженную однородную задачу соответствую щ ей задаче 
(18) (19). Она имеет вид

^  -  U k o Z „ ,  Ь, =  О

Zo, ко /է-о, ,=1 =  0 , ,= ! =  о

Выше показали, что эта задача имеет отличное о т нуля Z Q, ICq (է) ре

шение. П оэтому для того, чтобы задача (18) - (19) имела реш ение н еоб
ходимо и достаточно, чтобы имело место соотнош ение

1
I

Ь-З, ко и 0) ко 2-0 ко (t)  d t  =  0 (2 0 )
«
о

(20) - назы вается условием разреш имости задачи (18) - (19). И з (20) 
имеем

1

k -з .  КО J  Й 0 , к 0  (х) С о ,  ко (t) Zo, к0 (t)  d t =  О 

о

Так как U ^ k ^ 1) =  Z 0, kpW, то и з последнего равенства имеем

[S0, ko (t)]2 d t = О 

о
Аналогично получаем, что

Սշ, ко, го х) Սշ, ко, го (х) Սշ, to, го (1 )

1 3̂ , ко, го (է» х) Ս յ, ко, го (х) Из, ко, го (О

Теперь рассмотрим задачу (13).
Так как Х_3, к*,, Х_2, к 0  и  X_v  к0, равен нулю, то  имеет вид

Э4 и4 ,ко л ту _  ^Upjko . тт
_ “ ^'-4,ко'-'4, ко -у л *-о, ко и о, ко У**)
at4 ох4
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Щ  Ля>, t=i =  0 , - ^ p A = o , t=i =  О (2 2 )

Напишем условие разрешимости задачи (21) - (22). Она имеет вид
1

1о
I + К  ко и0, |о }  U0> k0 (t) dt = О

Отсюда имеем 

1

J { [ - j l U0’4 W  и Л  W +  ХО КО U0>][(> (х ) ]0 о ko (t)} ՀՀ (t) dt = О

ե
[ - - Ս,ճ 9 (Х) է  К  КО Սօ, i„  (x)]U 0> ko (t) dt = 0dx4

"0

1

[ . * Լ Ճ _ ճ ձ  +  u0il o (x)] j [u0 lo (t)]2 dt = 0
0

Так как 
ւ

I
lԾ», to (t)|2 dt = о

0  

TO

d (x) v  r t _  ո
7 “7 о, к о  o,  ko u0X7

Следовательно для UQ k0 (x) получаем следующую спектральную задачу 

94Ա° ’̂  (Х) ֊  Լ »  Ծ0, to (x) =  0  (23)
O X*

Б  Ш  т  =  °> ֊ ֊ ճ ֊/ ,= օ , յ=ւ =  о (24)Эх

Аналогично выше написанному определяем, что U 0 ,kQ,r0 (t) собствен
ные функции задачи (23) - (24) ^0 ,ko,ro собственные числа этой же зада
чи. Продолжая процесс, определяем все члены разложения и (7) - (8 ).

Кафедра м атематики Поступила 25.10.1997
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U. Մ. Մստյսւնյաճ 
էլիպսփկ հավասարման վերաբերյալ սպեկտրալ խնդրի սաիմպստտիկ 

լուծման մասին 

Ամվավսսմ

Աշխատանքում փոքր պարամետրի մեթոդով կառուցված Է սպեկտրալ խնդրի լուծման լրիվ 
ասիճպաոտիկան Էլիպաիկ մեկ հավասարման համար:
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