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СКРУЧЕН Н Ы Е ПРОИЗВЕДЕНИЯ И G-Ш ЕЙ П Ы
П. С . ГЕ В О Р К Я Н

В настоящей статье изучаются эквивариантные шейпы при переходе к 
скрученным произведениям.

Основные определения и результаты эквивалентной топологии и 
теории шейпов, необходимые в дальнейшем, можно найти, например, в 
[1 ], [2 ] и [3].

Всюду в дальнейшем группа G предполагается лиевой, а пространства 
- компактными.

Лемма 1. Пусть Н замкнутая подгруппа группы G, А и В - Н- 
пространства, А =  lim {Аа , Ра«'Л В -  lim {Bp, qpp}, a f  — {fp, 'FjA-tB-H 
шейповый морфизм, где А =  {Аа , Раа} и В =  {Bp, qpp} обратные H-ANR 
(Շյյ)- спектры, a Cq - категория всех G компактов и эквивариантных 
отображений. Тогда G хнА =  \ijn_ {G х нАа , 1 х нРаа}> G *нВ =  սոլ {G х 
*нВр1 , 1 х jiqpp}, 1 х н / ~  {1 *  н քթ> Щ-

GxHA -» GxHB - G-шейповый морфизм, a GxHA =  {GxH Ад, 1хн Р оа} 
и GxHB т  {GxHBp, lxHqpP'} -обратные G-ANR(Cc,)-cneKTpbi.

Доказательство. Сначала докажем, что при заданных условиях G хн А 
=  lim {GxnAa, 1хн Раа'}> где 1хн Раа': GxH А а '-» GxH А« G - эквивари- 
антное отображение, определенное формулой (1хнраа ') [s> a] =  [g, РаоДа)] 
для произвольной точки [g, а] из GxH '.

Определим отображение ф : GxH А ֊>  lim {GxH Ад', 1хнРаа՛} следующим 
образом:

Ф [g, а] =  (..., [g, Ра(а)], [g, ра '(а)], •••) (1)

где [g, а] G GxH А, а ра : А-»Аа предельные Н-эквивариантные 
проекции.

Ф - корректно определенное G- отображение, так как для любого а  
отображение фа =  1хн Ра : GxH A—>GxH Аа, заданное формулой фа [g, a] — 
=[g, ра(а)], определено корректно и G эквивариантно, а ф =  1уп {фа}.

Ф - непрерывно, как предел непрерывных отображений. Докажем, что 
оно и взаимно-однозначно. Пусть [g, а] и [g' ,а ' ] принадлежат 
пространству GxH А и

Ф [g> а] =  ф [g',a'] (2)

Учитывая. (1) последнее равенство можно переписать в  следующем 
виде:
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f e l l  Is, Р а Ш х  Is, P «'(a)],...) =  (•••> [S՛, Pa(a ')L  [gV pa '(a ' )],.»)• 
А  это эквивалентно следующим равенствам

[g, Ра(а)] т  iS ՛, Ра(а')] (3)

для любого индекса а . Отсюда следует, что при h =  g ‘g1

hPa(a') =  Pa(a) (4)

для любого а . Из последнего равенства и Н-эквивариантносги проекций 
ра : А->Ад получим hpa(a ')  =  pa(ha') =  ра(а) для любого индекса а , то 
есть, что все соответствующие координаты точек а и h a'совпадают. Таким 
образом, из равенств (4) следует равенство ha' =  а. А  это значит, что [g, 
а] =  [ g ', а '] . Итак, мономорфность отображения <р доказана. Теперь 
докажем ее эпиморфность. Пусть (..., [g,*, a j ,  [ga ',  аа е Ц т {GxH Ад, 
1хн Раа ) -произвольный элемент. Для любого индекса a  (lxHPia) [ga>aa]=

[ga» Pia(aa)l [g » а ].
Следовательно, существует такой элемент h е Н, что

Из первого равенства (5) находим h =  gi"‘ga . Таким образом, имеем:

Обозначим а =  (а1, ..., g1"‘gaaa, ...). Из второго равенства (6 ) следует, 
что а € А.

Осталось заметить, что ср [g',a] т  [ga, аа], [ga ', аа '],..,).
Итак, ср - непрерывное, взаимно-однозначное G -эквивариантное ото­

бражение компакта на хаусдорфово пространство lim {GxH А д, 1хн Раа‘Ь 
значит ф-G эквивариантный гомеоморфизм [5].

Точно так же доказывается равенство GxH В =  lim {GxH Bp, 1хн qpp'}.
Так как А де H-ANR(Ch) для любого индекса а , то по одной теореме 

Пале ([6 ]) GxHАд е G-ANR(db). Следовательно, {GxH Ад, lxHpa a '} (как и 
{GxHBp, lxHqpp'}) - G-ANR(db) - спектр.

Осталось доказать, что lxHf  =  {lxHfp , ¥ } : GxH A-»GxH В является G- 
шейповым морфизмом. Пусть р, Р' - произвольные индексы и р <  Р'. Так 
как f  =  {fp , Т } : А—»В - Н-шейповый морфизм, то существует такой 
индекс а , а  >  ‘Р(Р) и а  >  ¥  (р ), что Н-гомотопически коммутативна

gah՜ 1 =  g ' и hpla(aa) =  а ' (5)

[ga>aal [Si,Si gaaoJ И Pia(gi *gaaa) ai (6)

для любого индекса a . Следовательно,

([gSa՛],... [go, a j , . . . )  =  ([g1, a1],..., [g1, g f'gaaa],...) (7)

диаграмма



Но тогда G -гомотогшчески коммутативна следующая диаграмма
П х ,  А

jGxHAxp(p')
UxHfp
GxHBp'

Лемма доказана.

Замечание. Теорема 1, фактически утверж дает, что если G- 
компактная группа JIu, а Н - замкнутая подгруппа группы G, то  в классе 
всех компактных Н-пространств операция скрученного произведения G хн - 
является функтором из категории H-SHAPE в категорию G-SHAPE. 
Причем, как показывает следующая теорема, э то т  функтор Н-шейпово- 
эквивалентные объекты переводит в G-шейпово-эквивалентные объекты:

Теорема 1. Пусть shjjA — shHB, где А и В произвольные Н- 
пространства, а Н замкнутая подгруппа группы G. Тогда shcGxH А— 
=shoGxH В.

Доказательство. Пусть А =  Иш {Аа, раа ', А} и В =  ljm {Bp, qpp', М}, 
где {Ад, Раа » А} и qpp', М} - обратные Н-AN R(d:.)-спектры [4]. Так 
как shHA =  shHB, то существуют такие Н-шейповые морфизмы f. — {fa , ф}; 
В-»А и g =  {gp, : А-»В, что

В силу леммы 1 GxH А =  lim {GxH Ао, ХхнРаа'» A}, GxH В — ljm {GxH Вр, 
lxHqpp', М}, где {GxHAa, 1хнРаа'> А} и 1Gxh Вр, 1хн Ярр', М} - обратные 
G-ANR( Со) -спектры.

По той же лемме lxHff= {lxHfa, ф } GxH B-»GxH А и IxHg — {ixHgp, S'}: 
GxHA—»GxHB - G шейповые морфизмы. Из равенств (8 ) следуют равенства

(lxHg)o(lxHf ) =  1 хн 1 р и (lxH£ ) ° ( 1 хн 8  ) =  1хн Կ  (9)

Это и значит, что shoGxHA =  shcGxHB.

Следствие 1. Пусть Н - замкнутая подгруппа группы G. Если 
существуют Н-шейпово эквивалентные Н-срезы в G-пространствах X  и Y, 
то  shoX =  shGY.

Доказательство. Пусть А и В - Н-срезы G-пространств X  и Y, 
соответственно, и sl^A  =  shHB. Тогда X  =  GxHA, а Y =  GxHB ([1]).

Осталось применить теорему 1.
Следствие 2. Пусть X произвольное G-пространство, а f : X ֊> G /H  - 

эквивариантное отображение, где Н замкнутая подгруппа группы G. Если
shH(r ‘(eH)) =  0, то shoX =  sho G/H.
Доказательство. Заметим, что точка еН является Н-срезом G- 

пространства G/Н . Тогда Г ’(еН) - Н-срез G-пространства X ([1]). Так как 
shH(eH) — 0 =  shH(f‘,(eH)), то shoX =  shoG/H согласно следствию 1.

Теорема 2. Пусть Н замкнутая подгруппа группы G. Если А-Н- 
подвижное пространство, то G-пространство GxHA-G - подвижно.

յ°քք -  1 р и fog =  1 А (8)

9



Доказательство. Пусть А =  Ц т {Ад, раа', Л}, где {А«, Раа', Л} - Н- 
ANR(մէ)-спектр. В силу лемы 1 GxH А =  Цт{ОхнАд, 1хнрад', А}, где {GxH 

1хн Раа > A}-G-ANR( ̂ g)-спектр. Так как А-Н - подвижно, то для 
любого а  6 А существует такое а ' & А, ос' а, что для любого другого ос "е 
А, а "  > а  существует такое Н-эквивариантное отображение Г*' А а'-»
-»Ад", что Н-гомотопически коммутативна диаграмма

г--' յ թ

j  rtt'a"

®*аа Ад"
Но тогда G-гомотопически коммутативна следующая диаграмма: 

1хнР~«' р х нАд'
ОхнАд

1хнР

1 хн*аа

ОхнАд"

А это значит, что G-пространство GxH A-G - подвижно.
Следствие 3. Если в G-пространстве X существует Н-подвижный Н- 

срез, где Н-замкнутая подгруппа группы G, то X-G - подвижно.
Доказательство. Пусть А-Н-подвижный Н-срез G-пространства X. 

Тогда X =  GxH Ад. Применяя теорему 2 получим, что Х-G- подвижно.
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Փաթաթված արտադրյալներ և G-շեյպեր 
Պ. Ս. Օ-ևորգյան

Հոդվածում ուսումնասիրվում են էքվիվւսրիանտ շեյպերի տեսության որոշ հարցեր 
Փաթաթված արտադրյալներին անցնելու դեպքում: Մասնավորապես ապացացվաճ է, որ 
Փաթաթված արտադրյալի GxH գործողությանը հանդիսանում Է ֆունկսար H-SHAPE 
կատեգորիայից G-SH APE կատեգորիա, որտեղ Н-ը G  կոմպակտ Լիի խմբի Փա կ ենթախումբ 
Է: Որպես հետևանք ստացված են X  և Y  G -տարածությունների Էքվիվւսրիանտ շեյպերի 
հավասարության և  G -շարժունության բավարար պայմաններ:
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