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Ìíî ãî ÷èñ ëåí íûå ðå çóëü òà òû ïî èñ ñëå äî âà íèþ ïëîñ êèõ çà äà÷  êîí òà êò íî ãî âçà è ìî -
äåé ñòâèÿ ìåæ äó äå ôîð ìè ðó å ìû ìè öè ëè íä ðè ÷åñ êè ìè òå ëà ìè èëè ìåæ äó öè ëè íä ðè ÷åñ -
êè ìè ñòðèí ãå ðà ìè ïðè âå äå íû  â [1-3],  è äð. ðà áî òàõ. 

1.  Ïîäñ òà íîâ êà çà äà ÷è è âû âîä ñè òå ìû ðàç ðå øà þ ùèõ èí òåã ðàëü íûõ óðàâ íå íèé
Â ïîñ òà íîâ êå ëè íåé íîé òå î ðèè óï ðó ãîñ òè ðàñ ñìîò ðèì çà äà ÷ó î êîí òà êò íîì  âçà è ìî -

äåé ñòâèè   òîí êèõ  öè ëè íä ðè ÷åñ êèõ îáî ëî ÷åê-ñòðåí ãå ðîâ (ôèã.1) è óï ðó ãî ãî ïðîñò ðà í -
ñòâà ñ öè ëè íä ðè ÷åñ êîé  ïî ëîñòüþ, íà õî äÿ ùèõ ñÿ â óñ ëî âè ÿõ àí òèï ëîñ êîé äå ôîð ìà öèè.
Ïðåä ïî ëà ãà åò ñÿ, ÷òî îáî ëî÷ êè èìå þò îäè íà êî âûå ìî äóëü  óï ðó ãîñ òè G, òîë ùè íó 2h è
ðà äè óñ ñðå äèí íîé  ïî âå ðõ íîñ òè R, ïðè ÷åì ðà äè ó ñû âíåø íèõ ïî âå ðõ íîñ òåé îáî ëî ÷åê –
(R+h) è ïî ëîñ òè ïðîñò ðà í ñòâà R1 ðàâ íû. 
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Ôèã. 1

Íà âíóò ðåí íèõ ïî âå ðõ íîñ òÿõ îáî ëî ÷åê                , â íàï ðàâ ëå íèè èõ îñè Îz, ïðè ëî -
æå íû êà ñà òåëü íûå íàã ðóç êè           , à âíåø íèå ïî âå ðõ íîñ òè îáî ëî ÷åê              ïîë íîñòüþ
ñêðåï ëå íû ñ ïî âå ðõ íîñ òüþ ïî ëîñ òè ïðîñò ðà í ñòâà è ïðè ýòîì îá ëàñòü êîí òàê òà ìåæ äó
ýòè ìè òå ëà ìè ñîñ òî èò èç    ó÷àñò êîâ, êî òî ðûå â öè ëè íä ðè ÷åñ êîé ñèñ òå ìå êî îð äè íàò
Orjz ðàñ ïî ëî æå íû íà ïî âå ðõ íîñ òè

,                                  ,                  .

Òðå áó åò ñÿ îï ðå äå ëèòü çà êî íû ðàñï ðå äå ëå íèÿ êîí òà êò íûõ êà ñà òåëü íûõ íàï ðÿ æå íèé                          
, âîç íè êà þ ùèõ ìåæ äó îáî ëî÷ êà ìè-ñòðåí ãå ðîâ è óï ðó ãèì ïðîñò ðà í ñòâîì ñ öè ëè -

íä ðè ÷åñ êîé  ïî ëîñòüþ.  
Âû âå äåì îï ðå äå ëÿ þ ùèå óï ðàâ íå íèÿ êðóã ëîé òîí êîé çàìê íó òîé öè ëè íä ðè ÷åñ êîé

îáî ëî÷ êè-ñòðèí ãå ðà áåñ êî íå÷ íûé äëè íû, ïîä âå ðæ äåí íîé ïðî äîëü íî ìó ñäâè ãó â íàï -
ðàâ ëå íèè ñâî åé îñè Oz (ïåð ïåí äè êó ëÿð íî ïëîñ êîñ òè ôèã.1). Ñ ýòîé öå ëþ áó äåì èñ õî -
äèòü èç òî÷ íî ãî äâóõ ìåð íî ãî óðàâ íå íèÿ ïðè àí òèï ëîñ êîé äå ôîð ìà öèè áåñ êî íå÷ íî ãî
óï ðó ãî ãî öè ëè íä ðè ÷åñ êî ãî òå ëà, îã ðà íè ÷åí íî ãî äâó ìÿ ñî îñ íû ìè öè ëè íä ðè ÷åñ êè ìè ïî -
âå ðõ íîñ òÿ ìè. 

Â öè ëè íä ðè ÷åñ êîé ñèñ òå ìå êî îð äè íàò Orjz êîì ïî íåí òû ïå ðå ìå ùå íèÿ         , à    
çà âè ñèò îò     è j è â îá ëàñ òè ïî ïå ðå÷ íî ãî ñå ÷å íèÿ öè ëè íä ðà óäîâ ëåò âî ðÿ åò óðàâ íå -

íèþ Ëàï ëà ñà 
,                       (1)           

ïðè ãðà íè÷ íûõ óñ ëî âè ÿõ
.                           (2)

Çäåñü  G – ìî äóëü ñäâè ãà  ìà òå ðè à ëà öè ëè íä ðà, 2h – òîë ùè íà ïî ëî ãî öè ëè íä ðà, R –
ðà äè óñ ñðå äèí íîé ïî âå ðõ íîñ òè öè ëè íä ðà, f+(j) è f-(j) – çà êî íû ðàñï ðå äå ëå íèÿ êà ñà -
òåëü íûõ íàã ðó çîê, ñî îò âå ò ñòâåí íî, íà âíåø íèõ è âíóò ðåí íèõ  ïî âå ðõ íîñ òÿõ öè ëè íä ðà.

Ðå øå íèå êðà å âîé çà äà ÷è (1)-(2) ïðåäñ òàâ ëÿ åì â âè äå êîìï ëå êñ íî ãî ðÿ äà Ôóðüå
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, (3)  

ãäå Uê(r) íå èç âå ñò íûå ôóíê öèè. Äà ëåå ââå äÿ â ðàñ ñìîò ðå íèå áåç ðàç ìåð íûé ïà ðà ìåòð
d=h/R<<1 è íà îñ íî âà íèè (3) ðå øå íèå êðà å âîé çà äà ÷è ðàç ëî æèâ â ðÿä ïî ìà ëî ìó ïà ðà -
ìåò ðó d, îã ðà íè ÷è âà ÿñü ÷ëå íà ìè ïî ðÿä êà d, ïî ëó ÷èì [4]  

,                       .                                 (4)

Òå ïåðü ðàñ ñìîò ðèì  àí òèï ëîñ êèå äå ôîð ìà öèè óï ðó ãî ãî ïðîñò ðà í ñòâà ñ öè ëè íä ðè -
÷åñ êîé ïî ëîñòúþ ðà äè ó ñà R1=(R+h) ïîä äåéñòâè åì  êà ñà òåëü íûõ íàã ðó çîê              ,
ïðè ëî æåí íûõ íà ïî âå ðõ íîñ òè ïî ëîñ òè â íàï ðàâ ëå íèè èõ îá ðà çó þ ùèõ. Òîã äà ïå ðå ìå ùå -
íèÿ U1z(R1,f) ãðà íè÷ íûõ òî ÷åê ýòî ãî ïî ëî ãî ïðîñò ðà í ñòâà áó äóò âû ðà æàò ñÿ ôîð ìó ëîé
[4]     

,                      ,                                     (5)

ãäå  G1-ìî äóëü  ñäâè ãà ìà òå ðè à ëà ïðîñò ðà í ñòâà.
Äà ëåå, èç óñ ëî âèé êîí òàê òà                                         ïî ëó ÷èì îò íî ñè òåëü íî f+()

ñèñ òå ìó n ñèí ãó ëÿð íûõ èí òåã ðàëü íûõ óðàâ íå íèé [4]

,                              (6)

èëè ïîñ ëå îò äå ëå íèÿ ñèí ãó ëÿð íûõ è ðå ãó ëÿð íûõ ÷àñ òåé ìî æåì çà ïè ñàòü 

(7)

ãäå ïðè ñóì ìè ðî âà íèè ïî m,  ñëó ÷àé m=k ïðî ïóñ êà åò ñÿ. Âõî äÿ ùèå â ëå âóþ ÷àñòü ñèñ -
òå ìû (7) èí òåã ðà ëû ñëå äó åò ïî íè ìàòü â ñìûñ ëå  ãëàâ íî ãî çíà ÷å íèÿ ïî Êî øè, à â ïðà -
âîé ÷àñ òè ýòîé ñèñ òå ìû ôè ãó ðè ðó þò ñÿ ëèøü îáûê íî âåí íûå ðå ãó ëÿð íûå èí òåã ðà ëû. Ðå -
øå íèå ñèñ òå ìû èí òåã ðàëü íûõ óðàâ íå íèé (7) ïîñò ðî èì ìå òî äîì ìà òå ìà òè ÷åñ êî ãî àï ïà -
ðà òà îð òî ãî íàëü íûõ  ìíî ãî÷ ëå íîâ ×å áû øå âà, îñ íî âà íûì íà íåñ êîëü êèõ èí òåã ðàëü íûõ
ñî îò íî øå íè ÿõ äëÿ ÿä ðà Ãèëü áåð òà [1]. Ñ ýòîé öåëüþ, ââå äÿ îáîç íà ÷å íèÿ

(8)

ñèñ òå ìó (5) ïðè âî äèì ê óäîá íî ìó äëÿ ðå øå íèÿ âè äó

(9)

2. Ðå øå íèå ñèñ òå ìû èí òåã ðàëü íûõ óðàâ íå íèé (9)
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Òå ïåðü, ðå øå íèå ñèñ òå ìû (9) ïðåäñ òà âèì áåñ êî íå÷ íûì ðÿ äîì ïî ìíî ãî÷ ëå íàì ×å -
áû øå âà ïåð âî ãî ðî äà Tm (x)

(10)                                                              

Äà ëåå áó äåì ïîëü çî âàò ñÿ âû ðà æå íè ÿì èí òåã ðà ëîâ (o<a<p)                [1]          

(11)                                                       

(12)

(13)

(14)

Ïîäñ òà âèâ                èç (10) â (9), óì íî æèâ ïî ëó ÷åí íîå óðàâ íå íèå íà 

è èí òåã ðè -
ðóÿ  ïî x â ïðå äå ëàõ [–gk,gk], ñ ó÷å òîì (11)-(14) ïî ëó ÷èì áåñ êî íå÷ íóþ ñè òå ìó ëè íåé -
íûõ àë ãåá ðà è ÷åñ êèõ óðàâ íå íèé îò íî ñè òåëü íî        :

.                      (15)

Çäåñü                 

,                 ,        (16)

qj
q

q q∫Um  1(
a

-a
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(17)

(18)

,       (19)

,                    .                                   (20)  

Íà îñ íî âà íèè [1] ìîæ íî ïî êà çàòü, ÷òî ñè òå ìà (15) êâà çè-âïîë íå ðå ãó ëÿð íà. Êàê
âèä íî èç (10) è (2), êîí òà êò íûå êà ñà òåëü íûå íàï ðÿ æå íèÿ        â îê ðå ñò íîñ òè ãðà íè÷ íûõ
òî ÷åê êîí òà êò íîé îá ëàñ òè èìå þò îáû÷ íóþ êâàä ðà òè÷ íóþ îñî áåí íîñòü.
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¶Í³­ÛÇÝ­³é³Ó­·³­Ï³­Ýáõ­ÃÛ³Ý­ï»­ëáõ­ÃÛ³Ý­ßñ­ç³­Ý³Ï­Ý»­ñáõÙ­¹Ç­ï³ñÏ­í»É­¿­µ³­ñ³Ï­·É³­Ý³Ó¨
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íÇ­ÕÁ:
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ú·­ï³­·áñ­Í»­Éáí­üáõñ­Û»­Ç­ÏáÙå­É»ùë­ß³ñ­ù»­ñÇ­¨­â»­µÇß¨Ç­ûñ­Ãá­·á­Ý³É­µ³½­Ù³Ý­¹³Ù­Ý»­ñÇ­Ù»­-
Ãá¹­Ý»­ñÁ`­ËÝ­¹Ç­ñÁ­Ñ³Ý­·»ó­í»É­¿­·Í³­ÛÇÝ­Ñ³Ý­ñ³­Ñ³ß­í³­Ï³Ý­Ñ³­í³­ë³­ñáõÙ­Ý»­ñÇ­ùí³­½Ç-­é»­·áõÉ­-
Û³ñ­Ñ³­Ù³­Ï³ñ­·Ç­ÉáõÍ­Ù³Ý:­ä³ñ½­í³Í­¿,­áñ­ÏáÝ­ï³Ï­ï³­ÛÇÝ­ßáß­³­÷áÕ­É³­ñáõÙ­Ý»­ñÁ­ÏáÝ­ï³Ï­ïÇ
ïÇ­ñáõÛ­ÃÇ­»½­ñ³­ÛÇÝ­Ï»­ï»­ñÇ­Ùá­ï³­Ï³Û­ùáõÙ­áõ­Ý»Ý­ëá­íá­ñ³­Ï³Ý­ù³­é³­Ïáõ­ë³­ÛÇÝ­»½³­ÏÇ­áõ­ÃÛáõÝ:

CONTACT STRESSES BETWEEN THIN ELASTIC CYLINDRICAL SHELLS 

AND ELASTIC SPACE WITH A CYLINDRICAL HOLE IN ANTIPLANE STRAIN

N. A. KutuzyAN

L. A. SheKyAN

In the formulation of the linear elasticity theory consider the problem of contact interaction of thin
cylindrical shells and elastic space with a cylindrical cavity located in antiplane strain. Assuming it's the
shell have the same modulus of elasticity, thickness and radius of the middle surface.

Using the methods of complex Fourier series and Chebyshevs orthogonal polynomials, the problem is
reduced to solving an infinite quasi-completely regular system of linear algebraic equations. It was found
that the contact shear stresses in the vicinity of the contact boundary points have a common quadratic sin-
gularity.

êÆÜÂº¼Üºð ²ØàÜÆàôØÆ ¸ÆÂÆàÎ²ð´²Ø²îÆ ÐÆØøÆ ìð²
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µ³ñÓñ­³Ï­ïÇ­íáõ­ÃÛ³Ùµ:­Ð³Ûï­ÝÇ­»Ý­µ³½­Ù³­ÃÇí­¹Ç­ÃÇ­á­Ï³ñ­µ³­Ù³­ï³­ÛÇÝ­ýáõÝ­·Ç­-
óÇ¹­Ý»ñ,­áñáÝù­É³Û­Ýá­ñ»Ý­ÏÇ­ñ³é­íáõÙ­»Ý­·Ûáõ­Õ³ïÝ­ï»­ëáõ­ÃÛ³Ý­Ù»ç­(Ý³­Ù³µ,­Ù³­-
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ïÇ­¨­ùÉáñ­ù³­ó³­Ë³ÃÃ­íÇ­³Í³Ýó­Û³É­Ý»­ñÇ­÷á­Ë³½­¹»­óáõ­ÃÛáõ­ÝÁ,­áñÇ­³ñ¹­ÛáõÝ­ùáõÙ
ëï³ó­í»É­»Ý­¹Ç­ÃÇ­á­Ï³ñ­µ³­Ù³­ïÇ­S-­ï»­Õ³­Ï³É­í³Í­ù³­ó³­Ë³ÃÃ­íÇ­³Í³Ýó­Û³É­Ý»­-
ñÇ­µ³ó­ßÕ­Ã³­Û³­íáñ­ÙÇ­³­óáõ­ÃÛáõÝ­Ý»ñ:

R=NH2,­OCH3,­OC2H5


