
ԱՐՑԱԽԻ ՊԵՏԱԿԱՆ ՀԱՄԱԼՍԱՐԱՆԻ ԳԻՏԱԿԱՆ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ АРЦАХСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

Բնական գիտություններ 1, 1999 Естественные науки

УДК 517.984 Մ  ա թ ե մ ա տ ի կ ա

Ս. Կ. Պ ԵՏՐՈՍՅԱՆ (ԱրՊՀ)

ԽԶՎ ՈՂ ԿՇՌԱՅԻՆ ԳՈՐԾԱԿՑՈՎ ՄԻ ԵԶՐԱՅԻՆ 
Խ Ն Դ ՐԻ  ՍՊԵԿՏՐԻ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒՄԸ

р (х) =

ճշ(0 ,со) տարածությունում դ իտ ա րկեն ք  X, Եզրային խնդիրը, որն ա- 
ռաջսսնում է

у’ + Лр(х)у-0; 0^х<оо (1)
դիֆերենցյալ հա վա սա րումով  և ^(0) = 0 եզրա յին պա յմանով, ո րտ եղ  

(d 2, d * i ;  Q £ x < a  
[1, x > a

Որպ ես  X, օպ երա տ որի  D (LX) որոշման տիրույթ վերցնենք  
y(x) e Լ 2(0,օօ) ֆունկցիաների բազմությունը, ոիոնք  բա վա րա րում  են հե
տևյալ պայմաններին.

ա) y '(x ) ածանցյա լը գոյություն ունի և բա ցա րձա կ  ա նը ն դ հա տ  Է ամեն 
մի [0,b], b>0 վերջա վոր  միջակայքում, և y "(x ) € ճ 2(0,օօ);

բ) y{x ) ֆունկցիան բա վա րա րում  Է >>(0) = 0 պայմանին:
(1) հա վա սա րումը  մա սնա վոր  դ եպ քն  Է ավելի ընդհանուր տ ես քի

y " + q (x)y  + Я р (х )у = 0; 0 < х  < оо (2)
հա վա սա րմա ն , ո րտ եղ  q (x )  ֆունկցիան բա վա րա րում  Է

J(1 + jc) |? ( jc) |l/ ( x) < oo

պայմանին: Այս պա յմա նից հետևում Է, որ x  —> օօ դեպ քում  (2) հա վա սա րու
մը վեր Է ա ծվում  (1) հա վա սա րմա նը  (տես [2]-ը), ինչը թույլ Է տա լիս  (2) հա 
վա սա րմա ն  լուծումներն ա սիմտ ոտ ա բա ր  ա րտ ա հա յտ ել (1) հա վա սա րմա ն  
հա մա պ ա տ ա սխ ա ն  լուծումների միջոցով:

Հոդվածը նվիրվա ծ  [ Լձ եզրա յին խ նդրի  սպ եկտ րի  հետ ա զոտ մա նը : 
Այստեղ ստ ա ց վա ծ  արդյունքները հնարավորություն կտ ա ն  բա վա կա նա չա փ  
մանրամասն հետազոտելու ավելի ընդհանուր տ ես ք ի  եզրա յին խ նդրի  
սպեկտրը, որն առաջանում Է (2) դիֆերենցյալ հա վա սա րումով  և y(0) = 0 
եզրային պայմանով:
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1. (1) ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՈՐՈՇ ԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐ

Ա կնհա յտ  է, որ 0 < X  < а միջա կա յքում  (1) հա վա սա րո ւմն  ունի

(р{х, к ) = լ  0 (x ,k ) =  Cosdkx, Л =  к 2 (3)
dx

լուծումներ, ո րո ն ք  բա վա րա րո ւմ  են (р {х ,к)-0 , (р '{х ,к)= \^  0 (О ,к)= \, 
0'(О9к ) = 0 պ ա յմա ններին : Ն շենք, որ <p(x,k)ii 0 (x ,k )  ֆ ունկցիա ները  
կա զմո ւմ  են (1) հ ա վա սա ր մա ն  լուծումների ֆ ունդա մենտ ա լ հ ա մ ա կ ա ր գ  [0,a] 
միջա կա յքում: Ի սկ  [a,oo] միջա կա յքում  (1) հ ա վա սա ր մա ն  լուծումների ֆուն
դա մե նտ ա լ հ ա մ ա կա ր գ  են  կա զմում

^ Д )  =  сл'  և ij> (x,k) =  e4kx (4)
ֆ ունկցիաները:

Շ ա րունա կենք  у /{х ,к ) լուծումը [O.a] միջա կա յքում  ա յնպ ես, որ  նա  իր 
\f/'(x ,k ) ա ծա նցյա լի  հ ետ  միա սին  լինեն ա նը ն դ հա տ  x=a կետ ում:

Քանի որ (3) լուծումները կա զմո ւմ  են ֆ ունդա մենտ ա լ հ ա մ ա կա ր գ  [0,a]- 
ում, ա պ ա  ա յդ  միջա կա յքում  у /(х ,к )-{\ կա րող  ե ն ք  ներկա յա ցնել հետևյալ 
տ ես քով .

if/(x , к )  = а (к ) + b(k)Cosdkx: 
dkl

a կ ետ ո ւմ  y/(x>к) և y /'(x ,k ) ֆ ունկցիաների  ա նընդհա տ ութ յա ն  պ ա յմա ննե 
ր ից  որոշվում  են а(к) և b(k) գործա կիցները :

а (к ) = кеЩ (iCosdak + aSindak) ,

b (k) = e~ikd\Cosdak -  — Sindak

Այսպիսով, y /(x ,k ) լուծման հա մա ր  ամբողջ. (О,оо) կ ի սա ռա ն ց քի  վ րա  
ստ ա նո ւմ  ե ն ք

I а (к) + b(k)Cosdkx, О < х < а ,
у /( х ,к )^ \ Ак (5)

ь , х > а : ]

Ն մա ն  ձևով շա րո ւնա կվում  է նաև  ЯйЙЩ  լուծումը:
Այժմ շա րո ւնա կենք  (р{х։,к) լուծումը [O.a] միջա կա յքից  (a>ooj միջա 

կա յքը  ա յնպես, որ նա  իր ա ծա նցյա լի  հ ետ  միա սին լինեն ա ն ը ն դ հ ա տ  նաև 
x=a կետում: Դ րա  հա մա ր  օ գ տ վ ե ն ք  (4) լուծումներից, ո ր ո ն ք  (1) հ ա վ ա սա ր 
մա ն  գծորեն  ա ն կ ա խ  լուծումների հ ա մ ա կա ր գ  են կա զմում  (л,оо) միջա կա յ
քում: Կ ստ ա նա նք..

[S indkx О < r < a ,
ф(х^к)-=*֊\ d к  , .,(6)

[c (k )e ikx + d (k )e -m , x > a

ո րտ ե ղ  d ( - к )  = c(k) = e ~'ak f Cosdak + — Sindak | :
2 ik v  a  J
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Մեր կա ռուցած (5) և (6) ֆունկցիաները կազմում են (1) հա վա սա րմա ն  
լուծումների գծորեն ա նկա խ  հա մա կա րգ  ա մբողջ (0,օօ) միջակայքում:

2. կ  ՕՊԵՐԱՏՈՐՆԵՐԻ ՍԵՓԱԿԱՆ ԱՐԺԵՔՆԵՐԸ

Թ ե ո ր ե մ 1: Ո րպ եսզի  Я = k , !mk>0 թ ի վ ը  հա նդիսա նա  Lx օպ երա 
տ որի սեփ ա կա ն ա րժեք, ա նհրա ժեշտ  է և բա վա րա ր, ո ր  к-ն բա վա րա րի  
կ/(0, к) = 0 հա վա սա րմա նը:

Ա պ  ա  ց  ու ց ու մ: Անհրաժեշտությունը: Դիցուք Я ֊ն Lx օպ երա տ որի  
սեփական ա րժե քն  է, ա յսինքն գոյություն ունի "Lxy — 0 հա վա սա րմա ն  ոչ 
զրոյական y(x,k) լուծում: Այդ դեպ քում  у(х,к)-й հանդիսանում է

у ” + Лр(х)у =  0, >»(0, к ) = 0, у(х, к ) е կ  (0, оо) (7) 
եզրային խ նդրի  լուծումը: Իսկ (7) խ նդրի  ցա նկա ցա ծ  լուծում i//(x ,k ) և 
<p(x,k) գծորեն-անկւսխ  լուծումների գծա յին կոմբինա ցիան է' 

у(х , к ) = Сху /{х ,к) + С2(р(х, к ) :
Քանի որ lmk>0 դեպ քում i//(x ,k ) e կ ( 0,oo), <p(x9k ) Հ  կ ( 0,oo), 

ա պ ա  С2 = 0: Հետ ևաբա ր, у (х ,к ) = Сху /(х ,к) , և որպ ես (7) եզրա յին խըն- 
դրի լուծում, y (x ,k )-b  պ ե տ ք  է բա վա րա րի  >>(0,&) = 0 պա յմանին: Ա յստե
ղից հետևում է, որ կ/ՀԱ,к )  *= О:

Բավարարութ յունը: Դիցուք yf(0,£) = 0: Այդ դեպ քում  if/(x9k)-b  բա 
վարարում է (7) եզրա յին խնդրին  և քա ն ի  որ lmk>0 դեպ քում  
у/{х,Щ  e jL2(0,oo), ա պ ա  նա  հանդիսանում է Լ ձ օպ ե ր ա տ ո րի  սեփ ա կա ն

ֆունկցիա, իսկ Я = к 2 թիվը' Lx օպ երա տ որի  սեփ ա կա ն  ա րժեք: Թեորեմն 
ապացուցվեց:

Ա պա ցուցվա ծ թեորեմից հետևում է, որ Lx օպ ե րա տ որի  սեփ ա կա ն  
ա րժեքները  գտնելու հա մա ր  պ ե տ ք  է լուծել ^ (0 Д )  = 0 հա վա սա րումը: (5) 
բանաձևից գտ նո ւմ  ենք, որ

Cosdak — Sindak I : 
a g J

Այսպիսով, Lx օպ երա տ որի  սեփ ա կա ն  ա րժեքները

Cosdak— Sindak = 0 (8)
а

հա վա սա րմա ն  ա րմա տ ներն  են:
(8) հա վա սա րմա ն  հետազոտութ յունը բերում է հետևյալ արդյունքին:
Թ ե ո ր ե մ 2: Դ իցուք 1тк>0: Ե թե а2 > 0 , ա պ ա  Lx օպ երա տ որը  

ս եփ ա կա ն  ա րժե քներ  չունի: Ե թե a2 <0, ա պ ա  Lx օպ ե րա տ որն  ունի հա շ-

ir(0 ,k ) = b(k) = eika(
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վեփ  բա զմութ յա մբ բա ցա սա կա ն սեփ ա կա ն ա րժեքներ որտ եղ
О > А, > Л2 > ..., և եթե a = it, ա պ ա

Яп = К ] = f — 1 կա . + arctgt)2; n—1 ,-2,...:

փ(0, k) ֊ով նշանակենք y/(0, k) ֆունկցիայի ածանցյալն ըստ  к-ի:

Պարզ է, որ y/(0, k) = —(l -  a2 \e'k°SinAak
d

Դ ժվա ր չէ համոզվել, որ y /(0 ,k ) = 0 և ц /{0 ,к) = 0 հավասարումնե
րը չունեն ընդհանուր արմատներ: Այստեղից հետևում է, որ Լ չ օպ երատ որի  
բոլոր սեփ ա կա ն արժեքները միա պ ատ իկ են:

3. Լ Հ ՕՊԵՐԱՏՈՐԻ ԸՆԴՀԱՆՈՒՐ ՍՊԵԿՏՐԸ

<р(х,к) ֆունկցիան բավարարում է ^>(0, к )  =  0 եզրային պայմանին, 
իսկ |^>(л:Д)|-й քառակուսով ինտեգրելի է lmk>0 դեպքում: Նրանց միջոցով 
կառուցենք i ,  օպ երա տ որի  R (x,I,k) Գրինի ֆունկցիան:

Ենթադրենք Л-ն Lx օպ երա տ որի  սեփական ա րժեք  չէ, ա յնպես որ 
Щ  ռեզոլվենտը գոյություն ունի: Թոդ Rxf  — у : Ոեգոլվենտի սահմանումից 
հետևում է, Որ Lxy  = / :  Այս հավասարությունը նշանակում է, որ у-ը հանդի
սանում է

y ’  + X p(x)y = f  (9)
հա վա սա րմա ն լուծումը, որը պատկանում է Z 2 (0 ,o o ) տարածութ յանը և բա 
վարարում է y(0)=0 պայմանին:

Լուծելով (9) հավասարումը կամա յական հաստատունների վա րիա 
ցիայի մեթոդով, ստանում ենք հետևյալ արդյունքը:

Լ ձ օպ երա տ որի  ռեզոլվենտը

R J  = \R (x ,t,k ) f( t)d t

տ եսքի  ինտեգրալային օպ երա տ որ  է, որի R (x,t,k) կորիզն ունի հ ետ կա լ 
տեսքը.

1 [<р(х9к)ш(19к \  x < t
R (x9t,k )  = ֊ - — { , \  ՝ ) ձ (10)

У  (ОД) \y /(x ,k)q> (t,k), x > t
(10) բանաձևից երևում է, որ Լ ձ օպ երա տ որի  սեփ ա կա ն ա րժեքները 

հանդիսանում են ռեզոլվենտի բևեռներ, և այդ բևեռներից բացի ռեզոլվենտը 
չունի այլ եզա կի  կետեր lmk>0 վերին կիսահարթությունում:

Բերենք մի թեորեմ ռեզոլվենտի նորմի վերաբերյալ:
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Թ b ո ր b մ 3: Ա մեն մի  r>0 թ վ ի  հա մա ր  գոյություն ո ւնի  Сг > 0 թ ի վ ն  
այնպես, ո ր  Լ 2 (0,օօ) ֊ում ռեզոլվենտ ի նորմը բա վա րա րո ւմ  է

... ՚ C , . ՜ ,в м !.в д а н  .
Ս Ա  j է Л  ёапяяваМ  ( 11)

ա նհա վա սա րությա նը 'բո լոր  ա յն к-երի հա մա ր, ո ր ո ն ք  պ ա տ կա նո ւմ  ե ն  1тк>0, 
Ш <с տիրույթին:

Թ ե ո ր ե մ 4: Л > 0 դ րա կա ն  կիսա ռա նցքի  բոլոր  կ ետ երը  պ ա տ կա - 
՚ Կում են  Լ ձ օպ երա տ որի  ա նընդհա տ  սպ եկտ րին:

U պ  ա  ց ու ց  ու մ: (11) գ նա հա տ ա կա նից  երևում Է, որ X > 0 կիսա- 
ռւսնցքին մոտենալիս ռեզոլվենտի նորմը ա նսա հմա նա փ ա կ  աճում է՝ 
№1 ->со, երբ Л —> Л0 >  0 : Հետ ևաբա ր, Л > 0 կիսւսռա նցքը պ ա տ կ ա 

նում Է Ял օպ երա տ որի  սպեկտրին: Մնում Է ապացուցել, որ Л > 0 դեպ 
քում Ra օպ երա տ որի  որոշման տիրույթը, կա մ որ նույնն Է, Լ ձ օպ ե րա տ ո րի  
արժեքների բազմությունը, խ ի տ  Է Լ 2(0,օօ) տ արա ծութ յա ն մեջ: Այսինքն, Լ ձ 
օպ երատ որի  ա րժեքների  բազմության օրթոգոնա լ լրացումը կա զ մ վա ծ  Է մի
այն զրոյա կան Էլեմենտից: Բա յց օրթոգոնա լ լրացումը համընկնում  Է 
Լ ձք  = 0 հա վա սա րմա ն  լուծումների տ արա ծութ յա ն  հետ : Դ ժվա ր  չէ ցույց 

տալ, որ Lx համալուծ օպ ե րա տ ո րը  որոշվում է у " + Л р (х )у = О
հավա սա րումով  ե  >>(0) = ® եզրա յին պայմանով: Հետ ևաբա ր, թեորեմ 2-ի 
համաձայն, Լ ձ օպ ե րա տ որը  չի կա րող  ունենալ դրա կա ն  սեփ ա կա ն  
արժեքներ: Թեորեմն ապացուցվեց:

Թ ե ո ր ե մ 5: Եթե a2 ֊ն  ի րա կա ն  թ ի վ  է, ա պ ա  Lx օպ ե րա տ որը  չունի  
սպ եկտ րա լ ա ռա նձնա հա տ կութ յուններ (спектральные осовенности):

Ա պ  ա  ց  ու ց  ու մ: Ե նթա դրեն ք  հա կա ռա կը: Թող Л0 = к0 կ ետ ը  Լ ձ օ- 
պ երա տ որի  հա մա ր  սպ եկտ րա լ ա ռանձնահատկութ յուն  է: Այդ դեպ քում, քա ն ի  
որ р (х) և Л0 = к0 իրա կա ն  են, ա պ ա

у /\х , к „ ) + եէ p (x)y/(x, k0) = 0 
հավասարության հետ  միա սին  տ եղի  ունի նաև

Y ( * ,h )  + к1 Р(,х)чг{х,к0) =  0
հավասարությունը: Իսկ դա  նշանակում է, որ у /(х ,к0) = у /(х -к 0) ֆունկցի
ան նույնպես (1) հա վա սա րմա ն  լուծում է, ընդ  որում у/(0,—&0) = 0:
Քանի որ

= -2  ik0,
ապա դա տեղի ունենալ չի կարող: Թեորեմն ապացուցվեց:

Մաթեմատիկայի ամբիոն Ս տ ա ցվա ծ  է 10.09.99թ.
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С. К. ПЕТРОСЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ СПЕКТРА ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ С РАЗРЫВНЬИ 
ВЕСОВЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ.

Р е з юм е

Исследован спектр граничной задачи

у” +Лр{х)у= 0; 0<շլ<օօ *
՜ л . \d2,d  փ\\ 0 < х < а

у(0) = 0 , р(х) = < ֊ ■
- X >'а

Տ, К, PETROS JAN.

, INVESTIGATION OF THE SPECTOR OF ONE BOUNDARY PROBLEM 
WITH BROKEN WEIGHT COEFFICIENT.

S u m m a r y

The spector o f boundary problem

y” + Л p(x)у  =  0; 0 < x  <oo ,

g f i i S i S W W t[1, x > a
is investigated.
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