
Յզ հետ է, որը միշտ մեր կողքին

Լարանի բոլոր բարեկամներին: 
Լ  մտավորականությունն է: Յու- 
I եթե նա ունի հզոր մտւսվորւս- 
[ համալսարանը ունի որոշակի 
|եր մտավորականությունը, մեր 
տյուններին, քանզի համսւլսա- 
յան դեպքում, որը պ ետ ք է նե- 
յվոր է ապահովել կա յացում և 
Բնության միասնությունն է, որ

ալսարանի պրոֆեսորադսաա- 
ւն անունից շնորհակալություն 
լսարանի նկատմամբ ցուցսւբե- 
որի ապացույցն Է նաև այն, որ 
№վում եք Արցախի մայր կրթօ- 
սի պետական համալսարանի 
նք ու եռանդ չի խնայում ու չի 
Ոսնություններին: 
պովրդին շնորհավորելու ա յս 
ւթյան 30-ամյա հոբելյանի սւռ- 
I հիրավի դառնա Հա յաստան 
ության և մշակույթի մի հզոր
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ПРЕДДОДВИЖНОСТЬ В PRO-КАТЕГОРИИ

Понятие подвижности является одним из основных понятий теории 
шейпов. Это понятие первоначально, для метризуемых компактов, было вве­
дено К. Борсуком [1]. На волее овщие случаи было перенесено Мардеши- 
чем и Сегалом [2], Сегалом [3]. Далее, в равоте [4] Олендским были опре­
делены понятия М-доминирования и М-эквивалентности, которые автор ис­
пользовал для изучения различных типов подвижности (п-подвижности и 
ЧЯ -подвижности, где 9? некоторое семейство метризуемых компактов). Эти 
идеи в волее широком смысле выли изучены и развиты автором данной 
статьи в равоте [5].

В настоящей статье в рго-категории определяется и изучается поня­
тие предподвижности овратиого спектра. Устанавливается связь между по­
нятиями предподвижности овратиого спектра и А-подвижности пространст­
ва. В качестве следствий получаются хорошо известные в теории шейпов 
результаты.

О п р е д е л е н н е е  Овратный спектр [Xa,paa.,A) называется 
предподвижным относительно овратиого спектра |у^, , В ,̂ если выполня­

ется следующее условие: для л ю бо го  а  существует такое a  է՝а , что для 
л ю бы х  a ^ a , /? е В и  л ю бо го  fp'.Yp-* Xa> существуют такие թ '> թ 
и ք-. : Г . X .., что выполняется

J  Р  թ  Ч*

P a a af/> °b fi՛ р Щ  ’
то есть коммутативна диаграмма

ffi



Т е о р е м а  1. Если овратный спектр ассоциирован с
пространством Y: assY — то овратный спектр {Ха ,
предполвижен относительно овратиого спектра \Y^,q^.,Bj тогда и только
тогда, когда он Y- подвижен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть овратный спектр {Xa, раа., A} Y- под­
вижен. Докажем, что тогда овратный спектр {Ха ,раа.,А} вудет предпод- 
вижным относительно овратиого спектра Ŷp,qpp,,B\ (см. диаграмму 1).
Фиксируем произвольное а  е А . Для этого а  подверем то а 'е  А, ко­
торое удовлетворяет определению Y-подвижности обратного спектра 

է՚,ճ \ .  Теперь, пусть /ЗеВ произвольный элемент, a fp  \ Yp —
произвольное отображение.

Рассмотрим отображение f ' =  :Y  —> Х а,. В силу Y-под-
вижноста обратного спектра {Xa ,paa.,Ai) существует такое отовражение
f > :Y - > X a.,,4To

P a a '^ f ' ^ P a a ՛0 / -  о Ш
Так как овратный спектр ассоциирован с пространством

Y, следовательно для / " :  У՜ Ւ-» Х а.. существует такое отовражение

4 - Щ Ш Ш Ш т

Рассмотрим теперь произвольный թ "е В, /3 " > /3" и /? '">  /?. 
Имеем U и # /  =  կ ^ Հ
Нетрудно проверить, что
Р а с  '- ~ Р иа “  W M  ճ ՚ ° 4 ք ՀՏ ՛' '

В самом деле, используя (1), (2) И (3) Получим
Р а а ' ° ք բ  ° Գ թ թ ”' ° Ч р ~  =  P a a '°  f f i  ° 4 f i  ~  P a i r  *  f ՜ ' =  P a a " °  f թ "  °  Գ  f i"  =  

'՛*? P a a *  ° f f i "  °  4 f i ”f i ”' ° 4 f i * }

(2)

(3)

(4)

&

Я/г?

Из равенства j 

ванйе такого /3՛ ե a  

Раей 0 ffi
Обозначим fjf  =

^  - Ш й
{ X a , P a a - , 4  °™ °C

рить равенство  ̂0

օ չ
В самом деле 
P * r a f p = P  
(диагр.1). Ш

Теперь, доказ
предподвижен отна 

Докажем, что тогда 
рим произвольный 
я 'ё  А, а՝> я , коте 
ности овратиого с\

Пус1Ч
assY =
та, для отовраженн

ք ,

Диагр. 1
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\yfi,qgp.,B\ ассоциирован с 
ттый спектр {Xa ,paa,,A} 

тогда и только

Ьпекгр {Xaipaa,,A} Y- под- 
\Xa,paa.,A} Будет предпод- 
Ա /р՛’Я} (см. диаграмму 1).
ю?-подберем .то а ’еА , ко- 
Ьижности обратного спектра 
ый элемент, a fp \Yp —>Х  .

[• У —̂ Ха.. В силу Y-под- 
ресгеует такое отовражение

(1)
Ьоциирован с пространством 

ествует такое отовражение

(2) 
и р՝">р.

(3)

(4)

Г / ' - А ю - в / / г ° 3 > -  =

И
Чр-թ

Из равенства (4) и из того, что assY = |У^, q X B j  следует существо­

вание такого Բ՛ е В, Բ" > թո что выполняется аналогичное (4) равенство

Рс«‘ °  fp  0 Чр,Г °  Я/Г? =  Paa' ° fp ՝ ° ЧрТ °  Чр-թ' ' (5)

Обозначим քը =  քթ« °Գթ« pi» ° Գթ՚՚թ՛- Оказывается, что թ е В  и 

fp. : У0 —> X а» искомые для предподвижности овратиого спектра 

\Ха 9рац,УА) относительно спектра )Yp,q^ ,В]. Для чего осталось прове­

рить равенство
P a a < ° S ^ m P a a -  °  ք բ  °  Գ  fifi՝ , (6)

В самом деле
Рас” 0 f f i՝  =  Раа” У & ^ 4 щ  =  Pad՝ 0 f f i  °  Գ  fifi՝" 0 4 fi"՝fi՝ =  Pad 0 f f i  0 Գ  fifi' 
(диагр, 1). ՛

Теперь докажем обратное. Пусть овратный спектр [Ха , .,Л] 
предподвижен относительно обратного спектра {У^,# .,i? j (см. диагр. 2). 

Докажем, что тогда спектр [Ха ,раа.,А\ вудрт и Y -подвижным. Рассмот­
рим произвольный элемент а  е А . Для этого а  е А существует такой 
а'е А, а '>  а ,  который удовлетворяет условию определения предподвиж­
ности обратного спектра \Xa ,paa.,Ai) относительно овратиого спектра 
^ ,д  ,д |- Пусть / ' : У —>Х а, произвольное отображение. Поскольку 

assY = следовательно согласно определению ассоциированнос­

ти, для отображения J r ’.Y  —» X а, существуют такие Բ е В и

Щ "

ч X j.<  - • - К

№

յ ՝  4 /L  

Y'

Ք
х _ < -

Чрр

/ >  

Диагр. 2

fp -Ув •""* Х а. , что

/ ֊  / д  °Я р - (7)
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Так как обратный спектр [Х а ,раа.,А\ предподвижен относительно спек­
тра )Yp,q рр. ,В^, то следовательно для выше найденного Р е В существу­

ют такие թ  'е  В ,р ">  р  и քը : Yр  -»  Х ^  что

P a a r ? f f i ? q fff i ' = P a a ^ f f l y  0

Теперь обозначим / " =  f p, о qp, . Легко заметить, что / " :  Y  —> Х а, 
-искомое отовражение. В самом деле, используя равенства (7) и (8) получим

Р а а ' °  / ' =  P a a ՛ °  f f i  °  Գ  թ  =  Аш ' °  f f i  0 ?#>■ °  Գ /> =

=  А * ,"  °  / /Г  °  9 /Г =  P a a■ 0 / ' '  (ДИагр. 2 ).
Теорема доказана.

Т е о р е м а  2. Пусть овратный спектр yp,q . , я|  доминируется ов- 

ратным спектром ffir,rjp rp  Если некоторый овратный спектр {Xa,paa.,A} 
предподвижен относительно спектра ՀՀ)1էդ.,Ր^, то он предподвижен и 
относительно спектра |Г д , qpp., .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а  е Д произвольный элемент. Рассмот­
рим гот а՝Е А, а'>  а , который удовлетворяет условию определения пред­
подвижности спектра {Ха ,раа.,А} относительно спектра \Zy,rrr-,r\. 
Теперь пусть f р :Yp —» Х а. произвольное отображение, где р Е  В -про­

извольный элемент. Спектр {Yp, q , B ^  доминируется спектром {Z ,,r^ .,r} 

значит, что в рго-категории существуют такие морфизмы

<p={(pr ,tp): typ ,q№:,B \-+  [Zr ,г „ .,Г )

и у/={ч/р ,ч/): \Zp ,q№.,B\,
где < p \r - *B ,(p r :YHr)^>Z r , if/ : В ^  Г , щ  :Z ¥W -> 1 ^ , что 

if/ о (р =1, (9)

где 1 -тождественный морфизм спектра jYp,qрр ,В^. Согласно определе­

нию морфизмов в рго-категории и из (9) следует, что существует такой 
Р'" е В, р'" > Р , что выполняется

Գթթ~ = ¥ թ °  Փ¥{թ) ° 4<p{¥{p)w՝
(см. диаграм. 3). Учитывая предподвижность спектра {Ха ,раа.,А) относи­

тельно спектра для индекса у/\Р)Е Г  мы можем найти такой

Г 'е Г ,  г 'М / 0 )  и такое отображение gy. : Ւ-> X մ,, что

Paa֊ °  g y  =  Paa՛ ° ք թ ° ¥ բ °  ГГ(Ц)У ■ O 1)

Рассмотрим гомотопический класс <py. : Yf^  I-» Zy. . Так как 
18

следовательно суще 
что1՝

Դտ ք՝0
Теперь рассмотрим ] 
ЧТО Р՛ 6  В, и гомото

Ա- = ё
место равенство ՛ •

Р

В самом деле, из (К

p j

= 1

Я
С л е д с т в н 

изоморфны в ркя 
спектра { Х а,р ^ ,\  

предподвижности ]
Т е о р е м  

только тогда, кога 
рансти.

Т е о р е м а  
только тогда, когд 
ранств, имеющие р



эедподвижен относительно спек- 

ше найденного 0  е В существу-

I  что

(8)

ко  заметить, что f ” : У —> Х а* 
кьзуя равенства (7) и (8) получим 

у  ք թ  ° $ ք թ  ° Я р ~

Гдиагр.2).

тр доминируется о б-

шовршый спектр {Ха, раа., А} 
ггм /, 70 он предподвижен и

троизвольный элемент. Рассмот- 
к г  условию определения пред- 
Кгельно спектра {Zy>ry]/>r\- 
отображение, где 0 е  В  -про- 

Кируетсяспектром {Z;,,ry ,7 j 

(морфизмы

\\Zr>rrr'՝r \

I  Г, \f/p \Zwm-^Yp , что 

(9)

lq £*В\- Согласно определе- 

ледует, что существует такой

(Ю) .

спектра { ^ , / ^ . , / 4 }  отаоси- 
) е  Г  мы можем найти такой

Г Zy Х а»>что

к (11)
I :Yr t ' ) ^ Zr՛- Так как

(р={(ру,(р)\ ,ղ գ խ B\h*{Zr ,'ty'iTj морфизм в рго-категории, то

следовательно существует такой 0  "е В, 0" > (р(у') , 0 " > ̂ (^(/?)),
что

rV(P)r՝ ° Фу ° Я<p(y՝)fi” -  9 V{0) ° Я<рЫР))Р” • <12)
Теперь рассмотрим произвольный 0 ՛  е. В ,  0 '  >  0 ” , 0 '  >  0 ՝ " . Докажем, 
что 0 ՛  е  В , и гомотопический класс

/р ' =  8 /  ° Фу՛ ° Я<р{уjp* ° Я$у : h-> Х а„ -искомые, то есть, что имеет
место равенство

/ р  4 . 4 բ ք = Ք օ , ~ ° ք ք

fp Я/r/r
X<r-

Wp
ИГ YpSr(Г лрг

Я,>W(e))p"

X . z t

Гф(р)у

Yf

Ярр

г ,.

х„<- Ф կ% -
A * qAs)r

Диагр. 3

В самом деле, из (10), (11) и (12) получим

Раа- 0  f p ՛  =  Раа"  °  8  у' 0 Фу' 0  Я<р(у')р" °  Я р у  =

= р *< ° / р ° % {ру0 Фу ° я м у  о V / r  =
՜  Раа' °  f p  °  Фр՛ °  °  Я<р(у/(р))р" 0 Яр’"р' ~

, =  Раа' °  f p °  Ярр'" 0  ЯР"Р' ՜  Раа' °  f p  °  Ярр'՝

С л е д с т в и е ! .  Если овратные спектры и К г ,г -Г \
изоморфны в рго-категории, то предподвижностъ некоторого о б  ратного 
спектра \Х а ,А} относительно спектра §Ур >Ярр։>В  ̂ эквивалентна его 
предлодвижности относительно спектра \Zy,r)r. ,r }.

Т е о р е м а  3. Топологическое пространство X  подвижно тогда и 
только тогда, когда оно подвижно относительно класса всех ANR-прост- 
ранств.

Т е о р е м а 4. Топологическое пространство X  ո-подвижно тогда и 
только тогда, когда оно ո-подвижно относительно класса всех ANR- прост­
ранств, имеющие размерность < п.
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Т ео  р е м а 5. Пусть овратный спектр [Ха,рш',А\доминируется ов- 
ратным спектром в рго-категории. Тогда из предподвижности
спектра \Xa,pacf,A\ относительно некоторого овратиого спектра )Z 
следует предподвижностъ спектра \Yp,qpp-,B\, относительно того же 
спектра

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть овратный спектр {Xa,pao.,A} домини­
руется овратным спектром \Ypiq pp., В\ в рго-категории и спектр {Xa,paa.,A} 
предподвижен относительно некоторого обратного спектра \ Z , Г  j. До­
кажем, что спектр \?բ , qp̂ , 2? j  также предподвижен относительно того же 
спектра Пусть а е А -произвольный элемент. Так как спектр
{Xa,paa-,A} доминируется спектром ֊^ р , qpp,, i? j , то следовательно сущест­
вуют такие морфизмы.

И w = {V a^)-\Y l3,q№,>B ) ^ { X a,p m.,A} 
в рго-категории, что

у/оф =  \ I  (13)

где 1 -тождественный морфизм спектра \Ха, раа., А ). Для гомотопичес­
кого класса у/а о (р^а) : —> X а (см. диагр. 4) существует такой

индекс а ”  е  А, а "  > а , а "  > (p(y/(aj), что выполняется

Р ш " = У а 0 <РЧ,{ а ) 0 Р < р Ш )а "՝  О 4 )

Для y/(ci) е В  существует такой индекс թ ' е  2?, /3' > у/(а), что выпол­
няется условие предподвижности спектра |Yp,qpp>,B\ относительно 

{Zy,rn>,r\. Рассмотрим гомотопические классы (р̂ а) : Х 9^ а)) Ւ-> и 

: X Հբ. Yp,. Так как р ' >  1ք/(բ) и (р -морфизм в рго-категории, то

следовательно существует такой индекс a m е  А, а т > 
а '"  > <р{Р'\ что

Фу{а) ° Pq>(y/(a))am ~ 4\յւ(մ)թ՝ 0 Фթ' 0 Pq>(fi')a"' \ ■'. /О ^)

Пусть теперь а՛ е  А, а՛ >  а ”, а ՛ >  а '” -произвольный элемент. До­
кажем, что а 'е  А является искомым, то есть удовлетворяет условию пред­
подвижности спектра {Ха> раа., А] относительно спектра {Հ ,Կ .Ր\. в са­

мом деле, пусть, а  թ А, а  > а՛ произвольный индекс, a f  : Zy —> Х а, - 
произвольный гомотопический класс, где у е  Г  произвольный индекс. 
Рассмотрим отовражение у/а : У̂ а̂) —> Х а и if/ ֊ : —> Х 3 . Так как
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у/ морфизм в рго-категории, то существует такой индекс /5" е  В, 
Р” >  1//ԼԺ), р  "> у/{о) , что имеет место

ճ ՜ ' ; ' (16)
Из предподвижности спектра \?р,Црр,в\ относительно спектра {Z ^ r^ -T }  

следует, что для отображения gy =  (рр, 0 рНПа>« °  р в-я. °  f r РЩ ֊>  Yp, 
существуют

Л

V'ff Ч̂>(а)Р" &Г՛

Диагр. 4

такие у' е  Г  у' >  у и гомотопический класс g y  : Z y. —>Yp„, что

Ш Ш  0 0 ° 8 у՝ ■ (17>
Нетрудно заметить, что гомотопический класс ք , = у/ ֊ ° Գ^^բ՝՝ ° £ /  удов­
летворяет условию

. P „ S ° f , ° r „ ' - P * a  0f r < "  П 8 )

которое и завершает доказательство теоремы. В самом деле 

Ай ° f y  = P c H °V ֊a  ° Գ փ ) թ  ° S y  = V a  ° °  g /  =

"֊%  ° w  Щ Щ  Щ  ° w  ° / r  ° կ =

=!"« °?W» °P<Td °fr '‘Ч-Ч'а °<Р*а) °Рм.°)УГ °Pd-d ° f , ° rr? =
Щ Л  0 P a d  Վ  ° կ  ~ P a d  0 f ,  ° Կ

С л е д с т в и е  2. Пусть оврашые спектры [Xa, բ  ա՚,  А} и \Yp,qpp֊,B \  
изоморфны в рго-категории. Тогда предподвижность овратного спектра 
| Ш  у, А) относительно некоторого овратного спектра |Z ,г ՛,Г^экви-

i \



валентна предподвижности спектра ,{y ,̂<2W , относительно того же 

спектра Щ щ ггЬ
В качестве других следствий получаются хорошо известные результаты:

С л е д с т в и е 3. Если shX < shY, то из подвижности пространства 
Y следует подвижность пространства X.

С л е д с т в и е  4. Если shX — shY, то подвижность пространства X 
эквивалентна подвижности пространства У
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Պ. U. ԳԵՎՈՐԳՅԱՆ 

ՆԱԽԱՇԱՐԺՈՒԹՅՈՒՆԸ PRO-ԿԱՏԵԳՈՐԻԱՅՈՒՄ 

Ա մ փ  ո փ  ու մ

Հոդվածում սահմանվում և ուսումնասիրվում է հակադարձ սպեկտրի 
նախաշարժունության գա ղա փ ա րը pro-կատեգորիայում: Կապ է ստեղծվում 
հակադարձ սպեկտրի նախաշարժունության և տոպոլոգիական տարածութ­
յա ն А-շարժունության միջև: Որպես հետևանք ստացվում են շեյպերի տեսութ­
յունում հա յտնի մի շարք արդյունքներ:

P. S. GEVORGIAN 

PREMOVABILITY IN THE PRO-CATEGORY.

Summary

The notion of the premovability of the inverse spectrum in the pro­
category is defined and studied. The connection between movability o f the in­
verse spectrum and A-movability of topological space is established. The some 
well-known results in the shape theory are established as a corollary.
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