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ОБ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ШЕСТОГО ПОРЯДКА 

С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ

В настоящей работе методом, развитым в работах (1) - (2) строится, 
польная асимптотике по малому параметру решения смешанной задачи 
для одного гиперболического уравнения шестого порядка, вырождающе
гося в гиперболическое.

Пусть Q =  {(t,x), 0<է<+°օ, 0<х<+оо} В Q рассматривается следующая 
смешанная задача:

ԼյԱ =  е4 ( ~ £  - - Э-1) (-Д2 - J - A  ( Ц  .  Ш  +  Ц  - ^  -  /  (է, X) (1) 
^  at эх27 v at2 Эх v at2 эх2 - at2 ах2

(2)

о (3)

где е > 0 - малый параметр, /  - заданная гладкая функция. 
Для упрощения записи вводим следующие обозначения:

А ա = (Ճ . _ § !1 | (Ё -  .  Ё.Л  (ЁУ. _
" ' a t 2 эх2 '  ' at2 ax2 M at2 эх2 '

и 1 ,-0=  о, aku
"atr Դ о II о к =  1,5

е I о II о

"Эх2՜
L =  о, Э4и I 

Эх4՜ Ь

AoU s  Ш  ֊  Դ  
^  at2 эх2

AgU s e 4 A, +  Ao (4)

Расщепления (4) будем называть первым расщеплением оператора А .̂ 
В дальнейшем нам понадобится другое расщепление оператора вблизи 
границы х=0. Для этого введем локальные координаты է =  է, х =  £у. В но
вых координатах оператор имеет вид

Ае,0 = е2 (М0 +  е2М, +  е4М2 +  е6М3) (5)
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где

Представление (5) будем называть вторым расщеплением оператора. 
Ассимптотическое представление решения задачи (1) - (2) - (3) ищет

ся в виде

где функции Wj будут определяться первым итерационным процес
сом, Vj - функции типа пограничного слоя вблизи границы х =  0, опреде
ляемые вторым итерационным процессом, en+1 z - остаточный член.

Первому расщеплению оператора \  соответствует итерационный 
процесс, если приближенное решение уравнения

Второму расщеплению оператора А» также соответствует итерацион
ный процесс, если приближенное решение уравнения

Отметим, что вышеописанные процессы связаны между собой на
чальными и граничными условиями (2) и (3) соответственно. Для выявле
ния этих связей потребуем, чтобы

U -  i  г1 W, +  i  e2+J V, +  en+i z
i = 0  j = 0  J

AeU =  /  (է, X) (6)
будем искать в виде

W =  W0 +  eW, +  e2W2 +  ....+ e"Wn (7)

Подставив выражение для функции W из (7) в (6) получим: 

е4А, (W0+eW,+....+e"Wn) +  Ао (W0+eW,+....+enWn) =  f  (t, x)

A$,o V =  О (8)
будем искать в виде

v =  е2 (v0 +  ev, +  ... е \ п) (9:

(W0+eW,+....+enWn) U  +  e2(v0 +  ev, +  ... £ \ Ո)Ա =  О

,-F- (W0+eW,+....+enWn) L  +  £2(v0 +  £v, +  ... envn)U =  0 
9 r

k =  1,5.
(W0+eW1+....+8nWn)|x=n +  £2(v0 +  ev, +  ... е \ п) Ц =  0

--5“  (W0+£W,+....+EnWn)|x-o +  e2(v0 +  ev, +  ... £%„)ly-o= 0 
Эх

Ճ ֊ (Wo+ eW ,+ ....+ 0“Wn) U  +  Ж  e2(v„ +  ev, +  ... e "v „ )U =  0 
Эх £ Эу
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В последних равенствах сравнивая члены при одинаковых степенях 
получим:

W„|M = 0 ,  М И Й  О, к =  1~3 (10)
э г

w , l „ =  о, Ш ш ®  к =  й  (11)
ot

W | n =  V- J  Ш  I =  ^кук՜2 к -  1~S
ա  "2 ‘՜0’ atk "° 3tk""’ Я» В  (12)

i — 2,n

W o U = 0

w , L „ = o
(13)

(14)
i =  2,n (15)

a2Vi , _  a2w s ( . _ n— / , л
Эу2"" " T x 2՜ 5‘"0’ 1 ,Ո

?1VJL_ I =  0 1 = 0  (17)
эу4 u  Wmbi 0 u  '

Э4 Vj - _  94W;.2 | _ n  .  . ֊ ( m

Т / " ly=0" "  T x4՜ " lx=0"  ’ 1 =  2,n

Таким образом, нашли условия, при которых будем решать уравне
ния, полученные итерационными процессами.

Определим функцию W0. Она будет решением следующей задачи:
32W„ 32W„
Ш Я  "Эх2՜

w„i,.a= o ,  (2 0 )
ot

W „ U = 0  (21)

Известно, что если /  (է, х) - гладкая функция, то задача (19)-(20)-(21) 
имеет единственное гладкое решение.

Прежде чем приступить к определению других функций Wh i= l,n  , 
изучим некоторые характеристик функцию W0. Из (19) имеем:

Я К / а  х у + Щ
dt2 Эх2

Щ  =  /  (է, X) +  | Ш  (22)

Так, как

w0!4 =  о, то ш ж *
Эх

Поэтому, если потребовать, что бы /  (է, х) |,«0— 0» то из (22) получим:

Щ £  о (23)
Эг
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Продифференцируем (22) по է, получим:
a3w 0_ =  _э/_ +  _э3 w 0_ 

at3 at at ax2

Следовательно, если --f- 11-0=  0 , то | =  о
at 9t3

Таким образом, продолжая процесс, получим, что если

(24)

где К - произвольное натуральное число. Если

Ж 1,-.= ° , к  =  0,3ժէ

то функция W0 удовлетворяет всем условиям (19).
Зная функцию W0, можно определить функцию V0 Функция есть ре

шение типа пограничного слоя следующей задачи:

Очевидно, что уравнение (24) есть обыкновенное дифференциальное 
уравнение с постоянными коэффициентами.

Напишем его характеристическое уравнение:

Непосредственным вычислением можно убедиться, что уравнение 
(28) имеет два решения X, и ճշ с строго находившиеся в левой полуплос
кости, т. е. ReX, < 0 и ReX2 < 0.

Если учесть этот факт, то решение типа пограничного слоя задачи 
(24) - (26) - (27) будет следующее:

где С0,о и C0,i определяются из условия (26) - (27). Определив их, находим, 
что

(26)- (27)

(25)

X6 +  X2 =  0
или

X4 +  1 =  0 (28)

|̂У _ *-.У
V0 =  Со,о 1 +  С0., 1 (29)

Теперь определим функцию W,. Она является решением следующей 
задачи:



--^ л  1,-0= о, к =  0,1 , W , u =  о 
o t  оХ  ժէ

Очевидно Wt s  0.
Функция W2 есть решение следующей смешанной задачи:

3 2 W 2 Э2 W - _
Щ Ш Ш ш  S i  К *= 0, W2U = - V 0U  (30) - ( 31)

Щ ё  =  _ ^ V o ,  0 (32)
atk Ш  atk Щ  k 0,1

Учитывая, что функция V0 (է, у) - есть типа пограничного слоя, т. е. 
при у —»+ оо экспоненциально убывает, можно утверждать, что задача (30)
- (31) - (32) имеет единственное гладкое решение. В самом деле вводя но
вую функцию W2 следующим образом

W2 =  W2 +  V0

для функции W2 получаем точно такую же задачу, как для W0, су
ществование решения которого было доказано выше.

Что касается о выполнении для функций W2 начальных условий

№ 1  = 0  Ш \  = о  э- ^ 1  = о  д^ \  - о  
at2 ' " Y  ’ at3 щ ’ at4 ■ ’ " a ? " u  ’
то это следует из условий (22), т. е., если потребовать, чтобы

эк/  Щ
a"tk

то функция W2 так же будет удовлетворять условиям:

--СГ- 1 « =  0, к =  (Ա

1,-0= о, к =  0,5

Функция V, - есть решение типа пограничного слоя следующей задачи:

MoVlio Шш աաաւ\ ճ ճ ւ ւ  Я о
о ’ Эу2 v m  Эх2 Խ ֊ Эу4 1уи0-

Так как функция W,=0, то решение последней задачи V, так же будет 
равняться нулю.

Зная функцию W2=0, определим функцию Vj. Мы знаем, что функция 
V2 является решением типа пограничного слоя вблизи границы х=0 сле
дующей задачи

a6v , . a2v , a6v« a2v „
(33)

(34)

(35)

a6v 2 +  a?v 2 _ a6v 0 a2v 0
a?՜" ' ; Эу4 at2 ay4 at2

a2v 2 -
a?” " y“° ՜ 15?“
a4v 2 1 _  a4w 0 1

Ш [  г i  ® 2 3  Ш
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Выше было доказано, что функция V0 - есть типа пограничного слоя 
вблизи границы х=0. Поэтому правая часть уравнения так же будет 
функцией типа пограничного слоя вблизи границы х=0. (Это следует из 
явного выражения правой части (33)).

Решение типа пограничного слоя задачи (33) - (34) - (35) можно най
ти в виде V2 =  V2 +  v2, где V2 - некоторое частичное решение неоднород
ного уравнения (33); \ 2 - решение соответствующего однородного уравне
ния (33). Мы отметили, что правая часть уравнения (33) является функци
ей типа пограничного слоя вблизи границы х=0. Учитывая этот факт, ме
тодом подбора коэффициентов находим решение типа пограничного слоя 
V2 уравнения (33). Далее V2 определяется как решение функции типа пог
раничного слоя следующей задачи:

Ш  է  Щ  I  № > = о
Эу6 Эу4 Эу2

dAV2 | =  a2w 2 . a2v  
Ту4"՜ ^  " 1 х 2՜ ՜ ]ж*  " "а?"

a2v2 - В  a2w0 , a2v0 ,
"а ? " ՜  ,у“° " "эх2՜" " 'а 7 ՜  уН>

Выше было доказано, что последняя задача имеет решение типа пог
раничного слоя вблизи границы х=0, следовательно функция V2=  X^+Vj, 
также будет функцией типа пограничного слоя вблизи границы х=0. 

Продолжая этот процесс, определяем все члены разложения (9).
Таким образом для решения задачи (1) - (2) - (3) получим следующее! 

асимптотическое представление:

u =  t  е1 W, +  £  e2+j V: +  en+1 z (36)1
i=0 j=0 1

Теперь оценим остаточный член.
Из (49) имеем

£n+l z =  u - Е  £՛ W, - У e2+j V,
i“0 յ=0 յ

Учитывая уравнения, полученные при итерационных процессах, и з| 
последнего равенства, имеем

Aez =  h (t, х, е) (37)1
Т3№

h (t, х, е) =  - A|Wn.3 +  е А ^ п.2 +  e2A,Wn., +  e3A,Wn - e (M,Vn +  M2Vn.2 + + 
MjVnJl) +  en+3 (M2V„ +  M3V„_2) +  En+5 M3V„ .

Из граничных условий (10) - (18), имеем:

------ ! „  =  ф к ( х ) ,  k =  o J  (38Я
ժէ
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--А - U  7  M > -, k =  0’5 (39)

где фк (x), \|/k (t) суть известные функции, среди которых некоторые
могут быть нулями.

Известным преобразованием, задачу (37) - (38) - (39) можно привес
ти к следующей задаче

AgZ, =  հյ (t, х, е) (40)

Ш - и  = 0 ,  к =  о З  (41)
Эг

a r z
I х-0 '*=■ 0, г =  1, 2, 4, (42)

х

(43)

ти:
И  -4

Эхг

где հյ (t, х, е) - известная функция.

ЛЕММА. Для решения задачи (40)-(41)-(42) справедлива оценка

е *Y ? Т >  [ ( Խ I +  | ® V f ]  dx dt +  f e  
со at at2 Эх2 Эх4 Л

х +  1-  у -p] dx dt < с ТТ°՝№ I h, I dx dt,
at Эх 5 5

где с - постоянное, не зависящее от կ.

Доказательство. Обе части уравнения умножим на

i-2yi _э_ ( a2z; a2z, ч
at *  at2 дх2>

и полученное выражение проинтегрируем по рассматриваемой облас-

Щ  +  3 п З  ( - Т  - ֊ ֊ у )  * 1*  dx dt +  (44)at6 at4 ax2 at2 ax4 ax6 at3 ax3

+ i n  6  - § - - )  w  -  &  л  dx d t= T fh , i  ( Դ  ֊  %  1  dx dt.Щ at2 ax2 at 'a t27 'a x 27 Ա  at v at2 ax2'

В равенстве (44) преобразуем каждое слагаемое. Сначала преобразуем 
первое слагаемое в левой части:

36z, a3z. ւլ <*>/ 3z \
- ^ Г  - т п -  1 d t d x i* Y  T  ( ~ )  dx.

и ց at at at

При получении последнего равенства применили метод интегрирова
ния по частям с учетом начальных условий.

Точно также интегрируя остальные слагаемые по частям и учитывая 
начальные и граничные условия, известным методом преобразуя правую 
часть (44) получаем оценку (43).

Подытоживая вышеизложенное, можно сформулировать следующую
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теорему:
ТЕОРЕМ А: Если f  (t, х) - непрерывно дифференцируема до ո +4-го 

порядка, причем сама функция ք (է, х) и все производные до п +4  поряд
ка включительно при է=0 равняются нулю, то для решения задачи (1)-(2)-
(3) имеет место асимптотическое представление (36), где функции Wj оп
ределяются первым итерационным процессом, Vj - суть функции W; типа 
пограничного слоя и определяются вторым итерационным процессом. 
Для остаточного члена en+lz справедлива оценка (43). 'У)
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տիպի հավասարման խաոը խնդրի լուծման լրիվ ասիմպտոտիկան:

S . M. MARYANYAN

ON ATHYMPTOTICS OF SOLVING MIXED PROBLEM FOR HYPERBOLIC EQUATION 
OF SIXTH ORDER WITH LITTLE PARAMETER.

Summary

The full athymptotics for the solution o f mixed problem for hyperbolic equation o f sixth 
order with little parameter being built in this work.
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