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Об о д н о й  неоднородной двупараметрической краевой задаче Дирака 
Г . Г . С а а к я н

В р а б о т е  находится решение для одной неоднородной краевойщ
двуп арам етри ческой  задач и  Д ирака.

Многопараметрические спектральные задачи начали активно изучаться сначала в работах I 
Ф.В.Аткинсона (см., например, [1]) для компактных операторов в конечномерных пространствах, затем I 
для дифференциальных операторов в работах П.Д.Брауна, С.Д.Слимана (см. например, [2],[3]). 
Однако в основном исследования касались дифференциальных операторов типа Штурма-1 
Лиувилля. На многопараметрические задачи были перенесены основные результаты I 
однопараметрических спектральных задач: дискретность спектра, ортогональность собственных! 
функций, полнота и сходимость разложения по собственным функциям.

Целью предлагаемой работы является определение формулы для решения одной I 
двупараметрической краевой задачи Дирака.

Рассматривается следующая двухпараметрическая задача Дирака :

^ — ^  +  О Л Х г)у\хг) ш ^ Я ,А „ { х г) / ( х г) . О йхг й К .  г - 1 , 2 (1)
dxr

с граничным условием
Уг(К )  =  РгУГ(0), Г =  1,2, (2)

где р г-комплексное число и \ р г \—\, г  =  1,2, Gr(xr)9 A „(xr) ֊[ r , s  =  1,2)-непрерывные на 
[О,Xr] вещественные, симметричные матрицы порядка 2 x 2 ,  Я,, ձշ -комплексные параметры, 
y r(xr) =  (y [(xr) ,y l(x r) ) - C 2 значная вектор-функция, непрерывно дифференцируемая на

г ւ о ( 0 ւՀ отрезке [ОД, J , Տ  =  | ^ ^

Не теряя общности и для удобства дальнейших рассуждений примем р г =  1 (г =  1,2).
Рассмотрим ' неоднородную задачу

տ ^ ֊+ G . y  У ( Х , )  =  У ( 0 ) .  (3 )
ах,

Имеет место
Теорема 1. Если Я =  (Я,,Я2 ) не является собственным значением задачи (1)-(2), 

Х\ (х) € Լ(О, А,,), т о  неоднородная задача (3) имеет единственное решение в виде
Ч

у '(х , )  =  J ЛГ, ( ж , ( г ,  > * , ,  (4)
О

где К х (xx,tx,X) непрерывно по совокупности переменных X, и tx, за исключением случаев, когда

/, переходит фиксированное значение Хх (хх е[0,А,,]).
Доказательство. Будем искать решение задачи (3) в виде

где Yx (Xj, Я) -фундаментальное матричное решение задачи

S ^  +  GY, Г,(0) =  £ .  (5)
ах,

Имеем
dy* 
dx,

ժ¥լ
dX\)*7i +  S Y ^ ֊ =  ( ֊G  +  X xA x + ^ 2A 2 )Y xt jx + S Y - ^ - .  

dxx dx,

Полученное соотношение согласуется с (3), если
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в г & щ ք| (6)
axl

откуда

^  = ~Y-'S-'X l. (7 )
axx

Так как У(о) =  У,(0)7,(0) =  7 ,(0 ) , то интегрируя (7), найдем

+У(0). (8)
о

Отсюда * .

P 't f t l  (*, У (0) - ] щ (х, )у,-‘ (/, ) г (/, К . (9)
о

Так как Л — {Х ,̂ ) не собственное значение , то матрица Е  — Yx (A-j ) обратима- Учитывая то,

что У  ) =  у 1 (0), из (9) найдем

У (о )= (г, (х) - £Г J У (К У,՜1 (', У ж, (г, К  •
о

Внося это выражение в (9), получим решение задачи (3)

֊ ]  г, М У ГЧ О Я -1* ,  (/,)<*, • (П)
о о

Отсюда вытекает, что полученное решение можно представить в виде

У (х,)=  \K x(xx,tx,X)X\(t\)dt\ • (1շ)
о

Из (11) следует ,что при хх <  tl разрешающее ядро K x(x x,tXiX) имеет вид

* , ( * , ,  Я | )¥ ,- '( ։,) Տ ՚- ' , (13)
а при Jtj >  էյ

К ,(x,,/,Д ) = У,( * ,Щ (X, ) ֊ £ ) " ^  (X,Щ (г, )S-' -  Г,Ш " (O S ՜1 (14)
или что то же самое

к = У, (х, )УГ՛ (X, )(У, (X,) -  Е)-՝ К  (X, )rl-, (rI)S'-1.
Подстановкой нетрудно убедиться, что у 1 (:с ,), заданный равенством (9), удовлетворяет задаче
(3) .

Заметим, что при 0 <  JC, <  Х1 существуют различные пределы

а:, ( * , , * , +о,А) = ^  (х)(у, (X, > -  £-)՜' у, (X, )ГГ’ (^, ,
ք ա * \  ֊ ОД) = У,(х)(У,(X,) - Е)՜՝У , ( X , ( х , Щ - Տ ՜ ՝ .

Таким образом K x(xx>tx,X ) непрерывно по совокупности переменных Хх и Цв за  исключением

скачка, равного Տ ՜  , когда tx =  Xх (JCj €=[0 ,^]). Теорема доказана.
Аналогично проведенным выше рассуждениям можно доказать, что решение 

неоднородной задачи

S ^ ֊ +  G2y 2 =  {^ A n + X 2AK )y 2 - X l , У(Х2) =  / (  0) (15)
ах 2

у2(х2) также представимо в виде

Ч
у 2(х 2) =  \ K 2(x 2it2iX )x 2(t2)dt2 , (16)
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где К 2{х 2,/2,Л) непрерывно по совокупности переменных х 2 и / 2, за  исключением скачка, 

равного «S'՜ , когда t2 — х 2 (Х2 G  [ОД2] ) .
Рассмотрим теперь двупараметрическую неоднородную задачу Дирака

S % r  +  G y ' = ( W n + * 2 4 2 ) y ' ֊X i .  У ( * , ) - У (  0), (17)
dx,,

/ ( Х 2) =  / ( 0 ) .  (18)
ах 2

Тогда верна
Т еор ем а ն. Если Л =  (Aj, /կ ) не является собственным значением задачи (1)-(2), 

Х х( * )  е  Ц 0 ,Х х) ,  X շ( * )  е  կ ) ,  у \ х х)9у 2(х 2)-решение задачи (17)-(18), т о
у (х )  =  у х (jc, )  ®  у շ (х 2 )  представимо в виде

у {х )  =  \К ( х Х9х 2, tx,t2,X )x (t )d t , (19)
1

где К (х ,1 9Л) непрерывно по совокупности переменных ХХ9х 29 tX9t2 , з а  исключением случаев,

когда tx = * ,  ( Хх fc fO j& f) и л и  когда t2 — Х2 (х 2 € [ 0 Д 2]).

Доказательство. Пусть у  (Jtj) ,у  (х 2)-решение задачи (17)-(18). Согласно доказанной 
теореме 1

У ( * » )  =  \ К ,( х х, / յ , Л )Х\(էյ)ժէՀ , у  (х 2) =  ] к 2(x 29t2, Л )х 2 (^շ)dt2 . 
о о

Тогда имеем (см. (4), [5))
л ■ X,

Х * )  =  У (* |)® .У 2( * 2 ) =  )Кх(.Х\А>Х)Х\(!\)dtx <8> \ K 2(x29t29X )x 2(t2)dt2 =  ]K {x 9t ^ ) x { t )d t 9
о о /

где
К ( х , ։9Л) =  К х ( х , 9Л )® К 2 (x29t2, Я), х ( х )  =  * ւ ( * ւ )® *շ ( *շ ) -

Непрерывность функции-матрицы K (x 9t9X) и характер разрывов следует из непрерывности и 
характера разрывов для функций K x(x X9tXiX ) и K 2{x29t29X) . Теорема доказана.
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