
 - 36 -

О ЗАДАЧЕ ИЗГИБА БАЛКИ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ 
ПОПЕРЕЧНЫМИ СИЛАМИ ПРИ НАЛИЧИИ СЖИМАЮЩИХ 

ИЛИ РАСТЯГИВАЮЩИХ ОСЕВЫХ СИЛ 
 

Н. А. КУТУЗЯН 
Кандидат физико-математических наук, доцент, 

проректор Гаварского государственного университета 
Л. А. ШЕКЯН 

Доктор физико-математических наук, доцент, 
преподаватель Гаварского государственного университета 

 
В рамках обобщенной модели изгиба теории С.П.Тимошенко [1,2], 

где на прогибы тонкостенных тел влияют как поперечные силы, так и 
продольные сжимающие или растягивающие силы, рассматривается 
контактная задача об изгибе балки конечной длины на упругом 
основании в виде полуплоскости, находящихся в условиях плоской 
деформации.  

Обширные классы задач об изгибе тонкостенных элементов в виде 
балок, плит, оболочек на деформируемых основаниях различных форм и 
в рамках различных физических допущений, ввиду их актуальности и 
практической значимости стали предметом исследования многих 
авторов [3-10].  

1. Пусть балка, отнесенная к прямоугольной системе координат 

Oxy , длины a2 , высаты h , модуля упругости E  и коэффициента 
Пуассона  , под действием распределенных вертикальных сил 

интенсивности  xq  изгибаясь вдавливается в нижную упругую 

полуплоскость с модулем упругости 1E  и коэффициентом Пуассона 1  
(фиг. 1). 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 Фиг. 1. Схема контактного взаимодействия балки и полуплоскости. 

Предпологается, что упругая полуплоскость 0y  находится в 
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она изгибается по модели С.П.Тимошенко [1,2], где помимо влияния 

вертикальных сил  xq  на прогибы балки осевые сжимающие силы 

 xT , действующие вдоль срединной линии балки, также влияют на эти 

прогибы. При этих физических допущениях требуется определить 

распределение нормальных контактных напряжений  xp
yy 
0

  на 

отрезке  axa   контакта балки с упругой полуплоскостью, а также 

изгибающие моменты )(xM  и поперечные силы )(xQ  в сечениях 

балки по изложенной выше модели. 
2. Рассмотрим дифференциальное уравнение изгиба балки 

вертикальными силами )(xq  и )(xp , учитывая при этом по теории С.П. 

Тимошенко влияние сжимающих сил  xT , распределенных вдоль 

серединной линии балки (фиг. 2).  
Уравнения равновесия показанных на фиг. 2 сил, действующих на 

малого элемента деформируемой балки, вырезанного из нее двумя 
близкими друг от друга поперечными сечениями, будут: 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Фиг. 2. Равновесие деформоруемого элемента балки.  
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где из-за малости угла   приняты 1cos  , 

dxvdtg  sin , v – перемещения точек балки в напра-

внении оси Oy . При этим условия равновесия балки имеют вид 
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 Пренебрегая малые величины выше первого порядка малости, из 
(1) получим 
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Так, как  
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dx

d
QTT

v
 0 ,     























x

a

dxxqxp
dx

d
T

dx

d
Q

vv
0

2

1 . (5) 

Далее учитывая, что  
 

 
22 dxdDM v ,   23 112  EhD  (6) 

 и принимая   11 2  dxvd , из (3) и (5) получим дифференциальное 

уравнение изгиба балки 
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 Дифференциальное уравнение (7) рассматривается при следую-
щих граничных условиях: 
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получавщих на основе (6) и указывающих на то, что в концевых точках 

балки ax   изгибающие моменты )(xM  отсутствуют.  

С целью получения решения дифференциального уравнения (7) 
при условиях (8) и (2), введем обозначения 

DTk 0 ,   Dxpxqxg )()()(  , 22 v dxdz  . (9) 

В результате, придем к следующему дифференциальному 
уравнению  

)(2
2

2

xgzk
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Общее решение дифференциального уравнения (10) с учетом 
последное обозначение из (9) представляется формулой 
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где 1C  и 2C  постоянные интегрирования. Используя (11) и (8), 

определим 1C  и 2C :  
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Теперь подставив выражения 1C  и 2C  из (12) в (11), получим  
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Далее исходя из (13), (6) и последное соотношение из (3) проверим 

условия отсутствия поперечных сил )(xQ  в концевых точках балки 

ax  : 
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Отсюда видно, что записанные условия отсутствия поперечных сил 

)( aQ  , вообще, не удовлетворяются. 

 Но если в (16) совершить предельный переход 0k  и принять 

во внимание условия равновесия балки (2a)-(2b) и обозначение )(xg  из 

(9), то  
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и, следовательно, в классической теории изгиба балки  0k  условия 

0)( aQ , как следствия условий равновесия балки, выполняются. 

 Отметим, что в случае осевых растягивающих сил T  во всех 

предыдущих формулах следует параметр k  формально заменить на ik , 

где i – мнимая единица, постоянную 1C  оставить без изменения, 

постоянную 2C  заменить на постоянную 2iC  и везде от 

тригонометрических функций перейти к соответствующим 
гиперболическим функциям.  

 Далее уравнение (11) еще раз проинтегрируя, получим 
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Теперь выражения постоянных 1C  и 2C  из (12) подставляем в (17). 

В результате 
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3. Для вывода определяющих уравнений описанной контактной 

задачи сначала запишем выражение вертикальных перемещений  x1v  

граничных точек упругой полуплоскости 0y  (фиг. 1) в направлении 

оси Oy  [11] 
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Далее запишем условие контакта балки и упругого основания 

   xx 1vv  , )( axa  , которое после дифференцирования 

принимает вид 

dx

d
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Теперь в условие контакта (21) подставим выражения (18) и (20). 
Учитывая второе обозначение (9), будем иметь следующее сингулярное 
интегральное уравнение (СИУ) относительно нормального контактного 

напряжения  xp : 
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 Решение СИУ (22), удовлетворяющее условиям равновесия балки 
(2a)-(2b), можно получить, в частности, известным численно-
аналитическим методом [12-14], сведя к системе линейных 
алгебраических уравнений. 
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The contact problem of the bending of the beam of finite length on elastic 
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