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Ս- Կ- Պետրոսյան
Մաթեմատիկայի ամբիոն

Հեղինակի [6] հոդվածում հետազոտված է' Lx ծայրային խնդրի սպեկտրալ վերլուծության 
միջինով դուդամիտությունն այն դեպքում, երբ р  (л) գործակիցը խզման կնտում ւիոխում է նշանը: 
Ներկայացվող հոդվածում հետազոտվում է սպեկտրալ վերլուծության միջինով զուգամիտությունն 
այն դեպքում, երբ р  (х) ֊ը  մեկ կետում խզվոդ կոմպլեբսարժեք ֆունկցիա է:

Դիտարկենք Լձ ծայրային խնդիրը, որն աասջանում է
Я(Я, у ) =  -у " +  q(x)y  -  Лр (х)у  =  0, 0 < jt< o o  (1)

դիֆերենցիալ հավասարումով և _բ(0) =  0 ծայրային պայմանով: Այստեղ

3 Լ [a2, l m a * 0 ,  0 <x£a,
P t o H ,  (2)[1, ■ x  >  a ,

իսկ q (x) կոմպլեբսարժեք ֆունկցիան անընդհատ է [0, с о ) միջակայքում U բավարարում է 
հետևյալ պայմանին’

J(1 +  *)|?M H * < “ > (3,)
О

հետագայում նան՝
\q(x)\ <  с ■ е~а , £ > 0  (32)

պայմանին:
Որպես Լձ օպերատորի ) որոշման տիրույթ վերցնենք y(x) e L 2(0 ,օօ)

ֆունկցիաների բազմությունը, որոնք բավարարում են հետևյալ պայմաններին'
1) у '(х ) ածանցյալը գոյություն ունի ե բացարձակ անընդհատ է ցանկացած [0, b] 

վերջավոր միջակայքում;
2) ամեն մի Л ֊ի  համար А(Л, у) e  Լ 2 (0, օօ);
3) Щ ф ֆունկցիան բավարարում է >>(0) =  0 պայմանին;

Նշենք, որ а  — I դեպքում ն У(0) — hy(0) =  0 տեսքի ծայրային պայմանով Լձ

օպերատորը հետազոտված է [1], [2], [3] ե այլ աշխատանքներում, իսկ а 2 > 0, а  & 1 ե

q(x) — q{x) դեպքը հետազոտված է [4]-ում:
[5] հոդվածում ուսումնասիրված է Լձ ծայրային խնդրի սպեկտրը ե ստացված է սպեկտրալ 

վերլուծության բացահայտ տեսքը (1) հավասարման հատուկ լուծումների միջոցով:
Մասնավորապես ապացուցված է հետևյալ թեորեմը:

Թ ե ո ր ե մ  1: Դիցուք' f {x )  e  D (LX) և Լձ ծայրային խնդիրը չունի սպեկտրալ
առանձնահատկություններ: Այդ դեպքում տեղի ունի

շ "г s 2F(s)<p(x,s) у  2К па(кп)С п<р{х,k j
л: ^ (Օ ^ Դ ՚Լ Օ -տ ) հ  ^ (0 ,* „ )

վերլուծությունը, որը զուգամիտում է f {x )  ֊ի ն  ամեն մի հաստատագրված х  > 0 համար:
Այստեղ (р(х, к) ֊ն  և Ч'С*, к )-ն (1) հավասարման հատուկ լուծումներն են, որոնք 

к 2 =  X , Irak >  0, к —> օօ դեպքում ունեն այսպիսի ասիմպտոտիկա
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а0(к), Ь0(к), с0(к), d0(к) գործակիցներըորոշվում են հեաեյսղբանաձևերով' 
а0(к) =  кет  (cos аак  +  asm  a  ak),

boW -e**՞ (cos aak  ֊ —sin a  ak),
a

g  I
c0(A:) =  -d 0(k) = ——(cosaak  + —sm aak ):

Л n~ kn, n e  N թվերը ■ կազմում Էն Lx ծայրային խնդրի սեփական արժեքների 
հաջորդականությունը, ընդ որում'

բանաձևերով:
Այսպիսով, (4) բանաձևը ներկայացնում Է /(•*)  ֆունկցիայի վերլուծությունն ըսւո ԼԼ 

ծայրային խնդրի սեփական ֆունկցիաների:
Հոդվածը նվիրված Է հետևյալ թեորեմի ապացուցմանը:
Թ ե  ո ր  ե մ 2: Լշ(0,օօ) հիլբերայան տարածությանը պատկանող ցանկացած f(x )  

ֆունկցիայի համար (4) վերլուծությունը զուգամիտում Է միջինով զուգամիտության իմաստով:
Ա պ ա ց ու ց ա մ: (4) բանաձևի աջ մասը թաղկացած Է երկու գումարելիներից, որոնցից 

աոաջինը համապատասխանում Է Լձ օպերատորի անընդհատ սպեկտրին, իսկ երկրորդը' 
դիսկբետ սպեկտրին:

Նախ դիտարկենր վերլուծության ինտեգրալային մասը'

Իսկ F (s) և Cn գործակիցները որոշվում են

F (s )=  f<p (t,s)p (t)f(t)d t, С . = j<p (t,k „)p (t)f(t)d t (8)
о оо

s 2F(s)q>(x,s)
(9)

Ապացուցենք, որ այն քստակոաով ինտեդրեփ ֆունկցիա Է: Դրա համար նկատենք, որ

(10)

Այնուհետև դիտարկենր X  պարամետրից կախված

ինաեցրալը ն ցույց տանք, որ այն պատկանում Է Լ 2(0, со) ֊ին: 
Դիցուք' 0 < x < a : Այդ դեպքում



:  m -Հ )  « ]  , w m - e )
Այսւոեղ հետազոտման ենթակա է միայն գլխավոր անդամը' 

sm ax s
Ի ա ; -ds:

T ( 0 , ֊s )
^աշվի աո&ելով, որ տ - +  օօ դէպքում լոսդի ունԱն

‘  s in e x s  =  '{ '(O .- s)  =

ասիմպտոտիկ հավասսւրությունննրը, բավական Է ցույց տալ, որ

jF 1(*)e|Ime|' (” )*  e L 2(0 ,a ):
0

Ունենք՝

] | ] F 1(s)e|," " l“ " “,</i| dx = № =

(11)

\—e- |  Im a |  (s  +  t ) a  շ

dsdt <   dsdt Հ.Ո fi _  .1 շ _F\ (s)F, (0 Ճ  -- - - - -  f |  F, ( s ) |  ds <  00 :
«I oo s + t  |b n a | о

dsdt = 

2 k

| lm e |( s + 0  |bnc
Այսպիսով, (11) առնչությունն ապացուցված Է:
Դիցուք, այժմ, a  <  x <  օօ: Այդ դհպքում հաշվի սանէլով (5) ե (6) ասիմպտոտիկ 

րանաձննրը, կունհնանք՜

ի ա
stp(x,s) ds= J>,(s) sc(s) 1 + 0 | -

m -Հ »  i .
Դժվար չէ համոզվել, որ տ —> օօ դեպքում'

sc(s)  sd(s)

ձ + խ տ )

= 0 (1):

sd(s)
¥ ( 0

1 + 0 ds :

*¥(0,-3) ЧЧО, -s)
Բացի դրանից, քանի որ F, (տ) e  Լ 2 (0, օ օ ) , ուստի

j F , ( s ) e to<is e L 2(a ,o o )  և  ^ F i ( s ) e ~ “‘ d s  e L 2( a , x )  : 
о-* о

Այստնդից հետևում է, որ

ի ա
s<p(x,s)

tfae L ,(a ,a> ):Ч ' ( О . - я )  2
Այժմ դիտարկենք (4) վերլուծության երկրորդ գումարելին՝

. չ շ Ка(К)с (12)
է ! ^ (Օ ,* ,)

сп գործակցի (8) արտահայտությունից, հաշվի սանելով (5) և (6) բանաձևերը, ինչպես
նաև

2kna(kn) 2 fc !
• P ( 0 ,k.) a 

ասիմպտոտիկ հավասարությունը, ստանում ենք

1 + 4 ֊



с = —  [sin a k t
к . I 1+01Г 1+01F

'տէտևաբար, (1 2 ) շարքը կննրկա յա ցկի հէաւԱյալ գումա րի տեսքով 

1
с ^ К („(х , кп) Js in a k j 1 + 0

ի  հետ ևյա լ գումա րի մ  

f(t)d t +  с2^ к п<р(х,к, ) |е 'м '

m m

1 + 0 W i

(13)=  ®, ( * )  +  <a2 (շ՜):
Այստէպ կատարէլ հնք ակնհայտ նշանակումներ:
Հնտադոտենբ «>, (я:) -ի զուգամիտությունը [О, а] միջակայքում: Ցույց տանք, որ այդ 

շարքը ցուգամնտ Է Լ 2(0, а) ֊ում: Տաշվի աոնէկով (6) բանաձևը, կարոդ ենք գրել.

ю,(де) =  cl'̂ T։ sm ak nx \s\n a k nt ■ f(t )d t-
Ո=1 о

+  F  sin (X k l:x  f o j ^ F j /  +

й ш зsin a k t 1 + 0

վերջին երկու շարքերը, ինչպես դժվար չէ նկատել, գուգամետ են Լ 2 (0, а ) ֊ո ւմ : Մնում է

(14)

պարգել

У՜՝ sin a  knx Jsin a  кոէ՝ f  (t)dt — УУ ։Ьп sin a  knx
»=1 0 n=\

շարքի վարքը, որտեղ
a

bn =  Jsina& „f- f ( t )d t : 
о

Տեղագրելով kn —ի արտահայտությունը (7) բանաձևից և հաշվի առնելով Ֆուբյեյի 
եռանկյունաչափական շարքի գործակիցների հայտնի հատկությունը, ցույց է տրվում, որ

2 > . Г  <  օօ: Այստեղից պարզ է դառնում, որ (14) հավասարության աջ մասը, ուրեմն նան 
/1-1
Օյ ( *)  ֊ը  պատկանում են Լ 2(0, а ) տարածությանը:

Ենթադրենք, այժմ, որ а  <  х < օօ: Այդ դեպքում (Օճ (х) ֊ի  համար կունենանք՝

i ' l l С • f  1
1 +  0  — • I s m a * : * 1 +  0  - 4

. ա
J  *  
0 U J .

ա թ տ

Այստեղ բավական է հետագոտել հետևյալ շարքը.

®լ(*) = y}'eik'՝(x~a) J*sm ak ntf(t)d t =
л=1 О я-l

Նշանակենք

л-1

և ցույց տանք, որ այս հաջորդականությունը գուգամետ է Լ 2 (а, օօ) -ում: 
Իրոք,եթե m > r , ապա

(15)

dx =



= [  Ё * - е “'(м> է  b . e ^ d x  < с է  ■ У  :
e  л- r + l  j = r + l  n = r+ \  5 = r+ l W +  5

կիրառելով Խարդիի հայտնի անհավասարությունը, կստանանք՝

Г :
Հ  л=г+1

Այս գնահատականից ե ^ |ծ „ |  շարքի զուգամիտությունից հետևում է ճ>1ք„ ( * )
4 Я=1

հաջորդականության ֆունդոմենսաղ լինելը: Իսկ քանի, որ Լ 2-ը լրիվ մետրիկսւկան
տարածություն է, ապա ճ>, (x) e Լ 2 (а , со):

Այսպիսով, մենք ցույց տվեցինք, որ (13) բանաձևի աոաջին շարքը զուգամիտում է 
Լ շ (0, օօ) տարածության մեջ:

Անցնենք (13) բանաձևի երկրորդ շարքի հետազոտմանը:
Դիցուք' а <  X <  օօ: Այդ դեպքում.

ս>շՕ) =  cj X  sin *  |е л"('~‘°/(г)<Л +  У  O ^^-jsin  a  *  je * ՛* '՜՞1/( t)d t  н

+ ̂ sin afe„Jt
i + o b r

Л 0 Л i + q Д 0 *

Տվյալ դեպքում բավական է հետազոտել հետևյալ շարքի Լ 2 զուգամիտությունը.

У  sin акпх |ел"<|_°>/(f )сй 
.-1 a

Եթե այստեղ տեդադրենք kn ֊ի  արժեքը (7) բանաձևից, կստանանք՛

(16)

COS y  +  O ^ J- 

Նշանակենք

—X sin ՜— ”[е'м '~',)/ ( 0 <& + sin у +  А —] — У  co s^ ^  \елл'~й) f ( t )d t : в "  а • լ V֊ n^Ja^g' a *

dm =  f e ^ '- ’fW d t: 

Այդ դեպքում (16) շարքը կընդունի հետևյալ տեսքը.

Г +
< ֊

X Հ-. , . 7СПХ— > a„sm  + sm
a ~ l  a Г +

< ֊:

Այս ներկայացումից պարզ Է դաոնում, որ բավական Է ապացուցել <c
■ 4

առնչությունը:

X X f  = l im X K |2 = l im |x ] e“-<'-«1> / ( 0 * ] ei‘-('-*)/ (« )d u U
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x(r-a) я{и-а) 
я - ֊v -в) ֊֊( » ֊« )  р Н ° ՜  И«

V e Щ  е 1“1«___ < _ ______еՀ-л я {է-а) я(и-а)
1 - е 1«1» .-е |а|"

ակնհայտ անհավասարությունից ե կատարենք

m  =  f { t ) e
նշանակումը: կստանանք' i

£ И . Г * ? ?
՞"  1 — e W“ -e W“

Ւնտեգրսւլատակ ֆունկցիան t =  u =  a կետում ունի ինտեգրելի եզակիություն, այսինքն'

ինտեգրալը գուգամետ Է: Հետևաբար, < 0 0 :

Սրանով ապացուցեցինք, որ

ա )2 (jc)|2 d x  <  00: 
о

Թեորեմ 2-ը ապացուցելու համար մնում Էդիտարկել х > а դեպքը:

Օգտվենք

1+  Q \e ։kJ 1 +  01 —

կսահմանավւսւկվենք միայն

' t - е  ̂ ՜Դ ^ Ո Օ Ժ է  (18)Ո»] а
շարքի հետագոտմամբ: Հիշելով dn ֊ի  արտահայտությունը, (18) շարքը կարոդ ենք գրել հետևյալ 
տեսքով'

:
ո=ւ

Քանի որ

, — խ . ,  3 , 1 ՛  < » .  £ - < £ }

ուրեմն (18) շարրի զուգամիտությունը Լ 2 (a, со) տարածության մեջ ակնհայտ Է:
(17) բանաձևի աջ մասում ստացվող մյուս շարքերի Լ 2 ղուգամիստւթյունն ավելի հեշտ Է 

ապացուցում:
Այսպիսով, մենք ապացուցեցինք, որ (12) շարքը զուգամիտում Է L 2(a,oo) տարածության

մեջ:
Թեորեմ 2-ը լրիվությամբ ապացուցված Է:



Ա մ փ ո փ  ու մ

Լ2 (0, օօ) տաբածությա նա մ  դիտարկվում է Lx ծայրային խնդիրը, որն առաջանում է
-  у”+ -  Xp (*).v = 0, о < x < օօ

դիֆերԾնցիաէ հավասարումով և у(0) = 0 ծայրային պայմանով: Այստեղ

Ապացուցվում է, որ f (x )e D (L x), f ( x ) e L 2(0,օօ) պայմաններին բավարարոդ 
ցանկացած f(x )  ֆունկցիայի համար f(x )  ֆունկցիայի վերչտծությունն ըստ Lx օպերատորի

В пространств Լ2( 0,օօ) рассматривается краевая задача Lx порожденная
дифференциальным уравнением

— у" +  q{x)y -  Хр (х)у =  0, 0 < х < оо
и краевым условием у( 0) = 0. Здесь

Доказывается, что для всякой функции f  (х) е D(Lk ) и f (x )  G Լ 2(0, оо) разложение по 
совственным функциям оператора Lx сходится в смысле сходимости в среднем.

1. Наймарк М.А. Исследование спектра и разложение по собственным функциям 
несамосопряженного дифференциального оператора 2-го порядка на полуоси. Тр. Моек! 
матем. ов-ва (3) (1954), 181-270.

2. Набмарк М.А. Линейные дифференциальные операторы. Изд. 2 “Наука”, 1969.
3. Марченко В. А. Операторы Штурма-Лиувилля и их приложения. Изд. “Наукова Домка”, Киев,

4. Гасымов М.Г. Прямые и обратные задачи спектрального анализа для одного класса уравнений с 
разрывными коэффициентами. “Неклассические методы в геофизике”, Материалы 
международной конференции, 1977, май, г. Новосибирск.

5. Петросян С.К. Спектр и разложение по собственным функциям линейного дифференциального 
оператора второго порядка с разрывным коэффициентом на полуоси. Рук. Деи. в ВИНИТИ 
N740-82,23cip.

6. Петросян С.К. О сходимости в среднем разложения по собственным функциям одной краевой 
задачи с разрывным коэффициентом на полуоси. “Функц. анализ и его приложения”, сб. науч. 
статей, А з-б Гос. унт., Баку, 1986г.

իսկ q(x) կոմպւեբսարժեք ֆունկցիան անընդհատ է միջակայքում և բավարարում է
հետևյաչ պայմաններին'

(1 + x)|^(x)|gZ-,(0,օօ) և \q(x^<c-e~a , € > 0 :

սեփական ֆունկցիաների զուգամիտում է միջին քառակտսային զուգամիտության իմաստով:

Р е з ю м е

Գ րա կա նությռւ ն

1977.

9


