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ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ
Ա  Կ. Պ եա րոսյա ն 

մաթեմատիկայի ամբիոն

Դիտարկվում է դրական կիսաառանցքամ խզվող կշռային գործակցով 2-րդ կարգի գծային 
դիֆերենցիալ օպերատոր: Հեղինակի [7 ] աշխատանքում հետազոտված է այդ օպերատորի սպեկտրը: Սույն 
աշխատանքում է. Չ.Տիտչմարշի կոնտուրային ինտեգրման մեթոդով ([5]) արտածվում է սպեկտրալ 
վերլուծության բանաձևն'ըստ օպերատորի սեփական ֆունկցիաների:

Դիտարկենք կ  օպերատորը, որն առաջանում է

Վ Լ  у ) =  - у ” +  q (x )y  -  Xp(*).y =  0, 0 <  *  <  со ( 1)

դիֆերենցիալ հավասարումով և д>(0) =  0 եզրային պայմանով:

Այստեղ

, 4 fcr2, Imcr *  0, 0 < л; < a,
р (х )  =  \ (2)

[1, x >  a ,

իսկ cj(x) կոմպլեքսարժեք ֆունկցիան անընդհատ է [О, օօ) միջակայքում U բավարարում է 

հետևյալ պայմանին'

\q (x )\< ce ~ t' \  8 > 0 :  (3)

Արպես կ  օպերատորի ս { կ  ) որոշման տիրույթ վերցնենք y (x ) e L  ,(0 , օօ) ֆունկցիաների 

բազմությունը, որոնք բավարարում են հետևյալ պայմաններին՝ 1) y \ x )  ածանցյալը գոյություն 

ունի և բացարձակ անընդհատ է ցանկացած [0, ծ ], b >  0 վերջավոր միջակայքում; 2) ամեն մի 

A ֊ի  համար t(A , v) 6 L  2 (0, օօ) ; 3) y (x ) ֆունկցիան բավարարում է v(0) =  0 պայմանին:

Նշենք, որ СГ =  1 դեպքում ե У (0 ) — hy(0) =  0 տեսքի եզրային պայմանով կ  օպերատորը 

հետազոտված է [1], [2], [3] և այլ աշխատանքներում, իսկ СГ՜ > 0 ,  Of Փ 1 և cj(x) =  cj(x) դեպքը 

հետազոտված է [4]֊ում: Հեղինակի [6] հոդվածում լուծված է սպեկտրալ անալիզի ուղիղ խնդիրն 

այն մասնավոր դեպքում, երբ q (x ) =  0 ,  իսկ [7]-ում հետազոտված է խնդրո առարկա կ  

օպերատորի սպեկտրը:

Սույն աշխատանքում մենք կստանանք կ  օպերատորի սպեկտրալ վերլուծության 

բացահայտ տեսքը (1) հավասարման հատուկ լուծումների միջոցով: Այդ նպատակով մեզ 
անհրաժեշտ են որոշ պնդումներ, որոնք ապացուցված են [6] և [7] աշխատանքներում: 
ф (х , к) ֊ո վ  և (/Հ.*, к ) ֊ո վ  նշանակենք (1) հավասարման այն լուծումները, որոնք բավարարում են, 

համապատասխանաբար,

ср(0, А') =  0, <р (0 Д ) =  1, \\m elkxi^ x , к ) =  1

պայմանների, որտեղ A " = / \ ,  Im A :> 0 : Այդ դեպքում՝
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( * ,  к) =

sin crfo:
+  о] —г- expfjlma&lx), О < х < а ,  ак \к ^  1 ի

\c(k)eikx +  d (k )e  -  ikx] ■ 1+ к

(4)

ЧКх, к) =

,..s in a k x  , . . .  .
а (к )---------- Ւ b(k) coscr kx

or к

1 +  0| -

1 + 0 0 <  A' <  a ,

(5)

Այսւոեղ a (к ), b (k ), c(k ), d (k ) գործակիցները որոշվում են

a(k ) =  keika (cosarak  +  a  sin orak ), b (k ) =  e ika (co sa ak -  — sin aak ),a
e~ika i

c(k ) =  -d (k )  =  (cos aak  +  — sinaafc),
2 ki or

բանաձևերով:
(x ,k ) և lfJ(x, k) ֆունկցիաները, բացառությամբ նրանց \|/(0, £)վրոնսկյսւնի զրոների, 

կազմում են (1) հավասարման լուծումների գծորեն անկախ համակարգ:
\յ/(0. к) =  0 հավասարման հետազոտումը բերում է կ  օպերատորի սպեկտրս նկարագրող 

հետևյալ թեորեմին:

Թեոոեմ 1: 1) կ  օպերատորի անընդհատ սպեկտրը համընկնում է А >  0 կիսաառանցքի 

հետ: 2) А'-ի բավականաչավւ մեծ արժեքների դեպքում, որտեղ 1 ա ^ > 0 , կ  օպերատորի 

դիսկրետ սպեկտրը կազմված է հաշվելի բազմությամբ պարզ սեվւակւսն արժեքներից՛

A ։ = k l ~  I —— I ասիմպտոտիկայով: 3) Եթե մի որոշ £ > 0  թւԱ՜ւ համար cj(x) ֆունկցիան 
VOf « յ  г

բավարարում է eE՝ (cj)x  e  L , (0, օօ) ; պայմանին, ապա Im & >  0 կիսահարթության ցանկացած 

վերջավոր մասում կ  օպերատորն ունի միայն վերջավոր թվով սեփական արժեքներ և սպեկտրալ 

առանձնահատկություններ:

Թեոոեմ 2: 1) А =  к 2, Im £ >Щ  Ц /(0 ,к )*0  պայմանին բավարարող բոլոր А թվերը

պատկանում են կ  օպերատորի ռեզոլվենտային բազմությանը: կ  ռեզոլվենտը

R\ f  =  խ * ,  U k )f( t )d t
о

տեսքն ունեցող ինտեգրալային օպերատոր է, որի R {x, է, к ) կորիզը հավասար է'

R (X t j a -  1 [Փ(x ’ k )-4 J(t,k ), x < t ,  
ф( 0, к ) \у (х , к ) • <р(/, к ), x > t :

2) 0 < 6  «  1 պայմանին բավարարող հաստատագրված 6  թվի համար

(6)
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G6 = { Ш т £ > 0 } \ и { Ц £ - £ , , | < < 5 } (7)

աիրույթում իրավացի է

|/?(лг, t,k\ <y-j֊exp{-|lmaA:|-|jc֊/|}
\k\

գնահատականը:
Դիտոոուաուն: Սպեկտրալ վերլուծության բանաձևն արտածելիս հաշվումների

հարմարության նպատակով (6) բանաձևի փոխարեն օգտագործելու ենք հետևյալ բանաձևը.

Այժմ անցնենք վերլուծության բանաձևի արտածմանը:

Դիցուք ք  e  D (La ) :  Ռեզոլվենտի հավասարումից մասերով ինտեգրման միջոցով ստանում ենք 

]*(*,/, հ)9(է)ք(է)ժէ = - ^  + ° (֊֊թ ֊,
л К К

(8)

ււրտեղ а(я\ к ) =  : (1) հավասարման ip(x, к ) և (х , к ) լուծումների
о

հատկություններից հետևում է, որ С (х, к) ֊ն  Im & > 0  դեպքում к վտփոխականի մերոմորֆ 

ֆունկցիա է: (7) բանաձևից դժվար չէ ստանալ, որ զրո կենտրոնով N  =  — (j^„| +  |^ y,+l |) շառավղով

Տ Հ կիսաշրջանագծի վրա իրավացի է 0 (x , գնահատականը:

Ենթադրենք կ  օպերատորը չունի սպեկտրալ առանձնահատկություններ, իսկ

A.,, = kn~, \m k >  0, սեփական արժեքների հաջորդականությունն է' համարակալված.մոդուլների 

աճման կարգով: Մենք համարում ենք, որ բոլոր սեփական արժեքները պարզ են (միապատիկ են): 
Թեորեմ 1֊ից հետևում է, որ բազմապատիկ սեփական արժեքներ կ  օպերատորը կարող է ունենալ 

միայն վերջավոր թվով, ինչը էական նշանակություն չունի:

Նշանակենք £ ֊ո վ  S N կիսաշրջանագծի այն մասը, որն ընկած է 1 т  к =  € ուղղից վերև,

այստեղ 0 < £  < |£ ||: £ ֊ո վ  նշանակենք S N £ աղեղով և Im k = £  ուղղով առաջացած փակ

կոնտուրը, իսկ у N e -ով նշանակենք Гд, £ \ S N £ հատվածը (նկ. 1):

նկ. 1
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Դիւոարկենք Г У е փակ կոնտուրով տարածված հետևյալ ինտեգրաւը.

Մնացքների մասին Կոշու թեորեմի համաձայն

/* ., = ֊ J ^\R (x,t,kW t)f{t)\2kdk  (9) j

՛ու թեորեմի համաձայն'

/ „ ,  = Y. Rcs( 1k\R(x,t,k)p(t)f(t)dt\. (10)1

Մյուս կողմից, քանի որ Г/У e = S N է U W £ , ուստի (9)֊ից կունենանք'

\ \ \ я ( х , ։ , к ) т т \ г ы к + —  \\\R (x j*)p { t ) f( t ) \2 k d k  (11)I
 ̂ J yn .i U J

Համադրելով (10) և (11) հավասարությունները և հաշվի առնելով (8) բանաձևը, ստանում ենք j 
հետևյալ հավասայտւթյւոնը.

£  Re/ շ * = J â xlkld k - ֊ J ^ ֊֊d k  +
,CKy *• Լ „յ  )  m տԼ, к ® Տ, k

+  ֊  J  \^R(x,t,k)p{t)f(t)dXkdk \ ( 12)

Անցնենք (12) հավասարության մեջ սահմանի, երբ £ —> 0, N —> օօ: Ակնհա յտ է, որ

lim J  dk = lim J rffc = TT if(x): (13)
‘ ''.կ ., k 4՜: Կ ^

W
yk

Հաշվի առնելով CT(.v, к) ֊ի  համար ստացված a ( x ,  к )  ֊  Սլ—j  գնահատականը, կարող ենք գրել'

lim \ <̂ * * ± d k  =  Wm & ^ lc lk  =  0 (И)
е-*0  J /г N —»оо J ՆSs г л Sjy л

(12) հավասալտւթյան աջ մասի երրորդ ինտեգրալի սահմանը կլինի'

lim J  j "\R(x,t,k)p(t)f(t)d^kdk = ||]д(д:,<Д + ;0)օ(0/(1)<*յ*<№ =

/.A 4-/01 -  RCx t .- k  +  iO))o(l) f(t)dtikdk : (15)
0 to j

Հաշվի առնելով, որ <p(x,-k) = <p(-t, /с) և օգտվելով

< !> (x ,k )= ֊(lfk 0 ,-k )llk x ,k )-ip (0 ,k )tp (x ,-k )) բանաձևից, որը տեղի անի к ֊ի  իրական 
2ki

արժեքների ղեպքում, ստանում ենք ռեգոլվենտի թռիչքի համար հետևյալ ներկայացումը.



R (x ,t,k  +  /0) ֊  R (x ,t -  к +  Ю) =  : (16)
y (0 ,k )4K 0 ,-k )

(15) և (16) բայաձևերից ստանում ենք'

֊  1™ {  |  )l((x ,t, k )p (t)f(t)d \k d k  =  ֊  ) { )  f ‘ ’ k̂ ’̂ k !d k \p (t )f( t )d i : (17)

Այժմ հաշվենք (12) հավասարության ձախ մասի սահմանը:

lim £  Red 2k \R(x,t,k)p(t)f(t)dt = J]R es 2* p?(x,<A)p(0/(0*
КЭ.Чч® *■ \  о ) Ш *■ l  о

= S Rf x] ,T՜,, I A M O /W * + /ф(*АЖ<А)Р(0/(0л ][: (18)
t !  k- {4J(0 ,k ){

Այստեղ մենք օգտվել ենք R (x ,t,k ) ֆունկցիայի թեորեմ 2-ում բերված ներկայացումից:

Կիրառելով պարզ բևեռի դեպքում մնացքների հաշվման բանաձևը, և հաշվի առնելով, որ 

դւ{.\՚, А՜,,) = ci{kn )cp(.v,кн) , (18) բանաձևը կարող ենք գրել հետևյալ տեսքով.

. 2кпа(кп)(р(х,кп) °
Inn Yj Res 2*|Л(л\Л*)р(0/(<)Л  ’-rh fat.K W ifitW  (19)
5м®|*.1<л' • V о J »-i ЦКО,кп) ■֊ о
Հաշվի առնելով (13), (14), (17) և (19) բանաձևերը՝ (12) հավասարությունից վերջնականապես ստանում ենք'

R о [о Ч К О ,кМ О ,֊к ) J

՜  Y j I 2k"a} k"^ | ф ( / )p (t)f(։)d t  Lp(*, kn) :  (20)
-Վ у 0 J

Նշանակենք'

F (s)  =  j< p (t,sp (t)f(l)d t, C„ =  |cp( t ,k „ )p {t)f(l)d t:
0 0 

Այդ դեպքում (20) բանաձևը կընդունի հետևյալ տեսքը'

2 " է Տ Դ ա & * ) ,  ^ 2 Ka(K)C. , ; ,
f ( x )  =  ՜  I  7 * ~ ճ ~  <P (*A ,): (21)

Ո>կՀՕ,տ)4ՀՕ֊տ) t i  j

Այսպիսով, ապացուցված կարեվւ է համարել հետևյալ թեորեմը:

Թեոոեմ 3: Դիցուք ք  (x ) e  D (LA) և կ  օպերատորը չունի սպեկտրալ

առանձնահատկություններ: Այդ դեպքում տեղի ունի (21) վերլուծությունը, որը զուգամիտում Ւ f { x )  ֊ին' 

ցանկացած հաստատագրված х >  0 թվի դեպքում:

7



Նշենք, որ (21) վերլուծության մեջ առաջին գումարեւին' ինտեգրա լային մասը, 
համապատասխանում է կ  օպերատորի անընդհատ սպեկտրին, իսկ երկրորդ գումարելին դիսկրետ 

սպեկտրին:
կ  օպերատորի սպեկտրալ վերլուծության (21) բանաձևն արտածելիս մենք ենթադրում էինք, որ 

կ  օպերատորը չունի սպեկտրալ առանձնահատկություններ: Այժմ բերենք վերլուծության բանաձևն 

այն դեպքում, երբ կ  օպերատորն ունի սպեկտրալ առանձնահատկություններ:

£’ -ով £('-ով նշանակենք, համապատասխանաբար, կՀ0,հ) և lfJ(Q,-k) ֆունկցիաների (լյաները 

[О, օօ) միջակայքում, ընդ որում'

0 < Հ  <к^  < • • • < к* :

Դիցուք Г5 կոնտուրը կազմված է

[О, օօ)\ լՍ(^,+ - 6 , к;  + ձ ) ս ( * ;  - б , к- + ձ )

հատվածներից к * և к~ կոնտուրներով, 6 շառավղով կիսաշրջաններից, որոնք գտնվում են 

համապատասախանաբար, վերին և ստորիս կիսահարթություններում: (նկ. 2): Այստեղ <5-ն 
ընտրված է այնքան փոքր, որ կիսաշրջանագծերի տրամագծերը չհատվեն և 0 կետը չընկնի որևէ 
կիսւսշրջւսնւսգծի ներսը:

0
նկ. 2

Թեորեմ 4: Դիցուք /(.v) e Ծ (կ ), e6xf(x )  e L (0, օօ): Այդ դեպքում տեղի ունի հետևյալ 
վերլուծությունը.

=  ֊  Г S 2F(s)<p(x,s) у  2A„g(£„ )C„(p(.Y./t„) 
i r|ij/(0,s)(|((0,-s) “ f 4KO,k„)

Ա մփ ովտ ւմ

Դիտարկվում^ դրական կիսաառանցքում խգվոդ կշռային գործակցու| 2-|ււլ կարգի 
գծային դիֆերենցիալ օոլերւստոր, որն առաջանում է

(Q,y) = -y"+  q(x)y-lp(x)y = Q, 0< x <rsi 
դիֆերենցիալ հավասարույՏով և յվՕ) =  0 եզրային պայմանով: Այստեղ

fcr2 , l m a # 0 ,  0 < x  S o ,
Ш  =

(I, x > a .
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իսկ q(x) կոմպլեքսսւրժեք ֆունկցիան անընդհատ է [О, օօ) միջակայքում ե բավարարում է. 

\q(x)\ <  с е ՜ * , տ > О

պայմանին: Կոնւոուրային ինտեգրման մեթոդով արտածվում է սպեկտրալ վերլուծության 
բանաձևը սպեկտրալ առանձնահատկությունների բացակայության դեպքում ինչպես նաև 
դրանց առկայության դեպքում:

Р езю м е

Рассматривается линейный дифференциальный оператор 2-го порядка с разрывным 
весовым коэффициентом на полуоси, порожденный дифференциальным уравнением

у ) =  —у ” +  q(x)y — =  Oj 0 <  х < օօ

и граничным условием .у(О) =  0. Здесь

Гсг2,1 т с г * 0 ,  0 < х < а ,
ԼԼ х >  а,

а комплекснозначная функция q(x) непрерывна на [0, оо) и удовлетворяет условию:

|<?(х)| <  с е ՜ * , £ >  О

Методом контурного интегрирования получен явный вид разложения по совсгвенным 
функциям указанного оператора при отсутствии спектральных осовенностей и при их

т т

Գ ր ա կ ա ն ո ւթ յո ւն
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