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ОБ ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ
Г.Г.Саакян 

кафедра математики  

Рассматривается следующая граничная задача с частными производными

՜  i r r  ՜  i r r + Ф Ъ + М * ) м f  0 , (1)uXj ох2

и(£х,х2)  = р хи(0 ,х 2) , и(хХ9£2)  = р 2и(хх,0)9 p xu(0,£2)  =  p 2u(£lt0 ),  (2)

ди ди ди ди I 1
дхх 0 ~ ^ ճ л Г  х1 = « յ  дхх х, = 0  дх2 х2 =  £2 дх2 * 2 = о ’ р

где #(х) =  q{xx,x 2) — qx(x i) +  # 2(x2), д(х) =  a(xx, x2) =  ax|x j) +  a2(x2) -непрерывные на

I -  [0, £, ] x [0, £ շ ] функции, и(х) =  и(х,, x2) -непрерывная, дважды дифференцируемая на

I =  [0, £ յ  ]  X  [0,£ 2 ] неизвестная функция.

Отметим, что рассматриваемое уравнение в частных производных бы ло предметом изучения 

многих математиков. Разложения по собственным функциям в конечной овласти с заданными 

граничными условиями были проведены Гильвертом и Курантом (см.,[1]). Э. Ч. Титчмарш в своей 

монографии (см., [2]), предложил новый метод в исследовании спектральных свойств 

рассматриваемой задачи как в конечной, так и в Бесконечной овластях.

Ց данной статье излагается несколько иной подход к изучению уравнения (1) с краевыми 

условиями (2)-(3) при определенных предположениях, основанный на применении 

многопараметрической спектральной теории (см, например, [3]-[8]).

Будем искать решение задачи (1)-(3) в виде и(х) =  и, (х, )м2 (х2) . Подставив значение и(х) 

в уравнение (1), получим

-  р й р  Щ  ( * 2) -  их (хх )и2 (х2) +  qx (хх )их (х, )м2 (х2) +  q2 (х2 )м, (х, )и2 (х2) +  Лах (х, )их (х,)и2 (х2) +  
+ Яа2 (х, )их (х, )м2 (х2) =  0

или

(-  их{хх) + qx (хх )м1 (х,) + Խ ճ (х, )их (хх ))и2 (х2)4- ( -  и\ (х2) + q2(x2 )и2 (х2) + Խ 2 (х2 )и2 (х2 ))их (х,) =  0

Так как мы ищем нетривиальные решения, то разделив ове части полученного уравнения на 

и, (х, )и2 (х2) , найдем
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И, (Ж, )  Н~ ^|(д!| ) « ,  (.է, )  ՜է՜ (Х,)Ц, (У, )    2Հշ (Х2 )  ՜է՜ CJ շ (Х2 )^շ (X2 )  ՜է՜ Л&2 (X j )&2շ (1շ)

“ ւ(*ւ) “ շ (*2)

При фиксированном значение х, из [0,1,] левая часть этого уравнения Будет постоянно# и 

зависящей от х2. Следовательно, вудем иметь

- u ’ (xl) +  ql (xt )ц,(х,) +  Ла, (х ,)«, (х ,)

■»շ(^շ) +  ?շ ( * 2 )я2 f a  ) +  Խ շ (x2 )սշ (x2)

=  M-

“ շ(*շ)

где /л -некоторая постоянная.

Отсюда найдем

Г - u"(xt) +  g t(х,)м,(х,) = - Лд,(х,)и,(х,) +  քաէ(х ,)
[ -  и"(х2) +  զշ (х2)и2 (х2 )= - Л а 2 (х2 )и2 (х2) -  քա2 (х2)

Введем обозначения

щ =у\ЛщУ=у\,щ =у{ЛщУ=у1 ■ (6)

Тогда систему (5) можно записать в виде

(у\)' = у\
-  щ ) ' + =  ( - М  +  | Й $

-  0 | ) '  +  ?1.У|2 = (՜-էՕշ -  ЩЦ
Далее, если принять

(5)

(7)

o f 0 շ- т  ՝> 01 ^  ,  ч ք9շ(*շ) О՝)
5  =  [ - 1  о )  G' (* l) =  [  о i J ’ G-(* , ) =  [  0 1> , (8)

ш - - \ - т  o ) ^ (x i )= fo օ } ^ ^ ) = [ ք շ) й ^ - Г о 1 о ) (9)

то система (7) запишется в виде

S — - +  G J  =(AAr l+fiA r2)y ', ՛ (10)
dxr

где у

Заметам, что так как иг ( * г) Ф 0 , то из условий (2)-(3) вудет следовать, что
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и Л е г ) = Р , и Л ° ) .  f j rах.
= Р ' ^  

х .  =  I  _ дх. х. = 0
, Г =  1,2.

С учетом обозначений (8)-(9), полученные граничные условия примут вид

у’Л *,) =  р У Л  О. 

т г)=ргУ гл о).

Таким овразом, рассматриваемая задача (1)-(3) свелась к следующей двупараметрической задаче 

Дирака (см., [9])

S ^ ֊ +  Gy  ^ 'М л + Р А п У *ах.
(12)

Уг(*г ) =  Р У (  0), (13)

причем А"п ֊  ճռ, G ՛ =G r, г, s  =  1,2.

Известно (см., например, [7]), что если для данного (A, р )е  С 2 многопараметрическая 

система (12) имеет решение \ух (хХ9Л ),у2 (х29 р))ф  (0,0), удовлетворяющее условиям (13), го 

(A, /i) называется совственным значением, а тензор у(х, Л, р.) = у1 (х, ,А)<8> у2 (х2, р ) -собственной 

функцией задачя(12)-(13), соответствующей собственному значению. (А, //)

Пусть / / =  ճ,2[0,Հ,]® 1-շ[0,Հ2],

Л 0( * )  =  4 ,  ( * 1 )  ®  ^ 2 2 ( * շ )  -  Л з  ( * ւ )  ®  ^21 ( * ւ )  =

ra(x)  0 0 0՝ 

0  О О О  

0  О О О  

0  О О О

(14)

Д0 -оператор, порожденный матрицей Д0 (х) и действующий в Н  по формуле

\ h  =  A0(x)h(x)

Тогда имеют место (см. [9])

Теорема 1. Если Д0 -оператор положительного типа в Н ,то
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а) собственные значения задачи (12)-( 13) вещественны и их множество счетно,
б)  соБСТвенные функции у{х,Х),г{х,р), соответствующие различным совственным значениям\

Я =  (Я!,Я2) и р. — (/քյ>/1շ), А0 -ортогональны, т.е.

(A0y ,z) =  0. (15)

Теорема 2 . Если оператор А0 удовлетворяет условию

( Д 0Й , А ) > И М 2> г > 0  (16)

для лихого элемента Л € Н , то для л ю б о го тензора f  е  Н  справедливо равенство Парсеваля

( Д о / . / ) = | ] | ( д о / - ^ ) 1 2 - <17)

где {у„ }л -система А0 -ортонормированных собственных функций задачи (12)-(13).

Теорема 3. Пусть оператор А 0 удовлетворяет условию (16), матрицы 

A „(xr),G r(xr) из С 1[ 0,£г] (г, յ  =  1.2), У (х ,)  я / ( х 2) дважды непрерывно дифференцируемы 

и удовлетворяют граничным условиям (13), тогда ряд £ (A 0y,un)un сходится равномерно к  у{х) ,
Ո

где {«„}*„, - А0-ортонормированная система собственных функций {ип }"=] 5ддачи(12)-(13). 

Учитывая (14), а также обозначения (6), нетрудно показать, что

(А0>>, z) =  fa(x )y ! (х, )У* (x2 )z\ (x, )z \ (x2 )dx =  jar (х)и, (x, )m2 (x2 )v, (x, )v2 (x2 =

1 ___  7 (IB)
=  \a{x)u(x)v{x)dx.

/

Тогда положительная определенность оператора А0 вудет обусловлена выполнением условия

Ja(x)|g(*)|2£fc>0 (19)
1

для любого g (x) е կ  ( / ) .  В частаоста, при а(х) >  0 условие (19) вудет выполняться. 

Соответственно условие (16) станет равносильным условию
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J a ( * ) |g ( * ) |2 фс ^ r\\gf > (20)
1

где g(x) =  Հ  (x, )/շ12 (x2) .  Заметам, что в случае а(х) >  0 условие (20) также вудет иметь место, т.к. 

в качестве у можно например взять min а {х ).
хе!

Тогда из теоремы 1 вудет следовать

Теорема 1а. Если функция а ( х) > 0  для л ю б о го х е  I , т о  

) совственные значения задачи (1)-(3) вещественны и их множество счетно,

б) совственные функции и{х, Л), v(x, Л' ) , соответствующие различным собственным значениям Л и 

Я' , ортогональны с весом а{х ) ,  т.е.

\a(x)u(x)v(x)dx =  0 
1

Далее, заметам, что собственные функции задачи (12)-(13) с учетом обозначений (6) Будут 
иметь вид

' Հ " 4 օ Օ ~ ֊֊^ .  ֊֊Հ 0^ ) .ч сге2 йс, ах1 ах2 .

Тогда, учитывая соотношение (17) и теоремы 2,3, получим, что верны

Т еорема 2а. Если а(х) >  0 для л ю б о го х е  I , то для л ю б о го g{x ) е  L2 ( / )  справедливо 

равенство Парсеваля

=  2  fa x )g (x )u {n){x)dx ,
i  n-i /

где {м(и) Լ -система а(х) -ортонормированных собственных функций зада чи(\)-(У).

(17)

Теорема За. Если а (х )> 0  для л ю б о го х е ! , матрицы ^г(^г),лг(хг) из 

С [0,£г] (г ,5 =  1.2), и{(л;,) и и2(х2) дважды непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют 

граничным условиям (2)-(3), тогда ряд У^с„ц(л)(х) сходится

равномерно к  u(x) =  их (х, )и2 {х2) ,  где {и(я) }*в1 - а{х) -ортонормироваиная система собственных

функций задачи (1)-(3), cn =  \a{x)u{x)u(n) {x)dx.
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Ամփափում

ՄԱՍՆԱկԻ ԱԾԱՆՑՅԱԼՆԵՐՈՎ Մեկ ԵԶՐԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ
Գ.% Սաեակյան

Մասնակի ածանցյալներով մեկ եզրային խնդրի համար ապացուցվում է սեփական I 
արժեքների հաշվեփությունը, սեփական ֆունկցիաների լրիվությունը և ըստ սեփսւկսւԱ 
ֆունկցիաների վերլուծության հավասարաչափ զուգամիտությունը:

Резюме

В равотс доказывается счетность совственных значений, полнота системы собственных I 
функций, а также равномерная сходимость разложения по системе собственных функций для одной I 
граничной задачи.
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