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էվկլիդնսյան տարածությունում երկու վեկտորների սկալյար արաադրալի հաշվման 
|բանաձևը կոորդինատներով կարելի է օգտագործել որոշ անհավասարությունների 
Кապացուցման ժամանակ:

Թոդ E2 հարթության վրա տրված են a ե ծ վեկտորները: Այդ ժամանակ նրանց 

I սկալյար արտադրյալը a b  =  Ы  • |ծ| - c o s # , որտեղ a  =  a Ab ե 0  < а < п  , իսկ 

■կոորդինատներով' а =  \ах, a2} , ծ  =  {ծ,, b2} , a b — axbx +  a2b2:

Սահմանում գ =  да,, а 2}  վեկտորը ՜կոչվում է մոնոտոն, եթե a, <  a , : Օրինակ

la , = {3,7}, a2 -  {— 5,l} a 3 =  {2,2} մոնոտոն վեկտորներ են, իսկ ծ, =  {5,0} b2 =  { -  2 ,-4 }

|վնկւոորները' ոչ մոնոտոն: Եթե ծ =  {ծ,,ծ2} մոնոտոն է' ծ, <  b2, ապա b = {b2, ծ,} ոչ 
|մոնոտոն է:

Թեորեմ 1. Թող a  =  {a ,,a 2} , b =  {ծ,,ծ2} մոնոտոն վեկտորներ են, իսկ ծ = { ծ 2,ծ ,} 

ոչ մոնոտոն: Այդ ժամանակ a  • ծ  >  a  • ծ

Ապացույց a  • ծ  =  axbx +  a2b2 , a  • ծ =  a,62 +  a 2&,

a ՝b -a -b  = axbx + a 2b2 - ( a xb2 + a 2b̂ ) = ax(px ~b2)+  a2(b2 - b x) =  (b2 - b x)(a2 - a x)>  0 

[ որովհետե b2 >bx a2 > ax
Այս թեորեմը ունի հետևյալ երկրաչափական մեկնաբանությունը:

֊7  ab  cos a A b -  7=r
\a\ • ծ

-  ~  a b  
cos a Ab =  7= -

\a\ ՛ ծ

Այս բանաձևներում հայտարարներն իրար հավասար են ու դրական, հետևաբար a • հ 
ե a-b մեծությունները համեմատելու համար բավական է համեմատել а лЬ և a Ab 
անկյունները:
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Քանի որ նշված անկյունների մեծությունները կախված չեն a b b  վեկտորներ}!^ 
երկարություններից, ուսաի կարող ենք համարել, որ նրանք ունեն միավոր երկարություն®^ 
Դժվար չէ նկատել որ մոնոստն վեկտորները պատկերվում են y=x ուղդՈվ որոշված ^  
կիսաշրջանի այն շառավիղ վեկտորներով, որոնց համար х<у, իսկ ոչ մոնոտոն վեկտորները' 
մյուս կիսաշրջանի շառավիղ վեկտորներով (х>у):

Թող а վեկտորը у=х ուղղի հետ կազմում է а  անկյուն:Պայմանականորեն նշանակենք! 

а — {a}, b =  {/?}, b համաչսւփ է b վեկտորին y=x ուղղի նկատմամբ'ուստի b =  {/?} ^

cos a Ab = c o s \ P ֊a )  գծ. 1-ում թ > a  cos а лЬ =  co s(a  +  թ) : Քանի որ|

P - a  < P  +  a  => cos(y^ -  a )  >  cos(fi +  a ) , որը հետևում է co sx  * ֆունկցիայի (0, л  )-ում| ա՛ 
մոնոտոն նվազող լինելու հաւղկությունից: I *

Գծ. 2-ում (аЛъ)= а  -  р , \a *b  ) =  a  +  p , այստեղ ես a  -  թ < a  +  թ I

Այսպիսով, երկու դեպքերում էլ cos(aAb }>  cos(^Ab ) , այսինքն a ■ b jt a ■ b
Այժմ անցնենք առաջադրված խնդրի լուծմանը, այսինքն՝ վսկալյար արտադրյալին 

նշված հատկության օգնությամբ ապացուցենք մի քանի անհավասարություններ: I
Օրինակ 1. Թող X և у-ը դրական թվեր են, x<y: Ապացուցել որ ! ■ է

X 3 +y3 >  X2 y+y2 x

կատարենք նշանակում а — {х ,у)  ծ =  {х2,^ 2}, պարզ է, որ դրանք մոնոտոն \
վեկտորներ են: Հետևաբար, b — {y2,x 2} ոչ մոնոտոն է: Թեքեմ 1-ի համաձայն

a b > a ՝b  կամ x3 +y3 > x 2y+y2x
Օոհնակ 2. Ապացուցեր որ x у2 +у* х2 ^ Xs +у5

Ընտրենք a b b  վեկտորները՝ й = {х3,,у3} b =  յ~ւ՜»՜~7ք> x ^  У
[у  x J [x у  J

_   _______ * 3 y3 •
a ՝b > a ՝b => —г  ч— r  > x + у => x3 у +y3 x  <  x5 +y5 

У *
Այժմ դիտարկենք վեկտոիները Ез եռաչափ էվկլիդեսյան տարածությունում, որտեզ ք 

а = {а^а2,ар  և b =  {ծ,,ծ2,ծ3} վեկտորների սկալյար արտադրյալը հաշվում են է 

a b = а р  +  a2b2 +  ар ъ բանաձևով: Եռաչափ տարածությունում ևս գործում է a ՝ b >  a ՝ b I

անհավասարությունը, բայց b մոնոտոն վեկտորի կոորդինատների տեղափոխություններից 
ստացվում են 3! -1 =5 հատ ոչ մոնոտոն վեկտորներ:

Օրինակ' b = {2,3,5} վեկտորից ստացվում են {2,5,3}, {3,2,5}, {3,5,2}, {5,3,2}, Լ

{5,2,3} ոչ մոնոտոն վեկտորները:

Թեորեմ 2. Եթե а =  {a^a2,a3\  b = {blfb2,b3} մոնոստն, իսկ ծ, =  щ. J>. ,հէ } ոչ ; 

մոնոստն վեկտորներ են ապա a ՝b > a ՝b i կամ

apy + a2bj + ap 3 > ар/ + a2b. + ар^ i — 1,2,3,4,5
Ապացույց: Նախքան թեորեմը ընդհանուր ձևով ապացուցելը?4՚պարզաբանենք նրա |

իրավացիությունը կոնկրետ թվային կոորդինատներ ունեցող վեկտորների համար: Թոզ |

a =  {l,4,6}, b =  {2,3,5} մոնոտոն վեկտորներն են, ոչ մոնոտոն որպես հէ ընտրենք § 

b, =  {5,3,2}

a-b  =  1-5 +  4-3  +  6 ՚ 2 < 1 - 3  +  4-5 +  6 - 2 < 1  • 3 +  4 - 2  +  6-5 < l - 2  +  4- 3  +  6-5  =  fl-6 
Յուրաքանչյուր քայլում մի կոորդինատ թողնում ենք նույնը, իսկ մյուսը երկուսի i 

օգնությամբ կազմում մոնոտոն վեկտ՜որ, որոնց համար տեղի ունի թեորեմ 1-ը:
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Այժմ թեորեւքը ապացուցենք ընդհանուր ձեու|:

а =  {а ,,а2,аъ} ,  b -  {bx>b2,b2}, bt =  {ծ ,,bt ,b j }; a • ծ, =  afy +  аф, + a3b,
■ենթադրենք

ա. ծ(| > 6 / այդ ժամանակ + a2bi2 +  գյհվ <,axbj +  02ծք|

Համեմատենք bit ե b{ թվերը: Եթե Ь1з > bit ապա ծ;յ =  ծ, , /г =  b2 , =  ծ3 ե

թեորեմն ապացուցված Է:
բ. Իսկ եթե b- < bj ապա կգրենք axbt +  a2bt +  а2Ь, < axb։ +  a2bt +  a2bj U 

[այսպես շարունակ մինչե աջ մասում սաացվի a,ծ, + a2b2 +  a2b2 արտադրյալը: (Տես

օրինակը) Թեորեմն ապացուցված Է:
Օրինակ 3. Ապացուցել, որ ցանկացած x, у, z  դրական թվերի համար

[ л;3 + у3 + z3 >  x2y  +  у2շ +  z2x :

Ապացույց: Թոդ a =  {x,y9z} b =  {x2,y 2,z2\ մոնոտոն վեկտորներ են, իսկ 

b =  (z2,x2ty 2} ոչ մոնոտոն: Ուստի a ՝b  — x3 +  у3 +  z3 a b — xz2 + yx +  zy~,

համաձայն թեորեմ 2-ի x3 +  у3 +  z3 ^  xz2 +  yx2 + zy2
Օրինակ 4. Ապացուցեք որ եթե a, b, с դրական թվեր են , ապա 

a b2 с > a + b +  c
b + c c + a a + b 2

Ապացույց: Թոդ x  =  {a2,ft2,c 2} у  =  j  , ------ , ------- [ մոնոտոն վեկտերներ
Լծ +  с  c +  a  a +  b)

են, ուրեմն у =  { —-— ,—-— —■! ոչ մոնոտոն Է, ուստի ху  >  ху կամ 
[c + a a + b b + c J

a +  b2 ^ c2 > a + + c2
b + c c + a a + b c + a a + b b + c
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I 1 , 1 , 1
I a + b b + c c + a

ևս ոչ մոնոտոն Է ուստի ху > xz կամ

a +  b ^ с > a b2 с2
b +  c c +  a a + b a + b b + c c + a 

Գումւսրենք (1) ե (2) անհավասարությունները, կստանանք

J  a2 b2 с2 ] а 2 +  с 2 a 2+ b 2 b2+ c 2 a + c a + b b + c
21------+ -------+ ------  > ---------- + --------- + --------- > ------- + -------+ -------- a  + b + c
Լծ + с c + a a + b )  c + a a + b b +  c 2 2 2

_ - _ . a 2 b2 c2 a +  b + c
վերջնա կա նա պ ես 1--------- 1--------> ------------

b + c  a + c  a + b  2
Հարցը այժմ քննարկենք Էվկլիդեսյան ո-չափանի տարածությունում:

Թող a =  {a,,a,,...a,,} b =  {bx,b2i...,bn} ab =  axbx +  a2b2 + ... + anbn

Թեորեմ 3. Թոդ a  U b մոնոտոն վեկտորներ են, bt — յծ, } վեկտորը ոչ

մոնոտոն վեկտոր Է: ճիշտ Է a ՝ b > a b  անհավասարությունը:

Ապացույց: bt վեկտորների թիվը հավասար Է (ո!-1)-ի: Ընտրենք նրանցից մեկը,

այն նշանակենք ծ , : ծ, =  \b2, ծ , ,ծ 3 } a - b  -  axb} + a2b2 +  a3b2 + ... +  anbn

a՝bx =  a,62 +  a2bx +  a2b2 +... +  anbn



Գրված երկու գումարների մեջ բացի առաջին երկու գումարելիներից մնացածննրք 
հավասար են, իսկ axbx + а2Ь2 > axb2 + a2bx համաձայն ապացուցված թեորեմ 1-ի, ուսաք

a- b > a-bx > a b2: Դատուլությունները նույն ձևով շարունակելով կստանանք, որ

a ՝b > a ՝b { i = 1, 2 , 1) : Թեորեմն ապացուցված է
Օռհնաէ 5. Թոդ ax, a2, a3,...,cin դրական իրական թվեր են: Ապացուցել npj

а \ а 2 а ъ а п- 1 , а п ^— + — + — + ... + -JLj֊  + — > п 
ап ах

Ապացույց: Թող а = {л,,а2,а3...ал}, Ь = \ - — ,---- ,--------- \ մոնոտոն են

b = — •••,—— ոչ մոնոտոն է, ուստի a - b > a ՝ b  համաձայն թեորեմ]

կամ |
a ,
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Г 1 1 1 щ
1 ° 1 9 а 2 а ъ щ

а2 а3 а4 ап ах J
1 1 1 1  ̂ а, а, а3

3-ի: կ ա մ ---- ■а,------а2 - — щ т ап ^ - — — =--------••ах а2 «3 փ а2 а3 а4
а, а-, а,-Г  +  ̂ -  +  —  + .. . +  ̂ L  +  ̂ > п
а2 аъ а4 ап ах

Օոինակ 6. Ապացուցել որ I2 + 22 + 3 2+ ... +  И2 >1-2  + 2-3 +

Ապացույց: Թող а ■1 {1,2,3,...щ Ъ =  {1,2,3,. J

a b > a ՝ b 12 + 22 + 3 2 +. , . .  + и2 > 1•2 + 2 •3 + ... +  (« -1)и +  пЛ

ь щ{п,l,2,...,W-ll I

Նման ձևով կարելի է ապացուցել հետևյալ անհավասարությունները'
. 13 + 2 3 + 3 3 +... + и 3 >1-22 + 2 -32 + 3 -4 2 +... +  ( » ֊1 ) « 2+ « Վ 2

1 + 2 + 3 + ... + и >  Vl • 2 ■+■ л/շ -3 + л/з -4 + +  yl(n -i)n  +  4n

Ամփովաւմ

Մաթեմատիկայի ուսուցումը նպատակ ունի ոչ միայն տեսական դրույթների 
հաղորդում, այլ նաև նրանց կիրառությունը խնդիրների լուծման ժամանակ:

Սույն հոդվածի նպատակն է ցուցադրել վեկտորների սկալյար արտադրյալի 
կիրառությունը որոշակի անհավասարությունների ապացուցման ժամանակ:

Резюме

Обучение математике своей целью имеет не только сообщение матаматических теорий, но 
и их успешное прикладное применение.

В данной статье ставилась задача показать, как можно с помощью скалярного 
произведения векторов доказать определенные неравенства.
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