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Ս. Ս. Մ ինա սյա ն

[ l- З ]  աշխսւտանքնէւյտւմ կաաււցվհլ Է հատուկ մստրիկական տարածություն, որտ&դ 
սահմանվէկ նն hpttp դիսկրնտ նրկրաչավւությունհնր' Էվկլիղյսւհ, ոչէվկլիդյան U պրոյհկտիվ: Սույն 
աշխատանքում, հնտեէդով [l —3]~ում աոաջսւրկված աքսիոմատիկային ն այնսւէյղ ստացած 
արդյունքնհրին, հէւտագոտվում Է էաանկյան լուծման հնարավորությունն ստանց դրա 
անկյունննրի օգտագործման' հլնհլով միայն սկալյար արտադրյալով սաաջացած որոշակի 
թվհրից:

Սհրհնք հհտագայի համար անհրաժհշտ որոշ արդրսնքնհր [з] -ից:
Դիտստկհնք սկալյար հավասարումնհրի հհտևյալ համակարգը.

Щ b2 + с 2 —а 2 
2

B _ a 2 + c 2 -b 2 (1)
2

C _ a 2 + b 2 ֊ c 2

Я 2(l) համակարգը կազմված է  3 հավասարումնհրից հ պարունակում Է 6 վտվտխականնէւր' 
{A ,B ,C ,a,b ,c  } : Ակնհայտ Է, որ այգ համակարգի լտյոր հնարավոր լածումնհրի թիվը հավասար 
Է (՛է ֊  20: [з] աշխատանքում ստացված Տն (l) համակարգի հրկա լուծումն նրը (տնս թնորնմ 1 
ե թնորնմ 2):

Թնորնմ 1. Տրված А =  (л Д  ■ Д С ,) , В  =  ■ ЯДУ), է’  =  (С, Л, ■ СЩ  ) սկաըսւր
արտադրյսդ&Օրով յուրաքանչյուր Д Д Д С , Էվկլխլյան ճտսնկյանը կարնյի Է 
համապատասխան հցնն| դրան հավասար Д (А ,В,С ) ,  որի կոդմնրը'

(дв)=|дд| = ՀՏ+в, (дс)=|дс,|= 4 а + с , (й,с)=|в|с1|=л/в+с
մնծությունննրն նն, իսկ А, В ,С  q սպաթն նրը արտահայտված նն իրական թվնրով:

Թնորնմ 2. (A, B ,C ) սկալյար մնծությունննրի նոյսւկին համապատասխանում Է 

\AB\ =  J a  + В , \АС\ =  VА + С  , \ВС\ =  у/В+ С  կույմնրով U А, В ,С  գագաթներով Էվկլխլյան
էաանկյուն այն ե միայն այն դեպքում, նթն տնդի ուննն հնաևյայ նրկու պայմանննրը.

\)A  + B > 0 , A + C > 0 ,  B  + C > 0 ,  (2)
2)A B  + AC +  B C Z 0 :  (3)

Մնր նպատակն Է մնացած տասնութ դնպրնրի համար ապացուցնլ համապատասխան 
նոանկյան գոյությանը, այսինքն' այնպիսի նոսւնկյան գոյությունը, որի պարամնտրնրը 
համակարգի տվյայ լուծումն Է:

Ինչպնս ստորև ցույց կտանք մնացած տասնութ դնպքնրից տասնհինգում համակարգն ունի 
լուծում:

Թնորնմ 3: a,b կոդ մնր ով և A սկալյարով որոշվում Է Էվկլխլյան նոանկյուն այն ն միայն 
այն դնպքում, նրբ տնդի ուննն հնտևյաւ պայմանննրը.

1) 2А + а 2-Ъ 2 > 0
2) а~Ъ՜ -  bA + 2 Ab2 - A z >  0 :



Այդդնպրում B = A + a 2 - b 2, с = л/2А + а 2 —Ь~ , С =  Ь2 -А  :
Ապացույց: Բայանի նն էաանկյան а ,ծ կոդմնրը ե Л սկալւարը: Փորձննր գւոննլ с,В,С 

պարամնւորնրը: Դրա համար (l) համակարգում նշան ակնն р В = х,с = у,С  = z : կսւոանանբ'

й
-ь -vzr;А = -

а +у -Ь

а +Ь՜ -у ՛

2А + а -Ь՜ +а -Ь

а + Ь -2А +Ь* - аճ

+ а2 —Ь2 
х = А + а՝ —Ь՜ 
z = b 2-А

Որոննլի պարшմնարնրի համար սաացանր В = A + a 2 —b2 , с =  yfeA + a 2 - b2 ,
С = b~ -  A արժնբննր:

Այժմ ցույց տանք, որ անդի ուննն 1) ն 2) պայմանննրը:
1) Նախ սւոոպննը 1) փ իրավացիությունը:
А + В > 0 , աէպադրննր В -ի ստժնքը, կսաանան ր՝
A +A +a2 - b 2 > 0 ,  2A +a2 - b 2 > 0  
A+ С > 0, անդադրննբՇ -ի արժնբը 
A + b2 —A > 0 , ծ2 > 0
В + С > 0 , աէպադրննր В փ ե С ֊ի  արժնբննրը 
А+а2- b2 +b2 -A  > 0 ,  a 2 > 0:
2) Մնում Է սւոոպնլ, որ անդի ունի 2) պայմանը: Ունննր'
AB + АС+ ВС >  0 , անղսւդրննբ В , С  պարամնարնրի արժնբննրը: կսաանանբ' 
а{а + о2 -Ь 2) + а(ь2 ~ а)+  (А + а 2 — ԵշՏքի2 ~ а )=  А2 + Аа՜ — АЬ2 +
+ АЬ2 -  А2 + АЬ2 — А2 + а 2Ь2 -  Аа2 —Ь4+ АЬ2 = а 2Ь2 - Ь 4 + 2 АЬ2 — А2 > 0 :
Այսպիսով' а 2Ъ2 -  Ь4 + 2АЬ2 -  А2 >  0 :
Ինչ պնտբ Էր ապացուցնյ:
Թնորնմ 4: a,b կոդմնրով և В սկալյարով որոշվում Է Էվկփդյսւն նոանէլւուն այն և միայն այն 

դնպբում, նրբ տնդի ուննն հնտեյւպ պայմանննրը.
1) 2В - a 2 +b2 > 0  

' 2) a2b2 - a 4 +  2а 2В -  В2 >  0 :

Այդդնպբում С - а 2- В , А =  В - а 2 +Ь2, с ՜ ^JlB + b1 -  а 2 :
Ապացույց: Հայտնի նն նոանկյան a,b,B  պարամնարնրը: Փորձննբ գտննլ A,C,c 

պարամնտրնրը: Դրա համար (1) համակարգում նշանակննբ А = х,с =  у,С  =  z : կսաանանբ՝ 

b2 +уг —a2
2

2 +а2- b2

+b
2

b~ + y~ — a

у =2B+b~ - 
a2 +b2 -  ՝

\у = 4 г в + ь - ֊a -  
\x  = B - a 2 +b2

Որոննլի պարամնարնրի համար սաացանր՜ A — В - a 2 + b 2, с=л/2B + b2 —a 2 ,
С- a 2 ֊ В արժնքննր:

Այժմ ցույց աանբ, որ տնդի ուննն 1) ե 2) պայմանննրը: 1) Նախ սւոուգննբ 1) ֊ի  
իրավացիությունը՝ օգտվնլով (2)-ից:

А + В > 0 , տնդադրննբ В ֊ի  արժնբը 
B - a 2+b2+ B > 0, 2 B ֊a 2+b2 > 0



А + С > 0 , տեղսւդրենբ А-ի, С-ի արժեքները 
В - а 2 + b 2+ а 2- В  > О, Ь2 > О 
В  +  С  >  О, ւոէպադրննբ ր ֊ի  արժնբը 
В + а 2 - В > О, а 2 >  О:
2) Մնամ Է ստուգել 2) պայմանը: Դրա համար (з)-пиГ տեդադրենք А,С  պարամնարնրի 1 

արժնբննրը:
B ( B - a 2 + b2) + { B - a 2 +  b2){a2 - B )  + B (a2 - B )  =  B 2 - а 2В  +  b2B +

+ а 2В  - В 2 - а 4 + а 2В + Ь2а 2 —Ь2 В  + а 2 В - В 2 —Ь2а 2 —а 4 +  2а 2 В - В 2 > 0 :
Այսպիսով' b2а 2 -  а 4 +  2 а 2 В  - В 2 >  0:
Ինչ պահանջվում Էր ապացուցել:
Թ՜նորնմ 5: a, b կողմերով և С  սկալյարով որոշվում Է Էվկլխլյան եռանկյուն այն ն միայն այն 3 

դնպքում, նրբ տնւլի ուննն հետևյալ պայմանննրը.
1) a 2+ b 2- 2 C > 0
2) a 2b2 ֊C 2 > 0 :

Այդ դնպքում А =  Ь2 - С , В =  а 2 - С , с =  л1а2 + b 2 -  2С :
Ապացույց: հայտնի են նոանկյան a,btС  պարամետրերը: Փորձենք գտնել А,В,с | 

պարամետրերը: Դրա համար (l) համակարգում նշանակենք A =  x ,B  =  y ,c  =  2 : կստանանք'

+ z ■
2

С
2

a 2 +b 2 -

ծ" + z՜ —a “

=  —2 С + a +b

x = b -C  
У -  a 2 —C 

z =  -yja2 +b 2 — 2 С

--4a2+ b -2C:Որոնելի պարամետրերի համար ստացանք A —b՜ —С, В =  a ՜ 
արժեքներ:

Այժմ ցույց տանք, որ տնդի ունեն 1) և 2) պայմանննրը:
1) I juiJu սստպննբ 1) պայմանը' օգտվելով (2)-ից:
А +  В >  0 ,  տեդադրենք A — b2 —С , В —а 2 — С 
b2 - С  +  а 2 - С  =  Ь2 + а 2 - 2 С  > 0
А + С > 0 , տեդադրենք A =  b2 —С 
Ь2 - С +  С  =  Ь2 > 0  
В  +  С > 0 , տեդադրենք В  — а2 — С 
а 2 - С  + С  =  а 2 > 0 :
2) Մնում Է ապացուցել 2 )փ  իրավացիությունը: Դրա համար (3)-ում տեդադրենք А,В 

պարամետրերի արժեքները:
(b2 - C)(a2 -С ) + С\Ь2й С ) + С \а2 -C ) = a2b2 ~Ъ2С -
- a 2C +  C 2 + b 2C - С 2 + a 2C - C 2 = a 2b2 - С 2 > 0 :

Այսպիսով' a 2b2 — С2 > 0  :
Ինչ պետք Էր ապացուցեր
Թեորեմ 6: а, с կոդ մերով ե А սկալյարով որոշվում Է Էվկլխլյան եոանկյուն այն ե միայն այն 

դեպքում, երբ տեդի ունեն հետևյսդ պայմանննրը.
1) 2А + а 2 - с 2 > 0
2) а"с՜ - с 4 + 2с2А - А 2>  0 :

Այդ դնպքում b — >J2A- с2 ,B  =  c~- А , С ' - с ՜  + А :
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Ապացույց: Հայտնի նն եռանկյան а,А,с  պարամետրերը: Փորձենբ գտնել b,B,C 
պարամետրերը: Դրա համար (l) համակարգում նշանակներ b = x,B = y,C = z : 

կստանանք'
x2 + c2 -  a2

2
vc1 -xz

2
a2 +x2 ■

x՛ = 2A-c* +a~ 
=> <y = c2 — A 

\z = a 2 —c~ + A

: =  л/շA —с 
<y = c2 -  A

B - c  -A ,Որոնելի պարամետրերի համար ստացանք b =  л/2 А —с՜ + а 2 ,
С -а՜ -с ՜ + А արժեքներ:

Այժմ ցույց տանք, որ տեղի ունեն 1) ն 2) պայմանները:
1) Նախ ստուգենք 1) փ իրավացիությունը՝ օգտվելով (2)-ից: 1 
Л + В > 0 ,  տեղագրենք В =  с2—А
А+С2 —А = С2 > 0
А +С >0 , տեղագրենք С =  а 2 —с2 + А 
А+а2 - с 2 + А — 2А + а 2 —с2>0 
В + С > 0 , տեղագրենք В —с2 — А, С =  а 2 —с2 + А 
с2 -  А +а2 - с 2 +  А -  а 2 > 0 :
2) Մնում է ստուգեր որ տեղի ունի 2 )պայմանը: Դրա համար (3)-ի մեջ տեղագրենք 

В=с2-А , С ~ а 2 - с 2 +А:
А(с2 -А ) + А(а2 - с2 +А) + (с2 ֊ А)(а2 - с2 +А) --Ас2 - А 2 + а 2А -
-с~А+ А2 + а 2с2 -  с4 + Ас2 — Аа2 + Ас2 — А2 =  а 2 с2 — с4 + 2с1 А -  А2 > 0 :
Այսպիսով' а 2с2 —с4 + 2с2А —А2 >  0 :
Ինչ պետք էր ապացուցեր
Թեորեմ 7: а, с կողմերով ե В  սկալյարով որոշվում է էվկլխլյան եռանկյուն այն և միայն այն 

դեպքում, երբ տեղի ունեն հետնյալ պայմանները.
1) с2+ а 2- 2 В > 0
2) а 2с2 ֊В 2 ^ 0 :

Այդ դեպքում А — с2 —В ,b — -yja2 + c 2 —2В , С —а 2 —В :
Ապացույց: Հայտնի են եռանկյան а,с ,В  պարամետրերը: Փորձենք գտնել A,b,C 

պարամետրերը: Դրա համար (l) համակարգում նշանակենք A =  x,b = y ,C  =  z: 
կստանանք'

r v2 +c2 ֊ a2 _ у  +c~ —a՜
x = c 2 - B

B = - y —a +c —2B- 
a +y  —c2

y=-Ja2 +c2 -2B 
z - a 2-B

Որոնելի պարամետրերի համար ստացանք А = с — В , b = л/а2 + с 2 —2 В , С — а 2—В 
արժեքներ:

Այժմ ցույց տանք, որ տեղի ունեն 1) և 2) պայմանները:
1) Նախ ստուգենք 1) պայմանը' օգտվելով (2)-ից:
А + В > 0 , տեղագրենք А — с1 —В
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с - ֊В  + В  =  с- > 0
А + С  >  0 , տնդսւդրննք С  = а ՜  — В . А — с՜ — В 
с՜ — В + а ՜  —В  — а ՜ + с ՜  — 2В >  О 
В +  С  > 0 , տնդսւդրննք С = а 2—В 
В + а 2- В  =  а 2 > 0 :
2) Մնում t  ստոպն], որ տնդի ունի 2) պայմանը: Դրա համար (3)-ի մԵջ ւոէպադրննք 

А =  с “ -  В , С — а 2 —В .
В{с2 - В )  +  (с 2 - В){а2 — # ) +  В (а2 - В )  =  Вс2 —В 2 +

+ а 2с 2 +  В ՜ — а 2В  -  с2В + а 2В  — В 2 =  а 2с 2 —В * >  0 :
Այսպիսով' а 1 с 2 —В 2 > 0 :
Ւնչ պէՅւոր Էր ապացուցնլ:
Տանգուն դսւտոգությաննհրով ապացուցվում ճն նան հճսւևյալ թնորնԱննրը:
Թնորնմ 8: а, с կուլմնրով ն С  սկալյարով որոշվում Է Էվկլխլյան նռսւնկյուն այն և միայն այն 

դնպքում, նրբ սւնղի ուննն հնտեյալ պայմանննրը.
1) 2С + с 2 - а 2 > 0
2) 2а2С  + а 2с 2 - а А - С 2 > 0 :

Այդ դնպքում, А = С  +  с 2 - а 2 ,b — л[2С + с2 —а 2 , В  — сг —С :
Թնորնմ 9: а  կոդ մով ե Л, В  սկալյարննյտվ որոշվում Է Էվկլիղյան նոանկյուն այն ն միայն 

այն դնպքում, նրբ անդի ուննն հնւոևյսդ պայմանննրը.
1) А + В >  0 ,  А + а 2 — В > 0
2) Аа2 + В а 2 — В 2 > 0 :

Այդ դնպքում b — ylA — B + a ՜  , с  =  -JA + В  , С  =  а 2 — В :
Թնորնմ 10: а  կողմով ե А,С սկալյարննրով որոշվում է էվկլիղյան նոանկյուն այն և միայն 

այն դնպքում, նրբ տնդի ուննն հնտևյաւ պայմանննրը.
1) А + а 2 —С  > 0 ,  А + С >  О
2) Аа2 + С а 2 - С 2 > 0 :
Այդ դնպքում b =  у/Л + С ,В  = а 2 —С , с — ylA—C + a 2 :
Թնորնմ 11: b,с կոդմնրով և А սկայյարով որոշվում է էվկլիղյան նոանկյուն այն ե միայն 

այն դնպքում, նրբ տնդի ուննն հնտևյաւ պայմանննրը.
1) С2 + b 2 — 2А >  О
2) c2b2 - А 2 > 0 :

Այդ դնպքում a  =  yjb2 + c 2 —2A ,B  =  c 2- A , С  =  b2-A  :
Թնորնմ 12: b, с կոդմնրով և В  սկալյարով որոշվում է էվկլիղյան նոանկյուն այն ն միայն 

այն դնպքում, նրբ տնդի ուննն հնտնյալ պայմանննրը.
1) 2В  + b2 - с 2 > 0
2) Ь2с2~ с 4 ֊В 2+2Вс2 > 0 :

Այդ դնպքում a  =  V2B + b 2 —с 2 , А =  с 2 — В , С  = В + b2 —с 2 :
Թնորնմ 13: b,c կոդմնյւով և С  սկալյարով որոշվում է էվկլիղյան նոանկյուն այն և միայն այն 

դնպքում, նրբ տնդի ուննն հնտևյալ պայմանննրը.
1) 2C + c2- b 2 > 0
2) b2c2 +2Ь2С - b 4 - С 2 £ 0 :

Այդ դնպքում A = b: -С ., а  =  V2С +  с2 —Ь2, В =  С  + с: —Ъ" :
Թնորնմ 14: b կողմով ե А,В սկալյարննրով որոշվում է էվկլիղյան նոանկյուն այն ե միայն 

այն դնպքում, նրբ տնդի ուննն հնտևյալ պայմանննրը.
1) A + B > 0 ,b 2 - А  + В >  О
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2) АЬ: -А 2+ВЬ'->0:

Այդ դնպքում а  = л 1 в ֊А + Ь " , с  =  у/а  + В , С = Ь~ -  А.
Թնորնմ 15: г կողմով ե Л,С սկալյարննրով որոշվում է էվկլխլյան նոանկյուն այն ե միայն 

այն դնպքում, նրբ տնդի ուննն հնտևյաւ պայմանննրը.
1) А + С >0,С + СШ А >0
2) Ac՜ ֊  A2 +Cc2 > 0 :

Այդ դնպքում a-y lc2 -A  + C, b — -JA + C , В - с2 — А :
Թնորնմ 16: b կողմով ե В,С սկալյարննրով որոշվում է էվկլիղյան նոանկյուն այն և միայն 

այն դնպքում, նրբ տնդի ուննն հնտնյսւ| պայմանննրը.
\) B+C >0,В+Ь2 —С > 0
2)Cb2- C 2+Bb2 > 0 :
Այդ դնպքում a = y]B+C, с = sfb2 + В —С, А =  b՜ —С :
Թնորնմ 17: с կողմով և В,С սկալլէսրննրով որոշվում է Լվկ|իդյան նոսւնկյուն այն և միայն 

այն դնպքում, նրբ տնդի ուննն հնտևյալ պայմանննրը.
\) В + С > 0 ,С + с2 — В > 0
2) Bc2- B 2+Cc2Z0:

Այդ դնպքում а = л[в + С, A - с 2- В  ,b =  yJC +  c ~ - B  :
\A,B,c), (a,B ,C ), \A,b,C) նոյակննրին էվկլխլյան նոանկյուն հնարավոր չէ

համապատասխաննցննլ:

Ամփոփում

Աշխատանքում, հնտևնլով [l-Յ յ-ում  առաջարկված աքսիոմատիկային և այն անդ 
ստացած սւրդյունքննրին, հնտագոտվում է նոանկյան լուծման հնարավորությունն ւսոանգ դրա 
սւնկյունննրի օգտագործման' նլննլով միայն սկալյար արտադրյալով առաջացած որոշակի 
թփւրից:

Резюме

Следуя методике, разработанной в [1 — З], в равоге исследуется возможность разрешимости 
треугольника вез использования углов этого треугольника. Доказывается, что треугольник можно 
определить исходя из навора чисел, порожденных скалярным произведением.
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