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ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ АНИЗОТРОПНОЙ 
ПОЛОСЫ- ПРЯМОУГОЛЬНИКА

Г.А. Петросян

Рассматривается вопрос определения напряженно-деформированною состояния в плоской зад* 
анизотропной полосы. Считается, что плоскость полосы совпадает с плоскостью упругой сим 
материала. На продольных сторонах полосы заданы смешанные условия теории упругости, а на торцаэ 
б ы т ь  заданы различные комбинации торцевых условий. Применяется асимптотический метод ннтегрир< 
и решение задачи представляется в виде суммы двух решений- незатухающего и типа погранслоя [1-5].
1. В равоте [2] решены неклассические задачи напряженного состояния прямоуголыж 
нижней кромке которой заданы значения перемещений, а на верхней продольной стороне з 
значения перемещений, напряжений или смешанные условия. Рассматриваются также ча 
случаи, при которых нижняя кромка прямоугольника жестко закреплена. В равоте [5] рассь 
вопрос определения напряженно - деформированного состояния (НДС) в плоской задач 
анизотропной полосы, на продольных сторонах которой заданы значения напряжений. Овсу 
применимость прикладных и асимптотических методов для анизотропных материалпов. В рав< 
исследовано НДС анизотропной термоупругой полосы, когда на одной из продольных ( 
заданы значения напряжений, а на друтой-смешанные граничные условия теории упругости.

Рассматривается плоская задача для анизотропный ш 
0 <  х  < 1,\у\ < հ,հ «  /}, на продольных сторонах у  — ±հ  которой заданы зна 

напряжений или перемещений в следующей форме:

°*к  =  ? » ( х\  v =  * 1у Ш  при у  =  ֊հ  

и -  е 'и +(х\ а у ֊  £ ՝<т^(х\ при y  =  h 

а на торцах х — 0,1 торцевые условия пока произвольные.
Для решения задачи используется асимптотический метод интегрирования [2,5,6]. 

Безразмерную координатную систему Հ  =  х/1, Հ  =  у/ հ , и, преовразовав соответств]
уравнения теории упругости анизотропного тела, получим систему, содержащую малый па|
е - h j l . Решение таких уравнений складывается из двух типов решений-внутреиного i 
погранслоя [2,5,6].

Внутреннее решение ищем в виде [1,5,6]

Q = s qY de ’QM
s= 0

где Q лювое из напряжений или Безразмерных перемещений U  =  м/7, V =  v jl , = 0  up

s  <  0 : q целое число и подвирается следующим овразом [2]

q =  \ для <rx, a y,U yV 

q -  0  для <7^

Учитывая (1.3), подставляя (1.2) в уравнения плоской теории упругости и прираг 
коэффициенты при одинаковых степенях е , получим следующую систему
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(1.4)дС ՏՀ
Иигегрируя систему (1.4) по Հ , полупим

VM = v№ )+V*% £ )
W ^uPteVu^te.c)
Ш = » Ш +^ * 'М  (15)

аи ԺՀ аи

а„ do[’) L 1 յկՎ

^  =  J  («ւշօ- Щ + «շշ < Հ ՞՜"+ « 2 б < "  У с
о

'W = ((-W *^  «26CTi'“') + ao֊Pv2)- dVd̂  W  

I  r ,5ctw՜21М - р з - *  <“ >

Удовлетворив граничным условиям (1.1), определим неизвестные функции интегрирования

Հ"(ճ  ut ’fel <г*Ш <фМ)

ւ ^ ^ Թ Տ Հ ^ ճ ճ ճ ճ ճ ճ ճ - , ; ^ ,  Д  
«11 «# «11 «# «11 «11 <*#

и‘,1=в1Ш-и1,)(£1)
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#  =  И * ш !

где
<Т+(0)?= СГу, и+(0) =  и \  <Т~(|  =  Ծ՜ v " (0) =  V՜ху

= 0, tt+(s)= v 'w = 0 , s  >  0

Подставляя (1.7) в (1.5), получим следующие окончательные формулы для напряжений и 
перемещений

fll2<7;W_ > ^  

а ,

Ծ ' —
а у j § 1  а,

+ Я Ш
ԺՀ а „

а , ,  Ժ Հ  Օ յյ а п

I  i ) ( l+ К Հ * > ( £ ք ) - Հ * > ( ? - ւ )
o , j  а д

а - » )

t / (,) =  и4-*՞’ + « 4,)( Հ ,ք ) ֊ ս4 տ|(<ք,ւ)

Kw =  v4l) + v '(s,( f , f ) -  | | § § |  - l )
Если функции, входящие в правые часта условий (1.1) являются полиномами, то 

итерационный процесс оврывается на определенном привлижении и мы получим решение 
внутренней задачи в замкнутом виде.

Рассмотрим частные решения внутренней задачи. Пусть
<7՜ =  г  =  const, v" =  ОЛУ

и ' = 0, -  p  + qx

Пользуясь решениями (1.8) и формулами (1.5) и вычисляя все привлижения до s  — 2 
включительно и перейдя к первоначальным координатам, получим следующее решение частной задачи

Ծ х = - ? M . l ֊( p l  +  q x ) ֊^ l ( h - y ) - ^ i - T
а п h а и h

փ ֊Օ 7l + qx)+A №r  +  ~ — f q ( y  ֊  h) 
h  2 л 11я

(1.9)

( y ֊ h )

v  — ^ ֊( p l  + q x ) + ^ ^ ֊q ( y  + 3 h)
h 2 auh

При q =  0, т  =  0 из (1.9) следует

Т ^ 2 б  Ш
h  a , ,

/

( у  +  й )

a 12 /  _
« F S - f t  <Tv = ° ’ eTy = T P  au h h

U = ^ p l ( y - h \  v  =  —~ p l ( y  +  й ) , 
h h

А при p  = q =  Q, т 5^0
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ո ( y  +  h \

2. Для построения пограничного слоя вблизи торца ^  =  0  в  уравнениях теории упругости 

сделаем новую замену переменных է =  ̂ / б  . Этим преобразованием выделяется 
дифференцирование в продольном направлении. Решение вновь полученных уравнений ищем в виде 
функций типа пограничного слоя [2,5]

(21
5 = 0

где Rp -лювое из напряжений и перемещенний и

Хр -показатель интенсивности, Я =  const характеризует изменяемость напряженно- 

деформированного состояния. Для пограничного слоя, соответствующего краю £  =  0, Re Я >  0 . 

Число х р вывирается следующим овразом [2,5]

С помощью (2.1), (2.2) получим следующую систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений

(2.2)

Хр ~  X ^  напряжений,

Хр — X +1 лил перемещений.

(2.3)

(2.4)

(5 )где <7 շ определяется из уравнения
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+ К + 2 » »  У Ш ֊* ^ = 0  (2.5)1
ժ գ  ժ գ  ժ գ  ժ գ

В силу объемности решений (2.4), (2.5), в дальнейшем Будем рассматривать решение 1 
пограничного слоя для ортотропной полосы, для которой я1б ֊  а 26 =  0 .

Характеристическое уравнение, соответствующее (2.5), для ортотропных материалов, в j 
зависимости от ц» , может иметь корни следующих типов [2,4]

a) ± i f i  в) ± /Д , + //?շ в) ± a ± i p  
Этим корням соответствуют следующие решения

а) сг<% )= (а М + В1‘ >с)со$ЛРС + (с 1։> +  D ,s)c)sm  XfiC (2-6) j

Б) <յ[տ)(Հ) =  А{,) cosЩ С  + В 1’ 1 sin2 /?Հ  + С и"> cosЩ 0  + Dl։) sin Лр2С  (2.7) i

օ Հ Հ Հ խ  AMchcO £cosX/3£+BMshaX£sin ձ /}Հ+

+ Ժ ]օհօձՀ  sin XPQ + D {։)shaXC; cos XPQ 

В (2.6)-(2.8) A , B '* \  C ,  D  произвольные постоянные интегрирования.

С помощью (2.4) определяются Ծճ {С \ ^ ռ ( ք \  Поскольку фаничные
условия (1.1) удовлетворены решением внутренней задачи, то (2.4) должно удовлетворил» 
следующим однородным условиям

* ռ ( - 1) = °  « ք ( ֊1 )= 07 (2 9)
Щ { 0  =  0  о О Д « {  1 Щ

В случае а) удовлетворив однородным условиям (2.9), получим систему однородных 
алгебраических уравнений относительно постоянных А \  В  , Ժ տ\  /ИР 

A[s) cos Яр +  B{s} cos Яр + C {s) sin Яр +  D (s) sin Яр =  0

A{s) p  sin Яр + cos Я Р - p  sin Яр + C W P  cos Яр +  / ) (,)^ - —sin Яр -  p  cos Aftj =  0 (2.10) 

A{\  cos Яр  +  /*(Հ  ̂ փ տ \ո  Яр + by c o s V ) + Ժ %  sin Яр +  Ժ տ){ bx sin Яр -  cos Яр
Я2 \

A ^b2p  sin Яр + B {s](b3 cos ЯР -  b2 sin Яр)+ Ժ տ)ե2 p  cos Яр +  b3 sin Яр + b2 cos Яр) = 0

где 6, = { a up 2 ~ a l2)x \  Ьг = (а „/З г ֊ a n b ^ { a n +  a №-Ъ апр 2)х:г

Однородная систем^ уравнений (2.10) Будет иметь нетривиальное решение, если ее 
определитель равен нулю. Приравнивая определитель системы к нулю получим трансцендентное 
уравнение, откуда определяется Я . Соответствующее трансцендентное уравнение имеет вид

cos z  + mz sin z =  0 (211)
где Z =  2XP, т  =  (а „ р 2 ~ (a l2 +  a№))/4aup 2

Трансцендентное уравнение (2.11) имеет Бесконечное множество комплексных корней. Нас 
интересуют только корни удовлетворяющие условию Re г  > 0.

Так как определитель системы равен нулю, то все неизвестные величины можно вырзшъ 
через одну неизвестную, например, через D '*'.
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Тогда из (2.6) получим

< * > =
1 s in lX p  c o s  Я Д  t .  c o s  Я Д )  Ղ ռ ֊

—— ------------- —------------------ —— -  +  Շ  —— ~  c o s  ձ բ ւ  +
Я Д  c o s  2 Я Д  s i n  Я Д  c o s  2  Я Д  s i n  Я Д  յ

ք 2 c o s 2 Х р  1 COSЛp  1 S \  ,
ւ r  —  + -------- ֊ —  +  գ  s m  Я Д £

(2.12)

LDl(5)
լ  c o s  Я р  X p  s in  X p  c o s  2 X p  

В случае б), при удовлетворении условий (2.9), получим систему
c o s  Я Д , +  s i n  Я Д , +  Ժ * }  c o s  Я Д  +  s i n  Я Д  =  О 

А[’ ]р, втД Д  + В(‘ ]р, собДД + С (,)Д2 втЛД, + £>(l)/?2 соэДД =  0 (2.14)

А ^ Ь а c o s  Л Д  +  s i n  Д Д  +  С  w i 5 c o s  Д Д  +  / ) (>)й5 s m  Д Д  =  О

/4w i e s in  Д Д  +  й (,)* 6 с о э Д Д  +  Ժ ’ Հ  s in  Д Д 2 +  Z>w i ,  c o s  ДД2 =  О 

где Ь, = (апД -Л12)Д »^5 =(лпД, ]**■ . ~ ( ;̂ ւД ՜՜^,շ ~ »

i r p k iA 2 - " и
Приравнивая определиггель системы (2-14) к нулю, получим следующее уравнение

coszcos/z = 0 (2.15)
гдег = 2ЯД, / = Д /Д  ,

А решение (2.7) примет вид
Д в т Я Д с о з г Я Д  Д с о э Я Д с о э г Я Д  . s in  Я Д  .

c o s  Я Д  ̂  -------—--------- —  s m  Я Д  ^ -------— c o s  Я Д  ̂ + s in  Я Д  ̂ fe w
Д cos ЯД соб2ЯД Д cos ЯД coslXp cos ЯД
(2.16)

Аналогичным овразом получается решение соответствующее случаю в)

Օշ5* = —(dxchaX£ cos ЯД£՜ + d2shaX£ sin ЯД' + d^chaX^ sin Я Д ' + dshaX£ cos ЯД՜)D(s) (2.17) 
d

где

^ = ̂ ֊( ( - < * ^ 4  +Р'/'зХч/2՝/'4 ~ VW3)+  («У'з + +  ̂ յ ) +  («^շ  +  X^f + V'i))

Հ = - f 3՜  ((«^i ՜ Д й Х ^ з  ~ ^ 4)- (« ^ з  +  ԲՓէՆւ +  +  Р'УхЪ'хЧ'л +  У ^ з ) ) ^
Л

d2 = ---֊֊( ( « ^ 4  -  Д^зХ^З + 4̂2)+ (а 1̂ ~  Р'ГгЬ'хЧ'А + ^ 2̂ з)+ («^ 2  + ДУ̂ ХУ'ИРз "У ^У О )^
yt

4  = ՜ ՜  ^ 11 ((<*^4- P v зХ^2̂ з + ^ 1̂ 4)-(«Г з + Р ^У у М  -^ շ ^ 4)+ («^ւ - P V iiy l +Ч/1 )р {з) 

i//x = chaX cos Xp, y/2 =  shocXsinXp, ц/ъ =  chaXsinXp, y/A — shaXcosXp 
Соответствующее трансцендентное уравнение Будет

c A 2z  — s i n 2 Az =  О (2.18)
где д = 2аЯ, к =  р / а

Аналогичным овразом строится тираничный слой, в б л и з и  торца Հ =  1. Если отсчет вести от 

Х = 0 , данные этого пограничного слоя получаются из приведенного формальной заменой է

на = 1 /е - / =  (а -х )/А .
Интеграл задачи представим в виде
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J  =  Q + R f  + R[p] (2.19)1

где Q -решение внутренней задачи, и решении пограничного слоя, при Հ =  0 и £ =1Д

соответственно.
Представление (2.19) содержит достаточное число произвольных постоянных, с помощью 1 

которых удовлетворяются торцевые условия.

Ամփոփում

Աշխատանքում դիտարկվում է անիզոտրոպ շհրտի լարվածային-դհֆորմսւցիոն վիճակի! 
որոշման հարցը հարթ խնդրի դնպբում: Ենթադրվում է, որ շհրտի հրկայնական կոգմհրի վրա 1 
տրված հն խառը հցրսւյին պայ մանն հր: Ասիմպտոտիկ ինւոհգրման մհթոդով խնդրի լուծումը! 
նհրկայացվում է նհրքին խնդրի ու սահմանային շհրտի տիպի լուծումնհրի գումարի տհսքով:

Եվ նհրբին, ե սահմանային շհրտի տիպի լուծումնհրը գտնհլու համար օգտվում ffiip ] 
առաձգականության տհսության համապատասխան հավասարու մն էտից:

Դիտարկված հն կոնկրհտ օրինսւկնհր:

Резюме

Рассматривается вопрос определения напряженно-деформированного состояния в плоской |  
задаче для анизотропной полосы. Считается, что плоскость полосы совпадает с плоскостью упругой 1 
симметрии материала. На продольных сторонах полосы -заданы смешанные условия теории 1 
угр^юсти, а на торцах могут выть заданы различные комвинации торцевых условий. Применяется | 
асимптотический метод интегрирования, и решение задачи представляется в виде суммы двух j 
решений- незатухающего и типа погранслоя.

Для нахождения как внутреннего решения, так и решения типа погранчного слоя, пользуемся 1 
соответствующими уравнениями теории упругости.

Рассмотрены конкретные примеры.
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