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ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ АНИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ 
НА ОСНОВЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ1

А.М. Хачатрян, А.Б.Товмасян

Асимптотическим метолом решена первая краевая задача для анизотропной прямоугсм 
пластинки по геометрически нелинейной теории упрушсти. Получены формулы позволя! 
определить все компоненты тензора напряжений и вектора перемещения с заранее зада 
асимптотической точностью. Построено решение соответствующее внутренней задаче, про», 
сопоставление выведенных основных двумерных разрешающих уравнений с соответствую! 
уравнениями классической теории пластин, когда имеется плоскость упругой симметрии.

1 .Классические статические краевые задачи полос, пластин и оволочек асимптотиче 
методом решены в [1,2]. Тем же методом решены неклассические краевые задачи анизотро 
слоистых валок, пластин и оволочек в монографии [3]. Вопрос определения напряж< 
деформированного состояния анизотропных пластин рассмотрен в [7,8]. Метод ока: 
эффективным также для решения динамических задач тонких тел [9]. В равотах [1՛ 
асимптотическим метолом решена первая краевая задача для однослойного и двухсло! 
анизотропных прямоугольников -  полос и для ортотропной пластины по геометрш 
нелинейной теории упругости, проведено сравнение с решением по линейной теории.

Рассмотрим анизотропную прямоугольнную пластинку постоянной толщины 2h. Б 
считать, что материал пластинки овлалает овщей анизотропией и подчиняется ововщенному за 
Гука. Пользуемся декартовой системой координат х ,у , z , располагая оси О х ,О у  в средз 
плоскости пластинки. Вводятся Безразмерные переменные է  =  x/a, rj =  у /a, Հ  — zjh и ве 
мерные перемещения U  =  и] a , V =  v ja , W = w ja , где a  -  характерный тангенциальный pj 
пластинки.

Считается, что на верхней z - h  и нижней z =  -h  лицевых плоскостях пластинки за 
значения компонентов тензора напряжений. Соответствующие условия запишутся в виде

Тревуется найти решение нелинейных уравнений пространственной задачи теории упру 
анизотропного тела [4-6]
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1 Равота доложена на Международной конференции “Механика композитов и оптимальное проектирова 
Тезисы докладов. Ереван, 25-28 сентября 2006г.
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при фаничных условиях (1 .2 )  и условиях краевых задач теории упругости на б о к о в о З  поверхности 
(они пока не конкретизируются).

В Безразмерных координатах Հ, rj, Հ  система уравнений (1.2) превратится в новую систему, 
содержащую малый параметр s  = hja. Эта система сингулярно возмущенная и ее решение 
складывается из решений внутренней задачи (основное решение) и пограничного слоя.

Репкние внутренней задачи отыскивается в виде ряда по степеням малого параметра [1-3,7-12]

е = е , 5 у е (5) (1.3)
5=0

где (2-люБое из напряжений или Безразмерных перемещений, 0 (s) =  0 при s  <  0, q -целое число, 
подвирается так, ч то б ы  получилась непротиворечивая система для определения £)(s). Число q 
определяется для каждой величины единственным овразом[12]:

<7 =  3 для а х, о у, а^у U,V,  Щ Ж  для o xz, с у2
q = 2  для W, q =  5 для а г (1.4)

Эта асимптотика по сути не отличается от той, что применялась для решения той же задачи в 
линейной теории упругости [7,8], однако, здесь, ч т о б ы  получшъ итерационный процесс, 
асимптотический ряд (1.3) неоиходимо начинать с положительных степеней малого параметра. По 
этому, бы ло принято q =  q0 + 5, где q0 значение асимптотики, соответствующее задачи в линейной 
теории упругости. Асимптотике (1.3), (1.4) соответствует вывор представления (1.1).

Подставив (1.3) в преобразованную систему (1.2), с учетом (1.4), для определения коэф
фициентов разложения (1.3), получим систему

Ш  Ш  аШ
а̂  ап а;

a f f ՜ d a (; ] d ^  

+  d q  +  dC,

- +  Ծ(л-3) _=  0

- +  Ծ) ’-з) _=  0
(1.5)

аст1
+    1 —

dt, дх\ дС, -+ щ
-з )Ш

31



dU{t) , „ч
_ _ _  +  £/ « - »  +  Г,- Ա -» + Г 4<*-|> = a l ln i ' , +  .

c5t| +  и '4 ՜ "  +  у ц ՜ '"  +  И',’ '" ՛ ’ =  +  <

5Wf։)
֊Հ Հ - + +  У ^  +  Ж4<-1> =  <յ,3<Հ՞՜2) + в Х '  

dfF(s) Яv£-» + w£~n = ан<7]'"1) + лмо-*'1՝ + в34<т‘' 3) + яигг̂ ֊2) + ая<т̂ '! + ахст„' 1

T(*-3)j. /гИ ) X a„(Tt*"2) +  л «(Г ^ Я

1 +<*,յ<Հ" 2) + аио^՜՜1> + օ,տծ£՜') + <1.„<з®

* + аа а['"3> + а мо£ ",> + а 25 0 ^',) + Л;,o,w

^ у '2) +  ° յյ<Հ՞"4) +  аХ Г 3 )+ а з:i X 3) +  «se<Tw1

84
■+ —■ 

84
air® 8Utiy

9Հ 84
8Ul,) 8V(,)H------

+ Ujg“3,̂ y ^ i) +fpg~։) = al5<T̂ ~l) + + ai5<x̂ ։՜^ + 45 <r£ 2' +  e53<rJ"2, +  aS6o՜^

^ + — +^Г3) Х Г 3)+ - v P + v ^ + v ^ + v ? 1
где

_Հ,ք-տէ/« Г eofi | a X 4 a X ° l : at/® f X T ’ , 5<ТГ° , X՞"0
84 [ 84 + 84 + 84 у  St, {  84 + 84 8484 Լ

8Um
84 \I *

 r—<y; ' + ----r- a )." '  + -----r—a \ ՛ +
ՑՀ2 drj y ՑՀ2

.  2 ? g ^ M .  2 ^ . ) , ^ ֊. ]  ( « Д О . W , « )  
848ч 8484 8484 J

(?.*<■) d -б)

Решив систему (1.5), получим
r (s)=w(I)(^,!7) + w*w

J/W = _ ^ ^ l  + „W (|jJ7) + uv> (»,v)
<%

Հ ’Պ հ Հ ? + Հ 2  + * ? *  (х’У) (1.7)
ff4') = X i + r v >o +<7w >

<Հ? -  յ / 2 ք * * Ց + տ՜ՀՅ+ Հ՞օ + fry )
e f  = 1/6<ГМ? + 1/2ք2Հշ + f*ff + Հօ + Հ™
TM=Bne, +Bl2e2 +Bl6to (х,у$Л) (1-8)
y a = Bit4 ’K B ^ U B №o>i։՝i 

Հ* =buz!i>+ + А<Х (x,y;i,2)
г й - В 14Лг{*) +  в Х * ) +  в Х )

Ա»)

յՀօ1 . 5rv0՝
54 84

+ * 8 ՝
84 a7

,, _ ք ճ +^ 1  1 r in  Ս* К 1, , a g frH T l, j f g g M , * # Н > ՛
a? a? J 2Ы 4՛  ̂ Л  а? &7 J 2V а? <¥ )  2{ % %

32



Ш -
дтЖ

хг 1 ОТ

Հ Հ d r j у
,(տ) Հ  
MRщ  щ Е ±  +и дт]

=  •/ ,„ (« „  V ”  Vis!

K i m

ա _ ди(*)

щ ’я
8 § Й

dvИ
со(*)

Ж  լ w Xis) _

օղ
d 2w(s)

„W

du(s)
ծղ

dvis)

J s )  m=  -2
d V s) (1.9)

S # 2 ’ A 2  0 ^  ’  5 # 0 г /

Коэффициенты B։j определяются по формулам
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Удовлетворив граничным условиям (1.1) для определения неизвестных величин, получается 
следующая система уравнений

^ ( B >  =  4 W 
где дифференциальные операторы LtJ имеют вид

52
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В (1.13) p[s\  թ շ \  g>(5) играют роль ововщенных uaipyjox, для вычисления которых I  
получаются формулы
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Остальные неизвестные функции интегрирования , гУ, и опредляются по формулам

(1.17)

где

1 #  ш ф  ֊  ֆ ա = 0 + < Հ ,\հ = ֊ւ ) ) ֊\ կ ձ տՔ ։)
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x g = ֊ ( ^ (s)± x -(s)}  fW = ֊(f+(s)±7-(s)}  z g  = ֊ ( z +w± z  w)

X +(0)= X \  r % = r +y Z*{o)= Z \ X ±{։)=Y ±{s) =  Z±{s)= 0 , s > 0  
Легко уведиться, что ори 5 =  0 система уравнений (1.13) совпадает с уравнениями 

о б о б щ е н н о й  плоской задачи, а уравнение (1.14) -  классическим уравнением изгива пластинки, когда 
имеется плоскость упругой симметрии. Для приближений s  >  0 меняются лишь правые части 
уравнений, куда входят коэффициенты, характеризующие овщую анизотропию, а также члены, 
оьусловле иные геометрически нелинейностью уравнений теории упругости.
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Ամփոփում

Ասիմպտոտիկ ինտեգրման մեթոդով կատարված Է առաձգականության տեսության 
էասւչափ խնդրի ուսումնասիրությունը, երկրաչափորեն ոչ գծային հավասարումների հիման վրա: 

|  Գտնված Է ասիմպւոոսփկան ե կառուցված Է ներքին խնդրին համսւպատասխանոդ լուծումը: 
I  Ստացված են ռեկուրենտ բանաձևեր, որոնք հնարավորություն են տափս որոշելու լարումների 
j թենգորի ե տեղափոխության վեկտորի բոլոր բադադրիչները:

Դուրս բերված հավասարումները ե բանաձևերը գրոյական մոտավորությունում 
համընկնում են անիգոտրոպ սափ համապատասխան հավասարումների և բանաձևերի հետ, երթ 

I սալի նյութը ունի առաձգական սիմետրիայի հարթություն: Հաջորդ մոտավորությունների համար 
Փոխվում են միայն հավասարումն երի աջ մասերը, որտեղ մտնում են ընդհանուր անիզոտրոպիան 

; բնութագրող գործակիցները, ինչպես նաև առաձգականության տեսության ոչ գծային 
հավասարումներով պայմանավորված անդամները:

Резюме

Методом асимптотического интегрирования проведено исследование нелинейных уравнений 
трехмерной задачи теории упругости вез принятия каких-ливо гипотез. Полное напряженное состояние 
пластинки образуется из основного (внутреннего) и краевого напряженных состояний. Найдена 
асимистика и построено решение соответствующее внутренней задаче. Получены реккурентные 
формулы, позволяющие определил, все компоненты тензора напряжений и вектора перемещения 
внутренней задачи с заранее заданной асимптотической точностью.

Выведенные уравнения и формулы в нулевом приближении совпадают с соответствующими 
уравнениями и формулами анизотропных пластин, когда имеется плоскость упругой симметрии.
Для последующих приближений меняются лишь правые части уравнений, куда входят коэффициенты, 
характеризующие овщую анизотропию, а также члены, обусловленные геометрически нелинейностью 
уравнений теории упругости.
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