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(1)

ՌԻՄՄՍՑԱՆ ՄԻ ՏԱՐԱԾՈԻքծՅԱՆ ԵՐԵՔ ԲԱԶՍՆՁԵվՈԻԹՑՈԻՆՆԵՐԻ ՕՐԹՈԴՈՆԱԼ 
ԿՈՄՊՈԶԻՑԻԱՅԻ կՈՈՐԴԻՆԱՏԱկԱՆ ՑԱՆՑԻ ՀԱՏկՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԸ

Գ. Ա. Նալբանդյան

Դխոսւրկենք Vя =  V”1 X Vth X V"3 ոիմանյսւն տարածությունը հետնյալ մետրիկայով' 

ds2 = g ^  fc ,;U 2;...;U "‘ ]dUhdU k' + e r<u'-uK )ԺՍհԺՍկ +

որանդ
=1;2 /2;&2 = и, + 1;л, + 2;...;л, + w2 ւ՜3;&3 = л, +w2 +1;и, + «2 +2;...;w, + и, +и3

ընդ որում՝ /դ+/f2+л3 = п
Հայտնի Է, որ յուրաքանչյուր տենգորին համապատասխանում Է Քրիստոֆեյի գործակիցներ, 

այսինքն.

1 ,շկ ( и я'* 1- ,и "'*2; . . . ,и щ*И2)  ~ >  Հ՜կէչ
(2)

Եթս (1)-ից աոանձնսւցնենք տենգորները ըստ V”՝ , Vth, V"3, ենթաաարածություննՕրի 
կստանանք հետևյալ մատրիցան'

0 0 Т » ,
Ugt  ս  = 0 տ Հ 0 Т п \

0 0 е '

(3)

Ինչպես հայտնի է Vя օիմսւնյան տարածության Քրիստոֆելի գործակիցները, համընկնում 
ճն V"1, Vя2, Vя\  ենթատարածությունների Քրիստոֆելի գործակիցների հետ, եթե տեգի ունեն
(2) պայմանները: Այժմ հաչվենք Քրիսսաֆելի գործակիցները

'dgVl+dg^ dghii'
dU1' dUh dU։

g ՛’ տ' ; եթե 8  =  5 !

Г \  =  — P-1 Ml շ  ®

Քանի որ g ‘'s =
|0 ;  եթե s  =  Տ շ ; կ ա մ տ  =  տ3 

Հաշվի առնելով (Տ) պայմանը, (4)-ը կընդունի հետնյաւ տեսքը'

1 i i

(4)

(5)



(3) մատրիցի տարրնրի համար ունննր' =  0 , իսկ րանի որ g hh ֊ն  կախված չէ Լ

dg,
խմբի կոորդինատնհբից, ուրհմն' Հ  — Օ յ հհտևաբար

 1 +8ՍԿ 8Սյ' 8ՍՏ'
=  0

(3) մատրիցի տարրհրի համար ուն&նր' Տ հկ — 8 Jtk, ~  ®, իսկ բահի որ g s h ֊ն  կախված չէ 43-

ds,lJ} _ո
խմբի կոորդինատներից, ուրեմն ֆ էյհ ~՜ * եետեաբար'

Г \  = — £ Ղ ШН շ ճ 8Uk' 8Սյ' 8Ս։'
(3) մատրիցի տարրնրի համար ունննք g Stj2 =  g ,tk2 =  0 , ուրսմն'

Г '1 =  -  քք՛'
հ կ  շ 8

/3*2 շ ®

՚Կ կյշ dg,,t2 dgj2k2) \ ձ Խ յ , հ  ,
 Ն~ + ----- ։---------~ r ~  - ՜ Հ Տ   Տաշվի առնհլով, որ
ՑՍ 2 dUJ2 ՑՍՏ> J  2 Si/՛51

ք 2 Տ 

ՅՍՏ՝

IP
8 հԿ ~  e g  1շկ ; ասրս տՕղսւդրէկով կստացվի

, а р  
at/*՛

շ ՝\

аг/'՛
а

Քանի որ g  յՂկ ֊ն  կախված չէ տլ - խմբի կոորդինատներից:

շ ֊ոՈւրՍմն՝ ,, ~  V» իսկ------- =  P. , հՏտևաբար
Ց Ս *՝ ՑՍ։ ՝ I

Г 2 А  ՜ ՜ յ  g ‘' J Հ  ՛ # / *  ՜  ~ P ' ' g J i h ’  ոՐտէ“ 1 P '' ~ շ 8 ՝ ' ! ' Р ч1 jjj ՜ յ շ  ճ * J ՜  ՜՜յ  Տ չ2է2> որսաց / >'՛

(3) մատրիցի տարրերի համար անենք՝ g յշՏւ ~  \8k& =  8  jfa  =  0 ,  հետևաբար՝

Ր«1 --, ----— -г---------------
>л շ |  {дикз dUh д№

(3) մատրիցի տարրերի համար ունենք' 8 S}j3 == 8sfa  =  ^ , հետնաբար'

П  է Г», f 0g^  I Зь* ^  1 1 u  < A
շ [at/43 ac//s at/5՛ J շՏ at/*՛

, 4<4 3
Քանի որ e® =  e ,<u ՛“ ’ * h gy3* 3 =  e 9 g  j ^ 3 ; ասրս տէպսւդր11ւով կստացվի՝

= 0



ogik
Իսկ i  ———  =  0 , որովհետև g j  k կախված չէ s, ֊խմբի կոորդինատներից:

օՍՏճ
Ուրեմն'

I  Г f e f e .  = 4 *  *#,> “i«*n 4՛ = Ш  •— ֊;л շ° at/i—
Այսս|իսով աոացվհց, որ

г != г У
р = - р Щ  

rt _ ձ ^ ք ^ Տ -  + ̂ Լ - ^ ճ ) .  
^at/" ai/“ at/5՝- J ’

Г*2 1 _1շ5յ f К  »շ .
Ilk

(6)

հթս ее =  / j ; P  =  k\ օարս կստացվի

и ՜շ at/՛՛ at/’2
Տաշվի սան խո վ որ 8կտ2 ~  8կտ2 ~  ® համաձայն (3) մատրիցային տսսբի, ասրս 

կանՕնանբ' _ i  M  8տ ՚*Г'2 =- 
Г 2 8ՍԿ

Քանի որ 8  յՀ1կ կախված չէ Տ2 -խմբի կոորդինսոոնհրից:

Ուբ6մն' Դ  = - Հ  « 1 Յւր՝ = 0 :

Քանի որ g Ji։2 — f t | j2 =  0  համաձայն (3) մատրիցային տՕսբի, հ6տնսւբսւր'

№  = -g■ -м . Г , д̂ л  )  1
[ 8Ս ** օՍ հ 8Ս Կ J  2 8U A

Քանի որ 8կ.Կ — e  8  j2k2, ասրս տսղադրհյով կստացվի'

т ' щ т  , (л
8U J

ар  р 2 р a g t  -£ gp. + е ---—
ց ս л *л  a t /2՛

Իսկ
a t / 2

: 0 ,  որովհնտե 8 է յ,  կախված չէ .v, ֊խմբի կոորդինսոոնհրից:

ар ар
Ուրսմն' Դ 2 =  ՜ 8 ԿԿ 8կ Կ =  ԲհՏԷ  յորսւէխ ^ J J =  Ph , 8 ՚ւԿ g ^  =  ՏէՅՍյ՝
Քանի որ g JlS2 =  g * , , 2 ~  g Jttl ՜  0 , համաձայն (3) մատրիցային տեսքի: Ուրեմն'

Г'2 = — ջ՚*ilk* /> Օ
>1*3

at/tj ՚  at/2՛ at/5՛ =օ

Քանի որ Ք — Ք 
ՈԻրնւ1ն'

ֆունկցիան կախված չէ jg խմբի կոոբզինատնհրից:
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U f e Լ
2 ^{dU*- ас/* at/*

1 1 
= 1 7 ?

V\

ՇՍ% SUh 8UH

1 2hh
I 8

£ ձ ճ . + £ ճ ճ _ £ _ ! ճ
8Ufc- dUJ։ 8Uh -Г;А

Համաձայն (3) մատրիցային տեսրի Ssjt, ՜ 8 ],къ — 0  : Իսկ ---- — =  О, որովհեսւն

8  j 2s 2 կախված չէ ֊խմբի կոորդինատներից: Ուրեմն'

>2*3 8  
2 8

, ( 3 8հԿ dgsj,, d gj^
a t / * 8Սհ ՅՍԿ =  0-

Քանի որ g s յ  — 8 ,էկ ~  0 համաձայն (3) մատրիցային տեսքի, ապա կստացվի'

Г,А =2 8 ՞ at/* a t / ' at/՞3 =— я՞ շ s
5 g>,*, 
at/՞2 Տաշվի առննլով որ

8 j,k, -  e 8 у,*, , ապա տհդագրելով կստացվի

ւ , 3«’ г , t  ւր> = <3 յ։կ - «**2
л*" 2 9£/՞> 2 at/'! 8л*,+ ЭСС'1

յ լ . տ
dU'>

3 g  t 3
որանդ ———  =  0 , քանի որ g j^  կախված չէ Տշ ֊խմբի կոորդինաաննրից: Ռւրնմն

£ճ =-- g'1*2— Г ?М, = ~4 Կ 8 *, ;npu.On q՛1 = ֊£ ,շ;/А շ at/i
Այսպիսով սւոացվեց, որ

at/՞3

ГЛ = °

/А

Դ , = °
(7)

r ,J = — օկоф ГХ О

г з а  = °  г > *  = ~ ч ՝ ՝  8 т \

з g„„ g ^,д/) а &,փ \
du" + at/2 at/՞3 J

’«v, , a 8 *  °8 j* \_  I
at/*1 at/* at/*

e 8jA
8Uh

քանի որ g s>Ji =  g Jjti =  0  համաձայն (3) մատրիցային տեսքի: Հետնաբար՝

l*f = - ֊ 8 Կհ ^ 8  j f .

8U‘‘
բայց բանի որ g յ,է, կախված չէ տ3 ֊տիպի կոորդինատներից, ուրեմն

В 8itk,
8Ս ՚։
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Քանի np g SjJl =  =  0  համաձայն (3) մատրիցային տեսքի, ապա

կունենանք'

Г* = - * *>  —̂ У-֊Ւ  =0j f ,  A  շ® ^ д о *. до  л до», J

Քանի որ g Sj/ =  g jt j =  0  համաձայն (3) մատրիցային տեսրի, ասրս կունենանք

г* ւ L f 0i« i д8нЛ- 1 м ,5^лւ ւ Я  г— Н :------------ ;— =  — g  - ; : Հաշվի առնելով որ'՚ ‘ 2 լ St/ ! 8UA ՅՍ ' J 2 dUh
3

= e 9  Տ Sfa  ; ширы տնղադրնլով կստացվի'

Щ й и i e' ^ )
՜շ ди* շ ar/J՛

dq 3 6 g „ i
до л  e e дол

3 Й'А П ^Մյուս կոոմից՝ ՜՜Հ ՜ ; ------u , որովհետև g s,k  կախված չէ j ,  ֊խմրի կոորդինատներից;
ՕՍյ'

Ուրեմն r ! \  = i  g * *  — —  г . ,  = ց ,  <5£, որտեղ օ  .՛ =  — ; Ց ՚լ =  g ‘3 S , g s kJA 2 5 ՏՍյ' Л Л *» ծ 2 BU1' 3
(3) մատրիցի տարրերի համար ունենք՝ g.y3y\ ~ 8 j 2k3 = 0 ,  հետնաբար'

|* /«fv,+a*-A Щ*Л
( 5ՄԿ 8Սհ ՏՍ հ յ2 I ՏՍԿ d U h dU h ) 2 d U H

Տ  к,
Քանի որ & 53*3 =  £  * ШЩ111 ա&ղադրնյով ե հաշվի առննլով որ атт7г~ ՜  ^  *

И  3ն|ավհնաե g s է կախված չէ յ շ  -խմբի կոորդինասւննրից: Հնաեաբար կսաացվի'

|rh Л  հհ д 8*>*> _ 1 нндеЧ g*>*, _ i /Л 
* ՜ 2 *  ՅՍհ ~ 2 Տ 8Սհ ՜ 2 Տ

W. _ ւ 3?
1 1,4Լ ՜  ՜

3*1 +ք9 ՚
dgtA J_ 1 dq
ՑՍյ' յ ՜ շ  ес/л

1 օ<7
շ Ни*7 -Հ

P 1  ա

շ at/'՛
в (?(и՛’а2՜ -Ич+ч )

Քանի որ в — в ’ щ  ֆունկցիան կախված չէ S jj ֊խ մբի կոորդինաաննրից,

r fdg d g t dg,,t.) 1 l зч*3 8 e4 g 8 ея g t 8e4 g k j s‘»*> 3 gr Л d gy *
* —r.—----- — !■ :» Йв5Г^^р5Г“75?

ապա կունենանք

Այսպիսով ստացվնց, որ

Դ ,= °  է * - ®  ԴԿ=4յ,-տ&

Դ,=<էհ-Ղ
Նշենք, որ կոորդինատական ցանցը կազմված է երեք ընտանիքների գծերից

(*)

23



Ս“1 =Ս °' 0 0 “1
Оа2 U ՞1 =U  = const и а՝ = U = const

Ս ՞2 =11 = const п U«2 = f / “2 Ш и"г
0 аг

Щи = const
Oa3

Ua3 =Ս  =  const
0“3

и “3 =U  = const
U- з= [/“ з

ԹէետԾմ 1. I ընտանիքի ցանկացած գծի շոշափող վեկտորի ուղղությունը գուգսւհէեշ 
ւոեղավւոխվում է մյուս 2 ընտանիքների ցանկացած գծի ուղղությամբ:

Ապացույց: Դիցուք I ընտանիքի որևէ գծի շոշափող վեկտորը P a =  S a -ն է : Ցույց տանք,
a \ ° \

D P a
որ  fL _ օ • Իրոք, ինչպես հայտնի է վեկտորի բացարձակ դիֆերենցիալը հաշվում են հետևյալ կերպ'

Dt

D P ՞ d P ?

dU'
dt

D t d t  

dUc1

+ Г &  РЧ d u °
d t

dP _Պ_
dt

dt ;եթե£-պ 
(Օ; եթե с jtc, 

\d P “'
եթե a — Հ7]

I dt
(Օ; եթե а *щ

Հաշվի աւ&ելով (10) և (11) պայմանները, (9)-ը կընդունի հետևյալ տեսքը՝

D P a d P “1 л ,,  с,
 Оւ «I ■ рй , р Ь  “ У

Ьс, с, d tD t d t  
Համաձայն (6) պայմանի կունենանք

r“i
Խ' (Օ; եթե Ь

Մյուս կողմից Ր“' ֊ն  կախված չի II կամ III ընտանիքի կոորդինատներից հետևաբար'

(9)

(10)

(ИЗ

(12)

(13)

d P a1 d P a' d P ° l
^  = 0 (14)

տեսքը'

d t  d U °2 d U a 3
Ուրեմն, հաշվի առնելով (13) ն (14) պայմանները, (12) հավասարությունը կընդունի հետնյաւ

Я К  DPI D PI fi_ _ °ւ _ <h _ Q (15)
Dt DU՞2 DU03

Իսկ դա նշանակում է, որ վեկտորը գուգահեո տեղափոխվում է II կամ III ընտանիքի գծերի 
նկատմամբ: Թեորեմն ապացուցվեց:

Թեորեմ 2. Pa =  РД/^ ,0 ;0 ) վեկտորը գուգահեո տեղավտխվում է կոորդինատական ցանցի 
II և III ընտանիքների ցանկացած գծի ուղղությամբ:

Ապացույց: Թոդ Ра =  Ра( ^  ;0 ;0 )  Ра =  Ра (и 1; ! ] 2; .. .# " ' ;0 ;0 )=  Ра (и * ) 
վեկտորի բացարձակ դիֆերենցիալի բանաձևից'
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D t dt dt
Հաշվի հանելով որ К  Ш:Ри ( f / ° ‘ )  վեկտորը կախված չէ IT ն III ընտանիքների

կոորդինաանԾրից, ապա
dPa dPa dPa
dt du՞' du՞’

Հաշվի աճալով (17) պայմանը U եթե է =Ս՞2 ապա համաճայն (6) առնչությունն սրի, 
կստանանք'

[0; եթե օ  =  օ,

■Щ г^-^Т Г+^Р ' ̂  = Ка Я  =  H P  = | o ;  եթե o  =  o , (1*)
DU*  dV՞' *" t dU"• *  F 3

[ -  7'"  PCl; եթե o  =  * :

<.աշվի աօնեյու] (17) ն (18) պայմանները, (16) հավասարությունից կստացվի'
DPa л

 f -  =  0 (19)
DU  1

Հանղանորեե, հաշվի առնսլով (17) պայմանը ե սթս է =  Ս  ապա համաձայն (6)
Առնչությունների կստանանք'

[0; եթե a = ax 
Խ; եթե a = a2 
[-9® g *.  Ц |  ե ! *  o = i ,

Հաշվի աճւսլով (17) ե (20) պայմանները, (16) հավասարությունից կունենանք'

DP, „— 5 ֊ = օ (21)
DU ’

Փասսարէւն (19) ն (21) պայմանները նշանակում են, որ Ра վեկտորը գուգահեո

■յլավախվում ՀՍւ? տեսքի ևՍ՞1 տեսքի գծերի ուղղությամբ:
Թեորեմն ապացուցվեց:
ԹէտբՕմ 3. ց. ֊  զ , (ւ/ ; . (Լ. , 0 ) վեկտորը գուգահեո տեղւտիոխվում է կոորդինատների 

ցանցի 3-րդ ընտանիքի ցանկացած գծի ուղղությամբ:
Ապացույց: Այժմ դիւոարկենք

q =  q(U c';U C2) (22)

qa =—~  = qa(<iat :> օ) վեկտորը կփնի շոշափող վեկտորը Ս  գծի ուղղությամբ: Այժմ

հաշվէճփ բացարձակ դիֆերենցիալը՛

§Ш - = -^ ֊+Г £ ,Р „ ^ ֊ = Т‘ 7). =H„Pr = |o ; եթե 0 = 0 , (20>DU01 dU“i dU* *   ̂ 1 I r  2



и°за

Г *

բանի որ qa վեկտորը կախված չէ Ս 3 տեսքի կոորդինատներից: Համաձայն (6) ե (7)1 
թանաձևնրի կստացվի'

0; եթե <7 = ժ, 
0; եթե а  = а2 

-ч ՞1 go*, ;bpb a  = b3 

0; եթե 0 = 0,
0; եթե 0 =  02 M

Տ օհ ; b p b

Հաշվի առնելով (34), (25) ե (26) պայմանները, (23) հավաասրությունը կընդունի հետնյալ տեսքը
D q,

DU°3
D q „

(27) պայմանը նշանակում Է, որ

DUa 
Dq

=  0  

=  0

(27)

DU ‘
=  0

Փաստորեն դա նշանակում Է, որ qa ~  qa ; qaj; օ )  վեկտորը գծի ուդդությսւմբ 
գուգահեո տեդափոխվեւ Է: Թեորեմն ապացուցվեց:

Ամվտվտւմ

Աշխատանքում ուսումնասիրվում են ռիմսւնյան մի տարածության երեր 
բազմաձևությունների օրթոգոնսղ կոմպոզիցիայի կոորդինատական ցանցի և կոորդինատական 
մակերևույթների հատկությունները: Մասնավորապես, ապացուցվում Է, որ կոորդինատական 
գծերը բաժանվում են երեբ ընտանիքների, որոնցից աոաջին ընտանիքի ցանկացած գծի շդշափոդ 
վեկտորը գուգահեո տեղափոխվում Է երկրորդ և երրորդ ընտանիքների ցանկացած գծի 
ուղղությամբ:

Резюме

В работе изучаются свойства координатной сети и координатных поверхностей одного 
риманова пространства, являющегося пространством ортогональной композиции трех 
многообразий. В частности, доказано, что координатные линии разделяются на три семейства, 
причем косательный вектор любой линии первого семейства переносится параллельно вдоль 
любой линии второго и третего семейства.
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