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ОБ ОСЦИЛЛЯЦИИ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ОДНОГО ОПЕРАТОРА ДИРАКА*'

Г.Г.Саакян

В равоте, с применением теоремы сравнения для систем однородных линейных 
дифференциальных уравнений, доказывается теорема о б  о с ц и л л я ц и и  компонент собственных 
вектор-функций одного одномерного оператора Дирака.

Рассматривается следующий одномерный оператор Дирака (см., например, [1])

D  =  S —  +  Gt 
dt О)

где S  =  1
f о Ր

, 6  = > ( 0 գ(0'
1 - 1  о, МО -Pit);

вектор-функций у  {է) ■
' Ա ( օ .

, p ,q  e  C[a,b], с областью определения, состоящей из

, удовлетворяющих условиям:

1. y (t)e l}[  0, я՜],
2. у (է) абсолютно непрерывна на [0, п ),

3. Щ 7 (f)  =  S ^ p ֊+ G ( ։) y ( i )  6
d t

4. компоненты у {է) удовлетворяют граничным условиям
у1 (0)sin a  +  y2(Q) cos a  -  0, (la)

yl(7r)sm/? +  y2(7r)cosjB =  0, (lb)
где a  и /7-произвольные действительные числа.

Теорема Штурма о б  осцилляционных свойствах решений уравнения Штурма-Лиувилля давно 
известна и до сих пор публикуются работы, обобщающие результаты Штурма (см., например, [2]- 
[4]). Осцилляционные свойства решений Дирака мало изучены (см., например, [5]). Основная цель 
настоящей работы - доказать теорему о б  осцилляции компонент собственных вектор-функций 
рассматриваемого оператора Дирака.

Определение. Если при некотором уравнение Dy(t) — Xy(t) имеет нетривиальное

^УгО Л ))'
решение у  (է, ՀՀ)- собственной вектр-функцпей оператора D .

Известно (см., [1]), что
1. собственные значения рассматриваемого оператора D  действительны и образуют счетное 

множество, неограниченное ни снизу ни сверху;

решение у (է, Я0) = , то число Aq называется с о б с т в е н н ы м  значением\ а соответствущее
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2. нули компонент собственных функций оператора D  простые и не имеют предельных точек 
накопления, а , следовательно, на любом отрезке их можно пронумеровать в  порядке 
возрастания;

Очевидно, что задачу на собственные значения рассматриваемого оператора Дирака можно 
записать в виде краевой задачи, состоящей из канонической системы Дирака

j у2 + р(Оу{ + q(t)y2 =  Лу},

\- у {  +  Я(ОУх ֊  p (t)y 2 =  Лу2,
и краевых условий (1а) и (lb).

Нам понадоБятся следующие теоремы о сравнении и о перемежаемости нулей (см. [6]). 
Сравниваются следующие системы дифференциальных уравнений

1у!+р,(0у2 =о,
[ У г + г Л < ) У 1 = 0 ,

где д.,/; е С 0 [0,/г] (/ = 1 ,2 ) .

Теорема 1 (о сравнении). Пусть м(/) =
( v , ( / ) N

я  v(/) = нетривиальные решения
\u 2(t))  ^v2(/)

систем (3) при 1 =  1 и i -  2 соответственно, удовлетворяющие одним и тем же начальным 
условиям:

и пусть
M,(a) = v,(a), u2(a) =  v2(a),

Բ ւ(է )Բ շ(0 > °>  'ւ (0 * չ (0 > 0 >

Pt(t)rX0 < 0, (/ = 1,2),

Ia W M a WI. Ւշ(0խհ(0|-

Тогда если одна из компонент Մ(է) имеет £ нулей на отрезке [a,b], ю  одна из компонент 
Щ  имеет па тм  же отрезке [a,b] не менее £ пулей, причем к ֊ы й  нуль этой компоненты v(/) 
не Больше к -ото нуля компоненты м (/) .

Теорема 2 (о перемежаемости нулей). Если в системе (3) р ,(t)rt (է) *  0 (/ =  1,2) на отрезке 
\a,b], то между всякими соседними пулями одной из компонент всякого нетривиальною 
решения системы (3) находится ровно один пуль другой компоненты тою ж е решения.

Рассмотрим теперь задачу (2), (la), (lb). Справедлива
Теорема 3  ( о б  осцилляции). Для л ю б о ю  натуральною числа п существует число рп такое, 

что если совствеппое значение задачи (2), (la), (lb) удовлетворяет неравенству \Л\ > рп, то каждая 
из компонент совственной вектр-фунцкии задачи (2), (la), (lb) имеет на отрезке [0, л՜] по крайней 
мере |  нулей.

Доказательство. Запишем систему (2) в виде

Ы - я { ( ) У х  + { р ( * ) + л ) у 2 = о ,  

\ / 2 + ( р ( 0 - л ) ух + q { t ) y 2 =  о.

Если зафиксировать значение Л и воспользоваться подстановкой
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У Л О  =  г Л О е °
jq (r)d r

У2(0  =  z2(t)e

то, как нетрудно проверить, система (4) преобразуется в систему

(5а)

(5Ь)

Հ  +  Բօ(է)2շ =  °> 
г'2 + г 0 ( / ) г ,  = 0 ,

(6)

коэффициенты которой определятся из следующих соотношений:

-2jq(.r)dr 2jq(r)dz
Po(0=(p(0+^)e 0 , /ь(0=(/40 — 0 (?)

При этом преобразовании будем иметь, что у} (0) =  г, (0), у2 (0) =  z2 (0) и, следовательно, 
краевые условия (la), (lb) примутследупщй вид:

z, (0) sin a +  z2 (0) cos а  =  0,

J?(r)rfr - j? (r)d r

Zj(ar)e° iir i f i + г2(я )е  0 cos >0 =  0.

(8a)

(8b)

З а м е ч а н и е .  Из сооношений (5a) и (5b) следует, чо н у л и  к о м п о н ен т ух (/) и  у 2 (/) 

реш ен и й  зад ач и  (2), (la), (lb) со вп ад аю т с  н у л ям и  к ом п он ен т z,(/) я  z2 (է) соотвеству ю щ и х им

реш ен и й  зад ач и {6 ) , (8а), (8Ь).
Для заданного натурального числа п выверем натуральное числю տ так, чтобы  имело место 

неравенство: տ > ո  + 1 . Затем подберем пару натуральных чисел т и к  так, чтобы  տ  =  т к .

-2jq(t)dt
Обозначив ցՀէ) — е 0 , заметим, что <p(t) Ф 0 . Далее, так как функции p{t), <քՀէ), 1 /  ցՀէ)

непрерывны на отрезке [0 ,я ] , то функции p{t)  и p{t) +  k2(p(t) также вудут непрерывны
< /Հ 0

на [0,л ] ,  и, следовательно, Офаничены. А, значит, найдутся такие числа կ ,կ 7կ  и Լ2, что

т

12 й. p (t) +  k2<p(t)<Lշ.

(9)

(Ю)

Выверем теперь Яп -значение параметра Я так, что бы  оно удовлетворяло бы  соотношению

Հ  >  max { կ , կ \ .

Тогда, учитывая, что </Հէ) >  0 ,  с учетом соотношений (9) и (10), будем иметь

Ср

Е е

(7) и (11]

Д

где А

соответ

a v(f,|

часта

имею]

крайн

реше]

имел
коми
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(р{1) +  Հ )հ Հ է )> ա 2 > 0 , Р ^ \ ~ ~  Հ  - к 2 < 0
w )

(И)

Сравним теперь систему (6) с системой

I Щ Ш т 2 У г = 0 *  

[У 2  ~ к 2У\ = 0 .
(12)

Если принять /?, (/) =  /» “,/;(/) =  —к ՜, р 2(է) =  /?0(/), r2(t) — r0(t) ую  с  учетом соотношений 
(7) и (11), вудем иметь

-2 }$(*)<**■

р2(0= (/КО+Л, )* 0 = (/КО+ Л, МО ̂  /w2 = р, (0 > о,
շքց(ւ)ժէ nf t \—jI

ГЛ։ ) ~ ( p ( ։ ) ~ K ) e  " = ֊— ^ 5 ֊* 2 = / ; ( / ) < 0.
W)

Далее, известно (см., например, (7]), что овщее решение системы (12) можно записать в виде
Ак

w, (t) =  A cos(mkt +  ф), и2 (է) -  — sin(mkt +  ф) ,
т

где А и ф произвольные постоянные. Предположим, что y (tyXn) =

соответствующая совствснному значению \  совственная вектор-функция задачи (2), (la), (lb),

Խ > թ )a v(t,Xn) = ' v 7 ” '  -соответствущее ей решение задачи (6), (8а), (8Ь), и пусть при Л =  Я.
т ш ш

У,( ° Л ) =  Ую. Уг( ° Я ) =  Уя■

Тогда, согласно замечанию, вудем иметь, что

^ ( о Л ) = ^ о .  ^ ( 9 Л ) = У х

Далее, очевидно, что можно подоврать значения А и ф так, ч т о б ы  для соотвествущего им 
частного решения u(t) системы (12) имело вы место условие

“ ւ ( ° )  =  /'ւօ» Щ (0 )  =  У2О-

Заметим теперь, что для систем (6) и (12) и соотвествущих им решений м(/) и у(/,Д ,) 

имеют место условия теоремы 1. И так как компоненты решения ս(է) имеют на отрезке [0, л՜] по 

л т к
крайней мере

п
տ >ո  нулей, то, применив теорему 1, получим, что одна из компонент

решения v(t,An) ,  а, значит, согласно замечанию, и собственной вектор-функции у  (է, Лп ) ,  вудет 

иметь на интервале [0, л] по крайней мере п + 1 нулей. Тогда, согласно теореме 2, другая 
компонента вудет иметь в этом случае по крайней мере п нулей.



Выверем теперь значение параметра Л  — Л'п удовлетворяющим сотношению

\
К <™}п " 3 7 ՜  р(*)ч p(t)-k2(p(t)0&Ճ* Լ (քՀէ) 

и примем
pl(t) =  - m \r l( t ) ~ k \ p 2(t) =  f t  (t), r2 (0  =  r0(t).

Тогда, с учетом соотношений (7) и (13), Будем иметь, что

ft (г)= (р(0+К M o S ֊» ’ = р, (0 < О, Г, (/) = >k2=r,(t)> о.
ФУЧ

Сравнив теперь систему (6) с системой
= 0 ,

(13)

[ А + *  У\ = Գ
и, вновь, воспользовавшись теоремами 1 и 2, получим, что компоненты совственной вектор-функции 
у {է, Лп ) Будут иметь на интервале [0, п\ по крайней мере п нулей. Для завершения доказательства

достаточно выБратъ цп из соотношения

f t  =  max {|4 |>К '|}
Теорема доказана.

Ամվւովւում

Աշխատանքում, գծային համաս tin դիֆնրէւնցիալ հավասարումն էտի համակարգերի համար 
համեմատության թեորեմի կիրստմւսմբ, ապացուցվում Է սեփական ֆունկցիաների 
կոմպոնենտների օսցիլյացիայի մասին թեորեմը մի միաչափ Դիրակի օպերատորի համար:
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