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В О  РЕШЕНИЯХ ТИПА ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ ОДНОЙ СМ ЕШ АННОЙ  

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ АНИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ1

Г.А. Петросян

ИрОбсуждается вопрос построения решения типа пограничного слоя для прямоугольной 
1ортотропной пластинки, на лицевых плоскостях которой заданы смешанные однородные 

условия. С .помощью асимптотического метода построены решения типа пограничного слоя, 
■определены собственные числа, характеризующие скорости затухания найденного решения.

Классические краевые задачи для изотропных пластин и оболочек асимптотическим 
(методом решены в [1,2]. Классические и неклассические краевые задачи для анизотропных 
Ннослойных и многослойных балок, пластин и оболочек тем же методом решены в [3,4]. 
Напряженно-деформированное состояние пластин с общей анизотропией исследовано в [5]. 
решение для анизотропной термоупругой пластинки построено в [6]. Внутреннее решение для 
■смешанной краевой задачи для анизотропной пластинки асимптотическим методом построено в
К

1. Обсуждается вопрос решения задачи типа пограничного слоя одной смешанной 
краевой задачи для анизотропной прямоугольной пластинки
Զ = {(*,у, z):0 < х < а, 0 <  у < b, |z| < A, h «  а ) , на лицевых плоскостях которой заданы 

[следующие однородные условия
сг = 0 , сг =  0, w = 0 при z =  ֊հу*  у  ( 1 1 )

и -  0, v =  0, сг2 =  0 при z = И.
■ Для постраения решения типа пограничного слоя вблизи края х  =  0 в трехмерных 

[уравнениях теории упругости анизотроопного тела[8,9] вводятся безразмерные координаты 
t=xlh,i] = yll, Հ  = z / հ и безразмерные перемещения (7 =  м//, V — vfl, W— w/l, в 
результате чего получаем сингулярно возмущенную систему уравнений относительно малого 
■вометрического параметра е = h/lt где / =  шах(а, Ь). Эту систему уравнений удобно решать 
римптотическим методом интегрирования[3-6].

I Решение полученных уравнений отыскивается в виде функций типа погранслоя[3,4]

R p  ձ է )  ( 1 . 2 )

А=0

где Rp любое из напряжений и перемещений, при этом Re Я > 0 .

I  Непротиворечивые значения для %р подбираются следующим образом

Ха, =Х> Хщг =ДГ +  Ь  (1.3)
где х  произвольное число, которое определится из условия взаимодействия погранслоя с 
[внутренним напряженным состоянием, X характеризует изменяемость напряжений и 
«перемещений погранслоя.

I Подставляя (1.2), с учетом (1.3), в преобразованные уравнения теории упругости и, выразив 
все неизвестные величины пограничного слоя через напряжения и 0*1} ,  получим известные 
[формулы:

( Անիզոտրոպ սափ մի խստը Եզրային խնդրի սահմանային շՍրտի տիպի /ածումների մասին: Գիտական 
ՓթՕրցամներ: Զեկուցումների հիմնադրույթնԾր: 20-21 ապրիփ, 2009թ., Զանգակ-97, Էջ 139-140:
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V  12 a>-2 *  xyp դ я г  ту 5 xzpЯг д С Л  Ց Հ Я 3£
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я2 а^՜2 я  а£  я ЧЗ'-'гр ^ ы24^ угр

„ М  =  4 „ 3 2<  4 5 * g »  Л б а <  A i j ( , i  Л . м  . - и )

р Я3 З ^ 2 Я2 3 £  Я2 3 £  я  *  я  ^

т К  А »  д а *  A *  5 օ ՜ Տ  А  , ы  Л б  л , )  . „ (1֊о
чЗ >̂-2 i2 i>- 12 а*- X  Я W 1Я3 3 £ 2 Я2 3 £  Я2 3£ 

.(*)
W _ 4 i f >2Հ ձ

я3 д£2

р й
з<г Я

Я v 13 к >  Ց Հ  Я3 8 Հ 1

где использованы следующие обозначения[1,5]

Л  =  (а 22а </ + * г Р у Ш ’ ('.7՛ =  Ս .4 ,5 ,6).

Величины известны, и определяются по следующим реккурентным формулам:

1 д 2<*0>  լ  З сгУ ,
+ —

Я Ց ղ ՑՀ  Я дт] Я 3/7 Я 3/7

= _ , « + а  / } ( • > _ £ £ п  25 п  ^  26 ху -д п
а , ,Я < 4  +  а  р (*)  +  а  » ( • )

*15) =  ֊М ^ + « ս Հ 1’ + « „ * £ ’ + о ,6/г « ) ,

w i  1Д Г ' =
3 * ^ Հ

а  +  л  +  д  + ՛ a   В-а 1бЛ х ^ а 26л у ^  56 xz + а 66Ля- a3/7

а и л М  +  в и Л ^ ) + « 55Д «  +  я я Д «
з с

Решением (1.4) удовлетворив однородным условиям (1.1), для определения неизвес 
(ий օ՜յ յ̂ и a[sJ  получим следующую систему уравнений

կ Հ ]+ կ Հ 1  = ւէՒ'\

Дифференциальные операторы Լ, и обобщенные нагрузки R f * \  Д^"1* имеют вид:
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Щ  - A \ - ^  +  2 A s ^ - Z Z T  +  (2 A n  +  Л 55)Л 2 - ^ -  +  2 4 ,5 А3 Т р  +  А ззЛ41 
օգ Օգ օգ  օգ

ւ2 =  а 16я  + (а ]4 +  а 56 )л2 + (а 36 +  А45 )л3— + а 34 л4 ,

Կ = 4Ж ֊г * МШ Ц*+&j  1

д2 д

ш

R (*-0 _  J
+  " 1 3 ^ ՞ ՜ °  +  а2 А ~ 1) +  Ш ш  +  « З б ^ ՜ 0

C's

( 1.8)

т-՝Ш d R i ' ՜ !  Խ ^ ՜ ' ] i а  pJ B L  д И ) + а  « ( - ' ) + 0  Д (1Ч)
_  р . _  ^ * 1 4  дг 2 4  у  ^ м 4 5 л х г  * З М Р В И

d i j
Л4

I  Нужно учесть, что =  0 , при տ < к .
I  : При 5 = 0, уравнения (1.7) становятся однородными.

В далнейшем подробно рассмотрена задача для ортотропных материалов.
^ Е Г  2. Для ортотропных материалов имеем

'■■■' а Ы =  а \5 ~  а 16 ~  а 2Л ~  а 25 ~  а 2Ь ~  °3 4  ~  а ЗЪ ~  ®36 ~  °4 5  ~  °4 6  =  а 56 ~  ^  '

I  В связи с чем, упругие коэффициенты Ал упрощаются

^44 ~ а 44> А 55 =  а 55> А 66 =  * * 66» А 14 ~  А \Ъ ~  А 16 =  А 36 ~  А 46 ~  А 56 ~  А 35 ~  А 45 ~  А 34 ~  ^  ’

в результате оператор L2 тождественно превращается в нуль. Система уравнений (1.7) 
распадается на два самостоятельных уравнения, которым соответствуют решения типа плоского 
Вантиплоского погранслоев[3-5]. При этом, поверхностные условия (1.1) и решение (1.4) также 
распадаются на две группы.

՛ При 5 = 0 будем иметь:
.. а) плоский пограничный слой

<7,Д<Г =  ֊1 ) = о ,  W( f  = -1 )= 0 ,

M( f  =  1 ) = 0 ,  <тг ( f  =  ւ )  =  о .

I б )  а н т и п л о с к и й  пограничный слой
Т  —  л
L 3 ° y z p  ֊  U

^ ( f  =  ֊ l ) = 0. v ( f  =  l )  =  о.

Посредством формул (1.4) и (1.8) задачу (2.1)-(2.2) представим в виде 
Я4/т(°) I

%  = 0д£  дС

■ Լ ճ  ^ ? щ ^ > ,)  Щ  ц  д ( - ց չ .3

|а задачу (2.3)-(2.4) в виде
д 2л-(0)

А м Л2 — ^  +  А 44Л4<т % = 0
Ж

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5) 

0 (2.6)

(2.7)
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8<7Դ  °  =  o .  I
Краевые задачи (2.5)-(2.6) и (2.7)-(2.8) являются задачами на собственные значения. Поя 

того, как значения Дя будут найдены, соответствующие собственные функции можно буя 
определить с помощью (1.4).

Уравнению (2.5) соответствует характеристическое уравнение 
А У  +(2Л |3 +Л55)Л2г2 +А33Л4 = 0

Это уравнение может иметь корни трех типов в зависимости от значеЯ 
D = (2Al3+Ass)2 ֊4 A uA33 [3,9].

ч гч Л 2 (2^П +  Arc ) +  VjD
a) D >  0 ,  l L ~ < 0 ,

2AU
следовательно корни уравнения (2.9) мнимые и отличны друг от друга

'*з.4 = ±/9,2^ (2.10)1
Корням (2.10), при 5 =  0 соответствует следующее решение уравнения (2.5)

Հ )  = C(°)cosqlA£ + Ci0)smqlZ £ + C ?)cosq2A4 + C<?)cosq2A4 (2.1)1 
(2.11) должен удовлетворить условиям (2.6). Далее, получим систему однороднЯ

алгебраических уравнений относительно неизвестных постоянных интегрирования. ПосколыЯ 
эта система должна иметь нетривиальное решение, то ее определитель должен равнятся нулю,В 
Приравнивая определитель этой системы к нулю для определеня значения Д, получЯ 
уравнение:

_ „ „ Гсо82«,Д =  0
cos 2զՀ Д cos 2q2 Д =  0 => (2.12) В

[cos 2^2 Д =  О

Пусть Дя корень уравнения cos 2qM , =  0 , то есть

Հ Վ { \ + 2 ո\  (2.13|

л-(0) =  V  п ( ° )  c o s 9i^-n( C  ՜ լ )
zpp '  J n 1Ո=о cos<jj Ди

n=o cos Лп

^ = I ^ \ C0Sgl^ (f ~ l) (111«=о cos q}An

тогда

<т«» =  
УРР

а п Я \ - а 2ъ ձ * Գ Հ ո{ Հ ֊Հ )  

п=о Я22 cos q յ Лп

w

w(°) _  у  7j(o) ^ \\Գ \ А\Ъ 0
РР Հ—է ո Հ ___  դո=о An cos q{An

,(օ) _  у  п ( ° )  ~ 4 з ~ д 55 c o s  Д я ( 4 *  — l )
рр Հ-t п 2 Ч\ .

я=о Ап cos q յ Лп

ст(0> = 0 , <7(0) = 0 , v(o) =  0№Р ’  ХУДР ’  Яр
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В  Здесь Д ՛ неизвестные постоянные, через которые выражаются остальные постоянные 
Итегрирования, и они будут определены при удовлетворении торцевым условиям.
В  Если Хт корень уравнения cos2q2Z =  0, то есть

9  в В ч В Н Е
Կ շ

Ծ

д.(0) _  'У  JT)(0) C O S О  

w  to  т  COSզ 2կ

f M  -  _ V  Й #  s m ^ A w( C - l )
°  хрр Ш ճ յ  т  Чг դ

т=0  COS Գշ*>„

i l i f i i wm=0 cos q2Am

(о) =  у  ր(օ) апЧг ~ а2ъ sin 4շ^ա(^ ~  О
УРР

WtsM
a22 cos q2Zm

ա ճ  ~ A u
cos q2A.n

w
(0) _  n (0) А ]\Чг A 13 a 55 c o s Գ շձտ{ £  0

Հ * m դ * 2  դ
К  c o s # 2A m

<j(°) = 0  C7(0) = 0  v{0) =  0u  vzpp U’ U XVPP vpp yj-

(2.15)

6 ) Z )  =  0 ,  Щ
2A]3 +  As5 ^  ^ 

2  Л ,

[Корни характеристического уравнения (2.9) мнимые и кратные
 ̂г — +iq3Л.

I  Этим корням соответствует следующее решение:

-(о)

(2.16)

(2.17)

сг <°> = (с<°> + c f ՚4՜ )cos + (cf* + C<\)sin (2.1 Տ)

я величин плоского погранслоя будем иметь:
оо /^(о)

= S ֊ ֊ ֊ ( s i n  2?зЛ, s in ^ fc - O - c o s g y ^  + '.))

Ш *рр

° ՜ Տ  = ՜ 1 ! ^ - ? յ (տ1ո2? յՀ տ'ո? յ^ ( ^ - 1) - <:օտ? յ4 (Հ ' +  1))
71=0 А

оо /"’(О) 

и=о А

»  = i ^ ^ b l ( Sin2? J2 , s i n ^ f c  -  0 - с о е , , ^ ( f . +  l)) (2.19)
и=0 Д  Օշշ

si = t ~ - A" q) ~ Al,(s>n Ш  sin (4֊ - 1)֊С0 89зЯ„ (4՜ + 0)
и=о А Яи

չ £ ^ £ շ ( Հ ս 5 կ ճ ճ ) ( տԽ 29зя„ соз?3Я„(4 ֊  O+sin в з Ш + 0 )
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где Д -  2Л„<7з cos2A n# 3 +  2 А ^ з  տ*ո Яи#3 » а  Л  корень уравнения

cos 2 q3Z =  О,

Я =  - ^ - ( l  +  2«). 
4 Чз

г

Корни уравнения (2.9) комплексно-сопряженные
Ղ? = (/7 ± ^ ) 4  | | |  = ( - р ± щ )л 1

р 2 = ( 2 Д л 7  +  ̂ 5 5 + 2 4 з )/(4 4 ,)

^ - { ц Ч Ж  -̂ 55 2Аз)/(4Аи)
Решение задачи (2.5)-(2.6) представится в виде:

<Т« = cj°v, + I lk  + c<°V4 + fife , (շ |
где (рх -  շհթձՀ շօտզձՀ, <рх =  տհթձՀ sin զձՀ, (թճ =  շհբձՀ sin qA£9 (թճ -  տհթձՀ cos զձՀ, 
где собственные числа Лп определяются из следующего трансцендентного уравнения

где z = զ ձ Հ ,
а все величины плоского погранслоя определяются аналогичным образом.

При решении задачи (2.7)-(2.8), которое соответствует антиплоскому погранслою, будя 
иметь следующие значения для Лп

Уравнения, входящие в систему (1.7) при տ > 1 становятся неоднородными и они долш 
быть решены при двух различных вариантах. В первом варианте Я есть коря 
трансцендентного уравнения (2.12), (2.20) или (2.23) плоского погранслоя. Во втором варианте! 
соответствует антиплоскому погранслою и совпадает с (2.24). Решения уравнений, входящие! 
систему (1.7) в каждом варианте запишутся в виде[3]

системы. Решения однородных систем плоского погранслоя первого варианта и антиплоской 
погранслоя второго варианта будут тождественно удовлетворять граничным условиям (1.1)1 
силу неизменности структуры решения однородной задачи для каждого տ и удовлетворения эти 
условий при 5 = 0 .

sh2zs\n2 z +  ch2zcos2 z ~ 0 ,

Величины антиплоского погранслоя будут определяться следующим образом



[Аналогичным образом можно построить решения типа пограничного слоя вблизи торцов 
|х=в и у = 0,6.
«Решение пространственной краевой задачи есть сумма внутренней задачи и пограничных 

[слоев
■/ = &„ + 2 „+2„>  (2-27)

где QIH,Qp,Qa соответственно решение внутренней задачи, интегралы плоского и антиплоского 
погранслоев.

Представление (2.27) содержит достаточное количество неизвестных констант, 
Ьволяющие удовлетворить торцевым условиям.

Ամփոփում

Աշխատանքը նվիրված է անիզոտրոպ սալի սահմանային շերտի տիպի լարվսւծա- 
Օիւրմացիոն ւ[իճակի նկարագրմանն ու վերլուծությանը: Ենթադրվում է, որ սալի դիմային 
արթությունննրի վրա արված են խառը եզրային պայմաններ, իսկ մյուս հարթությունների վրա 
կարոդ Й& տրված լինել առաձգականության տեսության տարբեր եզրային պայմաններ: 

г Սահմանային շերտի տիպի լուծումը եզրից հեոանափս արագ մարում է էքսպոնենցիալ 
օրենքով: Այդ լուծումը բերվում է սեփական արժեքների ե սեփական ֆունկցիաների որոշման 
փւնդրի: Դրական իրական մաս ունեցող սեփական թվերից ամենավտքրն էլ հենց որոշում է 
ահմանային շերտի լուծման մարման արագությունը:

Е , Օբթոտրոպ նյութերի դեպքում սահմանային շերտի տիպի լարվածային վիճակի 
հախւսարաւ1ները տրոհվում են երկու հավասարումների համակարգերի, որոնք նկարագրում են 
հարթեհակահարթ սահմանային շերտի տիպի յարվածային վիճակները:

Ստացված են ռեկուրենտ բանաձևեր սահմանային շերտի տիպի լուծման բոլոր լարումների 
1ա1խսւփոխությունների որոշման համար:
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