
ԱՐՑԱԽԻ ՊԵՏԱկԱՆ ՀԱՄԱԼՍԱՐԱՆԻ ԳԻՏԱկԱՆ ՏԵՂԵկԱԳԻՐ
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ АРЦАХСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2 (20) 2009

ՀՏԴ 513. 813 Մտթեմատիկա

ԻԶՌԳՈՆԱԼ ՉԻԲԻՇԵՎՑԱՆ Եվ ՒԶՈԳՈՆԱԼ ԴԵՈԴԵԶԻկ 
ՑԱՆՑԵՌ ՄԱկԵՐԵվՈԻՅԹԻ վՐԱ

Գ. Ա. Նա ւբա նղյա ն

Ռիմանյան երկրաչափության մեջ առանձնահատուկ կարևորություն ունի այս կամ այն 
դասի տարածությունների առանձնացումը և նրանց ուսումնասիրությունը: Այդ դասերի 
առանձնահատկությունները բնական ձևով առնչվում են նրանցում այս կամ այն տիպի ցանցերի 
գոյության հետ, երբեմն նան' որոշվում այդպիսի ցանցի գոյությամբս 1], [2]): Այս իսկ տեսակետից 
էլ ցանցերի տեսությունը հանդիսանում է ռիմանյան երկրաչափության կարևորագույն 
բաժիններից մեկը: Դիտարկվում է երկչափ ռիմանյան տարածությունների չեբիշևյան և գեոդեգիկ 
ցանցերը: Որպես ռիմանյան երկչափ տարածություն դիտարկվում է եռաչափ էվկլիդյսւն 
տարածությունում երկչափ մակերևույթները:

Այդ մակերևույթի վրա կորերի մեկ պարամետրանի (մեկ պարամետրից կախված)

ընտանիքը տրվում է f (u ]',u2',c )=  0 հավասարումով, որտեղ Cj < C < C 2 : կորերի այս 
ընտանիքը կանվանենք մակերևույթի ինչ-որ տիրույթում ռեգուլյար, եթե այդ տիրույթի ցանկացած 
կետով անցնում է մեկ և միայն մեկ կոր այդ ընտանիքից: Երկու տարբեր մեկ պարամետրանի 
կորերի ընտանիքները, որոնք ընդհանուր տիրույթում պարբերական են, այդ ընդհանուր 
տիրույթում կագմում են ցանց: Ցանցի տիրույթի ցանկացած կետով անցնում են երկու կորեր, 
որոնք պատկանում են տարբեր ընտանիքների ([3], [4]): Առանձին կետերում այդ կորերը կարոդ 
են ունենալ հպում: Օրինակ ասիմպտոտական գծերի ցանցի երկու գծերը մակերևույթի 
պարաբոլական տիպի կետում, իրար շոշավտւմ են: Մենք կդիտարկենք այնպիսի
տիրույթները, որտեղ'
ա) տարբեր ընտանիքների կորերը հատվում են գրոյից տարբեր անկյան տակ, 
բ) մի ընտանիքի ցանկացած գիծ հատվում է մյուս ընտանիքի ցանկացած գծի հետ:

Այսպիսի տիրույթն անվանվում է ցանցի ռեգուլյար տիրույթ:

Դիցուք տրված է r =  r(u \u 2) մակերևույթը և նրա վրա կոորդինատային ցանցը, 

այսինքն' W1 ֊գծերի և ս2 ֊գծերի ընտանիքները'
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Հայտնի է, որ եթե մակրևույթի կոորդինատական ցանցը չեբիշևյան ցանց է, ապա նրա 
մետրիկան ունի հետնյալ տեսքը ([5])'

d S 2 =  { d u 'f  +  2 g n (u ',u 2)du 'du2 +  (d u 2)2 (1)
Գտնենք մակերևույթի գաուսյան կորությունը:
Քանի որ g n =  1 և g 22 =  1, ապա կունենանք'

q2

М 22-Л 2 = 2 ֊֊ + Gl2Gl2g „ ,+ Щ Щ г  + ՜  (2)

- g mg m£u - 2GiiGugi2 ~ GHGnSn  - G 22G22?1I ֊2 0 'ռ0 2ռՏւշ -G 22G22g 22 
Նշներ, որ g „  =  1 պայմանից կհԱւոեի, որ |fj| =  1 ; նույն ձեով g 22 =  1 պայմանից կհնտեի, որ

Ы = ,:
Հետեարար'

g\2 = r ] -r2 =\r]\՝\r2\՝Cose =  Cos0  (3)
որտեղ 0-ն  ցանցային անկյունն է:

Հաշվի աոնելով £ււ>£>ւշ»£շշ-ի նշված արժեքները և այն, որ չեբիշևյան կոորդինատային 
ցանցի դեպքում ([3])'

G;2 =G,22 = 0  (4)
կունենանք'

b„bռ  ֊* , 22- 2 ^ ^ p . - G 'uG \-2 G \filjC o se-G lfil ֊  ճ

-G 'G ' -  2G ՝G 2„Cose -  G lG lճճ Ы « 44 -- 44 44ռբ
Նշենք, որ Տ  տենզորը g ap տենզորի ւիոխադարձ տենգորն է: 

Հետևաբար | g * |  մատրիցը'

մատրիցի հակադարձ մատրիցն է: 
Այստեղից կստացվի, որ

I1 Coie\\
\co s0  1 (6)

*  Sin 1 в
ւշ _ շւ  Cos О

8 ~g ՜\ՏԽ20 
г 22 =  1 ՚

Sin2e

(7)

sm‘e
Աոանձին-սաանձ՚ին հաշփՅնք նշկած գումարնփնէւրր

- _ — - kjlrlw----Г r“  !Tvl/u<7 ՛  "Հ ' ", Oill Ծ "   ; ~
ди ди ди \  ди )  ди ди ди ди

а Л А .* !• .+ 1
2 Լ ди' дих диа )  2 дих 2 ди'

1̂ 1» gcosg  2 М с - л  дв / ֊с о з б р
ди ди ди V sin в )  sin# дих

„1 c o se
11 ~  • а  Տ1Ո 0

д в  
ди 1

Լ% Ա լ д8и к  1 (
[  ди1 диа J 2 s  [  ди' .) Sin26

h  (-տ „6&  : ֊Д
2 [ ди ди )  2 i ди )  Sin в  ди Sind ди
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1f д в ) 1 I( дв  Y
Sir26  1Հծս') Sin26  1(ди2 J

И 1 +2щ
1Эи',1 sm 2e  в

дв  YCos2в ( дб
ди2) Sin20  l,5a:

Հետևաբար'

G,2, = — —  • ֊ (12)
Sin в  ди

Նմանատիպ դատողություններ կատարելով մյուս անդամների նկատմամբ, կստանանք'

G]2 =-----— ֊^ ֊ (13)
22 Sin в  ди2

Ĝ C o se  de: (14)
Sin в  ди

Հաշվի սանելով վերը նշված բանաձևերը (5)-ը կնդունի հետնյալ տեսքը'

ди ди диди Sin в  \ди )  Sin в  )

դ Cos2 в  
+ Sin1 в

Sine. j ^ +7Cos0: ^ . m m  щ
диди ди ди vdw )  V3i/‘

Հետևաբար'

12 լշ Го а Ш ֊, ՞  n дв дв
"  ռ  12 {  ՚  ди ди1 '  ' ди' ՚  ди2 \ д и ')  ' 4 < v j  J

Ւնչպես հայտնի է գաոայան կորության համար ունենք' 

г  ... bubn - t f 2
Л =  I  (16)

S^Sn-Տռ . , ;
մյուս կոդմից ՝

g\ & շ ~£ւշ =  1 * 1 -  (CosO ) • (CosO ) =  1 -  C os2в  =  Sin 2О
կամ g u g jj  - g ( 2 = S in 2e  (17)
(15)-ը ե (17)-ը տեդադրելով (16)-ի մեջ կստանանք'

1 1  д2в  Ш  л д в  д в  ք д в У  ( д в у )
К  = -  ; Sm 6  ; + 2  C o s6 ---- Г '7 Г Т +  7ГТ +  Т  О *)'

Sin ди ди ди ди V<3m )  \д и  )  )
Սահմանում 1: Եթե չեբիշևյան ցանցի ցանցային անկյունը հաստատուն է, ապա ցանցը 

կանվանենք իզոգոնալ չեբիշևյան ցանց:
(18)փց հետևում է, որ եթե չեբիշևյան ցանցը իզոգոնալ է, ապա К  =  0 : Այստեղից 

հետևում է, որ եթե մակերևույթի կոորդինատական ցանցը իզոգոնալ չեբիշևյան ցանց է, ապա այդ 
մակերևույթը վավոդ մակերևույթ է: Այսինքն՝ իզոգոնալ չեբիշևյան ցանց կարոդ է կրել միայն 
փռվող մակերևույթը: Այսպիսով ապացուցվեց հետևյալ թեորեմը:

Թեորեմ 1.ր;էյթե մակերևույթը կրում է իզոգոնալ չեբիշևյան ցանց, ապա այն 
վավող մակերևույթէ:

Այժմ 'ենթադրենք, որ չեբիշևյան ցանցը նաև գեոդեզիկ ցանց է: Ւնչպես հայտնի է, գեոդեզիկ 
ցանցը բնութագրվում է ([5]) ՝

Гол =0
:0 (19) 

պայմաններով, ապա (12) և (13) բանաձևերից կստացվեն'

М =оI օս (20)

W*ди
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(20)-ից հետևում է в  = Const պայմանը: Եւ| ընդհակառակը' 0 = Const պայմանից ե (12), (13) 1 
բանաձևերից կհետևի' (19) պայմանը ե չեբիշևյան ցանցը կլինի նաև գեոդեզիկ ցանց:

Այսպիսով, ապացուցեցինք հետևյալ թեորեմները.
Թեորեմ 2. Եթե մակերևույթի վրա չեբիշևյան ցանցը նաև գեոդեզիկ ցանց է, ապա ցանցային ] 

անկյունը հաստատուն է, և ընդհակառակը:
Թեորեմ 3. Եթե մակերևույթի վրա ցանցը' և' չեբիշևյան է, և' գեոդեզիկ, ապա այն իզոգոնալ | 

չեբիշևյան ցանց է, և ընդհակառակը:
Թեորեմ 4. Եթե մակերևույթի վրա ցանցը՝ Մ չեբիշևյան է, և' գեոդեզիկ, ապա այն իզոգոնալ 1 

գեոդեզիկ ցանց է, և ընդհակառակը:
Ի նկատի ունենալով թեորեմ 1-ը կարոդ ենք ձևակերպել նաև հետևյալ թեորեմները.
Թեորեմ 5. Եթե մակերևույթի վրա գոյություն ունի ցանց, որը և' չեբիշևյան է, և' գեոդեզիկ, 

ապա այդ մակերևույթը վավող մակերևույթ է:
Սահմանում 2: Եթե մակերևույթի վրա ցանցը՝ և' չեբիշևյան է, և' գեոդեզիկ, ապա այն 

կանվանենք դեկարտյան ցանց մակերևույթի վրա:
Ի գիտություն ունենալով այս սահմանումը, կարոդ ենք ձևակերպել հետևյալ թեորեմը: 
Թեորեմ 6. Եթե մակերևույթը կրում է դեկարտյան ցանց, ապա այն վավոդ մակերևույթ է: 
Հայտնի է, որ և' վեկտորի զուգահեռ տեդավտխությունը, և' անկյունը պատկանում ճն 

մակերևույթի ներքին երկրաչափությանը, այսինքն մնում են անվտփոխ մակերևույթի իզոմետրիկ 
արտապատկերման ժամանակ: Հայտնի է նաև, որ հարթության վրա գոյություն ունեն V 
չեբիշևյան , 1Г գեոդեզիկ, և' իզոգոնալ չեբիշևյան, և' իզոգոնալ գեոդեզիկ, և' դեկարտյան ցանցեր: 
Հետևաբար, վավող մակերևույթի վրա, որը կարոդ է իզոմետրիկ արտապատկերել հարթության 
վրա գոյություն կունենան վերևում նշված բոլոր տիպի ցանցերը:

Այստեղից հետևում է, որ նշված թեորեմների պնդումների հակադարձ պնդումները ևս ճիշտ 
են: Այսինքն, ճիշտ է ոչ միայն այն պնդումը, որ նշված տիպի ցանց թույլ տալու համար 
անհրաժեշտ է, որ մակերևույթը լինի փռվող, այլ ճիշտ է նաև ընդհակառակը՝ եթե մակերևույթը 
վավոդ է, ապա այն կրում է այդպիսի ցանց: Այսպիսով, կարոդ ենք ձևակերպել նաև հետևյալ 
բԾորԾմնԾբը.

Թեորեմ 7. Որպեսզի մակերևույթը կրի իզոգոնալ չեբիշևյան ցանց, անհրաժեշտ է և 
բավարար, որ այն լինի վավոդ մակերևույթ:

Թեորեմ 8. Որպեսզի մակերևույթը կրի ցանց, որը և' չեբիշևյան է, և' գեոդեզիկ, անհրաժեշտ է 
և բավարար, որ այն լինի վավոդ մակերևույթ:

Թեորեմ 9. Որպեսզի մակերևույթը կրի իզոգոնալ գեոդեզիկ ցանց, անհրաժեշտ է ե 
բավարար, որ այն լինի վավոդ մակերևույթ:

Թեորեմ 10. Որպեսզի մակերևույթը կրի դեկարտյան ցանց, անհրաժեշտ է և բավարար, որ 
այն լինի վավոդ մակերևույթ:

Резюме

В статье доказывается, что при существовании на поверхности евклидова трехмерного 
пространства чебышевской сети с постоянным сетевым углом-эта поверхность есть 
развертывающаяся поверхность. Также доказано, что если сеть на поверхности является и 
чебышевской, и геодезической, то сетевой угол постоянен.
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