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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à êâàíòîâàíèÿ ýêñèòîííûõ ïîëÿðèòîíîâ â ïîëóïðîâîäíèêîâîé 
ñôåðè÷åñêîé êâàíòîâîé òî÷êå, â óñëîâèÿõ ñëàáîãî êâàíòîâàíèÿ R0>>àá. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ äëÿ ýêñèòîííûõ ïîëÿðèòîíîâ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëíîé ñèñòåìå âîäîðîäíûõ 
âîëíîâûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ äàeò âîçìîæíîñòü ó÷eòà âëèÿíèÿ ãðàíèöû êâàíòîâîé 
òî÷êè.  

Ïîëó÷åííûå  ðåøåíèÿ ïîçâîëÿò â äàëüíåéøåì ïðîèçâîäèòü îöåíêó âëèÿíèÿ ãðàíèöû êâàíòîâîé 
òî÷êè íà ôîðìèðîâàíèå  òàêèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí, êàê ïîëÿðèçàöèÿ, êîýôôèöåíò 
ïîãëîùåíèÿ è ò. ä..  

1. Введение 
 

Â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñòðóêòóðàõ  ñ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòüþ âëèÿíèå ðàçìåðíîãî  
êâàíòîâàíèÿ ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ýêñèòîíû ñ íåíóëåâîé  êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Íàèáîëåå óäîáíûìè 
îáúåêòàìè  èññëåäîâàíèé ïðè ýòîì  ÿâëÿþòñÿ ãåòåðîñòðóêòóðû ñ øèðîêèìè êâàíòîâûìè  ÿìàìè, ãäå 
øèðèíà ÿìû  íàìíîãî  ïðåâîñõîäèò  áîðîâñêèé  ðàäèóñ ýêñèòîíà àá [1], à òàêæå êâàíòîâàííûå 
íàíîêðèñòàëëû  â ïðåäåëüíîì  ñëó÷àå  ñëàáîãî êâàíòîâàíèÿ R0>>àá, ãäå R0 ðàäèóñ íàíîêðèñòàëëà.  Â 
ïîäîáíûõ  ñòðóêòóðàõ äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ýêñèòîíà  êâàíòóåòñÿ, òàê ÷òî ñîõðàíÿÿ  ñâîè  
îáúeìíûå ñâîéñòâà, ýêñèòîí îáëàäàåò òàêæå íåíóëåâîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, ÷òî ïðèâîäèò ê 
íåîáõîäèìîñòè  ó÷eòà ïðîñòðàíñòâåííîé  äèñïåðñèè â îáëàñòè ýêñèòîííîãî  ðåçîíàíñà. À íàëè÷èå  
ïîñëåäíåé òðåáóåò ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ  óñëîâèé (ÄÃÓ), êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ 
äåòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ñïåêòðîâ îòðàæåíèÿ  [2].  

Â îïèñàííîé ñèòóàöèè êðîìå óêàçàííûõ îñîáåííîñòåé, êîòîðîå ïîäëåæàò èññëåäîâàíèþ, ìîæíî 
îòìåòèòü íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ âîçìîæíûõ ÿâëåíèé,  îáóñëîâëåííûå ñìåøèâàíèåì ñîñòîÿíèé 
âíóòðåííîãî äâèæåíèÿ â ýêñèòîíå è åãî òðàíñëÿöèîííîãî äâèæåíèÿ, à òàêæå âàæíîñòü ó÷eòà âíåøíèõ 
âîçäåéñòâèé íàä ýêñèòîííûìè ñïåêòðàìè. Ïîäîáíîãî  ðîäà   ðàññìoòðåíèÿ, â ÷àñòíîñòè â ñòðóòóðå  Cd 
Te/Cd ZnTe ñ øèðîêîé êâàíòîâîé ÿìîé â ìàãíèòíîì  ïîëå, ïðîâåäåíû â [1]. 

  Äàëåå ó÷eò ïðîñòðàñòâåííîé äèñïåðñèè ýêñèòîíîâ è ñâåòîýêñèòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
ðàññìàòðèâàþòñÿ íà îñíîâå ìîäåëè ïîëóïðîâîäíèêîâîé êâàíòîâîé òî÷êè, è ïðèòîì, â îòëè÷èè îò 
ñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà, ðàññìîòðåíèå ïðîâîäèòñÿ ïóòeì âíåäðåíèÿ ïîëóêëàññè÷åñêèõ âîëíîâûõ  
óðàâíåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê ïîëÿðèòîííûì ðåøåíèÿì, êîòîðûå áîëåå öåëåñîîáðàçíû â çàäà÷àõ 
îòûñêàíèÿ ðåøåíèé ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ [3-5]. Êàê èçâåñòíî, ïîëíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è îá 
îòðàæåíèè ñâåòà îò ïîëóïðîâîäíèêîâ, ÷àñòîòà êîòîðîãî ïîïàäàåò â îáëàñòü ÷àñòîò ýêñèòîííûõ 
ñîñòîÿíèé, ñâÿçàíî ñ îñëîæíåíèÿìè, êàê ýêñïåðèìåíòàëüíîãî, òàê è òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Â 
÷àñòíîñòè   èññëåäîâàíèÿ   îòðàæåíèÿ ñâåòà ñâÿçûâàåòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ 
âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ïîëóïðîâîäíèêîãî êðèñòàëëà, êîòîðûå ñîçäàþòñÿ ñàìèì ïàäàþùèì 
ñâåòîì. Íàïðèìåð, â îáëàñòè âûñîêèõ  ÷àñòîò  â èîííûõ, ìîëåêóëÿðíûõ êðèññòàëëàõ è îñîáåííî â 
íåêîòîðûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò âîçáóæäåíèÿ  ýëåêòðîííîãî òèïà (àòîìíûå èëè 
ìîëåêóëÿðíûå âîçáóæäåíèÿ, êîòîðûå ìèãðèðóþò  ïî êðèñòàëëó, áëàãîäàðÿ ìåæàòîìíûì 
âçàèìîäåéñòâèÿì, ïåðåõîäà îò óçëà ê óçëó    (ýêñèòîíû Ôðåíêåëÿ), èëè äâèæóùèåñÿ  â êðèñòàëëå 
ñâÿçàííûå ïàðû ýëåêòðîí-äûðêà (ýêñèòîíû Âàíüå-Ìîòòà), êîãäà îáëàñòü âîçáóæäåíèÿ 
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê). Òàê ÷òî, äàæå â ñëó÷àå èäåàëüíîé 
îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè, ïðè àíàëèçå ñïåêòðîâ îòðàæíåíèÿ, ñóùåñòâóþò îñëîæåíèÿ â ñâÿçè ñ òåì 
îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ýêñèòîíû ñêëîííû ê ïðîÿâëåíèþ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè  [2] (â îáëàñòè 
ýêñèòîííûõ ÷àñòîò êîìïîíåíòû 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔, k�⃗ ) êîìïëåêñíîãî òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè 

ñðåäû çàâèñÿò îò âîëíîâîãî âåêòîðà k�⃗ = k�⃗ ýêñ òàê êàê â ïîëå ñâåòîâîãî èçëó÷åíèÿ ñ ÷àñòîòîé 𝜔𝜔 è 
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âîëíîâûì âåêòîðîì k�⃗  ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî  ñèíãëåíòíûå ýêñèòîíû  ñ  ñîáñòâåííûì âîëíîâûì 
âåêòîðîì k�⃗ ýêñ= k�⃗ ): 

Òåîðåòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå òåíçîðà 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔, k�⃗ ) îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì êðèñòàëëà è ïðèðîäîé 
ðàññìàòðèâàåìûõ  âîçáóæäåíèé. 

Â ïðåäëîæåíèè, ÷òî ïîïåðå÷íîå ýëåêòðàìàãíèòíîå ïîëå ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ çàêëþ÷åíî â  
îáúåìå  êðèñòàëëà è óäîâëåòâàðÿåò òåì æå êðàåâûì óñëîâèÿì, ÷òî è ýêñèòîíû è â ïðèáëèæåíèè  
îòñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèè ïîñëåäíèõ ñ ôîíîííîé ïîäñèñòåìîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, 
ýêñèòîíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì  k�⃗ ýêñ  âçàèìîäåéñòâóþò ñ ôîòîíàìè, èìåþùèìè òîò æå  âîëíîâîé 
âåêòîð k�⃗ = k�⃗ ýêñ è â ðåçóëüòàòå ôîðìèðóþòñÿ íîâûå ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ   (ñòàöèîíàðíûå 
ñîñòîÿíèÿ  ñ òåì æå âîëíîâûì âåêòîðîì k�⃗ ), êîòîðûõ íàçûâàþò ñâåòîýêñèòîíàìè èëè ýêñèòîííûìè 
ïîëÿðèòîíàìè. Ïîñëåäíèå îïèñûâàþòñÿ îïðåäåëåííîé äèñïåðñèåé, îáëàäàþò âîëíîâûì âåêòîðîì è 
ñðåäíèì âðåìåíåì æèçíè.  

Â òåðìèíàõ ìèêðîñêîïè÷åñêîé  ïîëÿðèòîíû  âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå äèàãîíàëèçàöèè 
ãàìèëüòîíèàíà êðèñòàëëà, ðàâíîãî  ñóììå   ãàìèëüòîíèàíîâ ýêñèòîíîâ, ôîòîíîâ è ãàìèëüòîíèàíà èõ 
âçàèìîäåéñòâèÿ. 

Ó÷åò ïðîñòðàñòâåííîé äèñïåðñèè ðàâíîñèëåí óòâåðæäåíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ  â êðèñòàëëå 
âòîðè÷íîãî ìåõàíèçìà ïåðåíîñà ýíåðãèè, îòëè÷íîãî  îò ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Òàê ÷òî 
ðàññìîòðåíèå ïîëÿðèòîííûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè â 
êðèñòàëëîîïòèêå. Õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå íîâûõ ïîëÿðèòîííûõ  ìîä, èõ 
èíòåðôåðåíöèÿ, ïðèâîäÿùåå ê îñöèëëÿöèè êîýôôèöèåíòà  îòðàæåíèÿ  [1, 6]. Ñ öåëüþ îöåíêè 
ïîñëåäíèõ è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ââåäåíèÿ äîïîëüíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé (ÄÃÓ), êîòîðûå äåëàþò çàäà÷ó îòðàæåíèÿ âïîëíå îïðåäåëåííîé. Õàðàêòåð ÄÃÓ 
îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñðåäû è å¸ ïîâåðõíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ âûáîð íå 
îäíîçíà÷åí. Ïðè ýòîì, äëÿ ÄÃÓ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íàëè÷èå íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà 
íåêîòîðîãî ïåðåõîäíîãî  ñëîÿ òîëùèíû d, îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ â 
îáúåìå. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ñâîéñòâà çàâèñÿò îò òåõíîëîãèè  èçãîòîâëåíèÿ  îáðàçöà  è õèìè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ íà ïîâåðõíîñòè. 

Îòìåòèì, ÷òî òîëùèíà  d ïåðåõîäíîãî  ñëîÿ âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî 
ïàðàìåòðà. Ò.å. îñîáåíîñòè êîíòóðà ýêñèòîííîãî îòðàæåíèÿ ñâåòà âî ìíîãîì ñâÿçàíî ñ ïðàâèëüíûì 
ïîíèìàíèåì ñòðóêòóðû ïåðåõîäíîãî  ñëîÿ.  

Â ðàáîòàõ [3-5] ïðåäëàãàåòñÿ ñâîåîáðàçíûé ïîäõîä ñ ïðèìåíåíèåì ïîëóêëàññè÷åñêèõ 
âîëíîâûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ  ïàð ñ 
ýëåêòðîìàãíèòíûì èçëó÷åíèåì. Ïîäîáíàÿ, áîëåå ðåàëèñòè÷åñêàÿ ïîëÿðèòîííàÿ êîíöåïöèÿ 
îñíîâûâàåòñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå 
ïðåäïî÷òèòåëüíû â âîïðîñàõ ðàññìîòðåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷  äëÿ  ýëåêòðîííî-äûðî÷íîãî êîíòèíèóìà.  
Äðóãèìè ñëîâàìè ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåí äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýêñèòîííûõ 
ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ïîëóïðîâîäíèêîâîé êâàíòîâûé òî÷êè ñ áåñêîíå÷íî 
âûñîêèìè ñòåíêàìè.  

 
2. Ïîëóêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýêñèòîííûõ ïîëÿðèòîíîâ. 

 
Â îïòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáû÷íî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå 

êîãåðåíòíîãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîííûõ âîçáóæäåíèé ñ 
ïîïåðå÷íûì ýëåêðîìàãíèòíûì ïîëåì ôîðìèðóþò ïîëÿðèòîííûå ýëåìåíòàðíûå îáðàçîâàíèÿ. Ñ 
ýëåêòðîííûìè âîçáóæäåíèÿìè çàìåòíî âçàèìîäåéñòâóþò ëèøü äëèíîâîëíîâûå    ôîòîíû (�𝑘𝑘�⃗ �𝑎𝑎 ≪
1, a- ïîñòîÿííàÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè). Òàê ÷òî, â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ïðèìåíèìà  
ïîëóêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü  äèíàìèêè íîñèòåëåé çàðÿäà, êîãäà âíåøíèå, ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ïîëÿ 
â óðàâíåíèÿõ ýâîëþöèè âîëíîâîãî ïàêåòà âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà îáóñëîâëèâàþò 
êëàññè÷åñêîå âîçäåéñòâèå â âèäå îáû÷íûõ ñèë [7]. À, òàê êàê õàðàêòåðíàÿ äëèíà èçìåíåíèÿ 
ïåðèîäè÷åñêîãî êðèñòàëëè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé âîëíîâîãî ïàêåòà, òî 
òàêîé ïîòåíöèàë ðàññìàòðèâàåòñÿ íå êëàññè÷åñêè, ïðèòîì çàêîí äèñïåðñèè íîñèòåëåé çàðÿäîâ, â 
ïðèáëèæåíèè ýôôåêòèâíîé ìàññû, ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì.  
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Íèæå ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìàëèçì  âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ìîäåëè ïîëóïðîâîäíèêà  ñ  
èçîòðîïíûìè íåâûðîæäåííûìè çîíàìè ñ ïàðàáîëè÷åñêîé äèñïåðñèåé è ïðÿìîé ýíåðãè÷åñêîé 
ùåëüþ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå 𝑘𝑘𝑐𝑐 = 0, êîãäà 𝑚𝑚𝑒𝑒 ≪ 𝑚𝑚ℎ  [8]. 

Âîëíîâóþ ôóíêöèþ âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ [9]  
 

                           ψ(e−h) = ∑ 𝐵𝐵𝐾𝐾��⃗ �𝐾𝐾��⃗ � ∙ 𝜑𝜑
𝐾𝐾��⃗ +𝑚𝑚𝑒𝑒∗

𝑀𝑀 𝐾𝐾0�����⃗  𝐾𝐾��⃗ −𝑚𝑚𝑒𝑒∗

𝑀𝑀 𝐾𝐾0�����⃗
                    (1) 

 
ãäå  𝜙𝜙𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗 − áàçèñíàÿ  ôóíêöèÿ âîçáóæäåííîãî  ñîñòîÿíèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå äåòåðìèíàíòà 

Ñëýòåðà èç îäíîýëåêòðîííûõ áëîõîâñêèõ ôóíêöèé  𝜓𝜓𝑛𝑛𝑘𝑘�⃗ . Îíà îòëè÷àåòññÿ îò äåòåðìèíàíòíîé 

âîëíîâîé ôóíêöèè çàïîëíåííîé âàëåíòíîé çîíû çàìåíîé   𝜓𝜓𝑣𝑣𝐾𝐾𝚥𝚥����⃗ →   𝜓𝜓𝑐𝑐𝐾𝐾𝚤𝚤����⃗ . Çäåñü 𝐾𝐾��⃗ 0 −ïîëíûé 

âîëíîâîé âåêòîð ýëåêòðîí-äûðî÷íîé ïàðû �𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖 ,𝐾𝐾��⃗𝑗𝑗�, 𝐾𝐾��⃗  - âîëíîâîé âåêòîð îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. 
Âåêòîð ýëåêòðîí-äûðî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ (1) â ïðåäñòâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ 
  

           𝜓𝜓(𝑒𝑒−ℎ) = ∑ 𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ �𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖
+

𝐾𝐾��⃗ 𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗
+ 0 >óñ.          (2)

  
Ñîîòâåòñòâóþùèé îäíî÷àñòè÷íûé îïåðàòîð ðîæäåíèÿ, îäíîâðåìåííî ðîæäàþùèé ýëåêòðîí â 

çîíå ïðîâîäèìîñòè  è äûðêó â âàëåíòíîé çîíå  
 

                𝐵𝐵+ = ∑ 𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ �𝐾𝐾��⃗ 𝛼𝛼+𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝛽𝛽
+
𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗

         (3) 

 
         Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îò (3) äàåò ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ  
 
                          𝐵𝐵 = ∑ 𝐵𝐵∗�𝐾𝐾��⃗ �𝑘𝑘�⃗ 𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖          (4) 

 
𝛽𝛽+𝛽𝛽 -îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ äûðîê â âàëåíòíîé çîíå, 𝛼𝛼+𝛼𝛼 -ñîîòâåòñòâóþùèå 
îïåðàòîðû äëÿ ýëåêòðîíà â çîíå ïðîâîäèìîñòè, à ñóìììèðîâàíèå â (3),(4) âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì 
âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì. Íèçêîýíåðãè÷åñêèå ýëåêòðîííî-äûðî÷íûå âîçáóæäåíèÿ îñíîâíîãî 
ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà (ýêñèòîííûå ïîëÿðèòîíû), âîçíèêàþùèå ïðè ïîãëîùåíèè ôîòîíà, 
ïðèáëèæåííî ñòàöèîíàðíû è èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ 
«êâàçè÷àñòèö», ê êîòîðûì ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ [10] [11]. Ò. å. çàäà÷à 
çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè îïåðàòîðîâ (3), (4), óäîâëåòâîðÿþùèå îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ  
 

                           �𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻1 + 𝑉𝑉êóë
(𝑒𝑒−ℎ), 𝐵𝐵+�  �0 >óñ.= 𝜀𝜀𝐵𝐵+�0 >óñ.                    (5) 

 
à òàêæå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ 𝜀𝜀 = ℏ𝜔𝜔 (äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå 
ýêñèòîííûõ ïîëÿðèòîíîâ), îòñ÷èòàííàÿ îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé �0 >óñ.. 
(âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ «óñëîâíî âàêóóìíîãî» ñîñòîÿíèÿ íåâîçìóùåííîãî êðèñòàëëà), ãäå  
 
                        𝐻𝐻0 = ∫Ψ�+𝐻𝐻�Ψ𝛼𝛼𝛼𝛼,           (6)  
 
ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ, 𝐻𝐻�   îäíîýëåêòðîííûé  
ãàìèëüòîíèàí êðèñòàëëà â ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà, âêëþ÷àþùèé äâóõ÷àñòè÷íîå êóëîíîâñêîå è 
îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó çàðÿäàìè,  
 
                                                      𝐻𝐻1 = −∫�𝐸𝐸�⃗ ∙ 𝑃𝑃�⃗ �𝑑𝑑𝑟𝑟′                       (7) 
 
ãàìèëüòîíèàí ëîêàëüíîãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó «êëàññè÷åñêèì» ñâåòîâûì 
ïîëåì è ìåæçîííûì ïåðåõîäîì, êîòîðûé õàðàêòåðåí äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ äèïîëåé 
𝑃𝑃�⃗   â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïîëå  𝐸𝐸�⃗ (𝑟𝑟′)  ñ ïðîñòðàñòâåííîé çàâèñèìîñòüþ 𝑟𝑟′. Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå 
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îïðàâäàíî äëÿ ñëàáî-âîçáóæäåííûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèå ýëåêòðîííî-äûðî÷íûå 
ïàðû ñ íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè.   
            Îíî îòðàæàåò îòêëèê ýëåêòðîíîâ  ê èçëó÷åíèÿì (𝜆𝜆~10−4) ñì, âûçûâàþùèå ìåæçîííûå  
ïåðåõîäû â ïîëóïðîâîäíèêîì êðèñòàëëå, êîãäà ìîæíî âîçïîëüçîâàòüñÿ ýëåêòðè÷åñêèì äèïîëüíûì 
ïðèáëèæåíèåì, ïðèìåíèìîñòü êîòîðîãî íå ïðîòèâîïîêàçàíà â óñëîâèÿõ îáúÿçàòåëüíîãî 
èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ýôôåêòèâíîé ìàññû (𝜆𝜆 > 𝑎𝑎) [4].  
 

                     𝑉𝑉êóë
�𝑒𝑒−h� � = 1

2 ∫𝜓𝜓
�+(𝜉𝜉)𝜓𝜓�+(𝜉𝜉′)𝑉𝑉êóë.

�𝑒𝑒−h� �(𝜉𝜉, 𝜉𝜉′)𝜓𝜓�(𝜉𝜉′)𝜓𝜓�(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜉𝜉′                     
       (8) 
 
îïåðàòîð êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (𝑒𝑒 − ℎ) ïàðû â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.  
              Äèïîëüíûé ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò ìåæçîííîãî ïåðåõîäà â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî 
êâàíòîâàíèÿ 
                         𝑃𝑃�⃗ = ∫𝜓𝜓�+ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜓𝜓 � 𝑑𝑑𝑑𝑑                       (9) 
 
              Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ýêñèòîííîãî ïîëÿðèòîíà ôîðìèðóþùèéñÿ ïðè îäíîýëåêòðîííîì 
ïåðåõîäå, ïðåíåáðåãàåòñÿ ñìåøèâàíèå âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé è êîððåëÿöèîííàÿ ïîïðàâêà 
ýëåêòðîííî-äûðî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ê ðàçíîñòè õàðòðè-ôîêîâñêèõ ýíåðãèé îñíîâíîãî è 
âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì îïðàâäàí ïåðåõîä ê «äûðî÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ», 
êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïåðàòîðíûõ ôóíêöèé  𝜓𝜓� ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé 
𝜓𝜓𝑐𝑐𝐾𝐾��⃗ ,𝜐𝜐𝐾𝐾��⃗  îïåðàòîðà 𝐻𝐻� â ïðåäñòàâëåíèè Áëîõà, ñîñòàâëÿþùàÿ õàðòðè-ôîêîâñêèé áàçèñ îäíî÷àñòè÷íûõ 
ñîñòîÿíèé è äèàãîíàëèçóþùèé îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí  
 
    𝜓𝜓� = 𝜓𝜓�𝑐𝑐 + 𝜓𝜓�𝜐𝜐 = ∑ 𝛼𝛼𝑒𝑒𝜓𝜓𝑐𝑐𝐾𝐾��⃗𝑒𝑒 + ∑ 𝛽𝛽ℎ+𝜓𝜓𝜐𝜐𝜐𝜐ℎ                       (10) 
 

Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (5) äîïóñêàåò ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ êàê â ïðåäñòàâëåíèè 
êâàçèèìïóëüñà, â ñõåìå ðàñøèðåííûõ çîí, îïðåäåëÿþùèå ýíåðãèè ýëåìåíòàðíûõ  âîçáóæäåíèé è 
íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû 𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ �, à òàêæå â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ ôóðüå-îáðàçà 

ôóíêöèè  𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ �. Âêëþ÷åíèå Ãëåíà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñâòèÿ  𝑉𝑉êóë
�𝑒𝑒−h� �

 ïðîâåäåíî â [5].  
Â äàííîì ðàññìîòðåíèè îïðåäåëÿþùèìè ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðîâ 
 

                              [𝐻𝐻0𝐵𝐵+] = ∑ 𝜀𝜀𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒𝐵𝐵𝐾𝐾��⃗ �𝐾𝐾��⃗ �𝛿𝛿𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒 𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒
+ 𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗

+ − ∑ 𝜀𝜀𝐾𝐾��⃗ ℎ𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ �𝛿𝛿𝐾𝐾��⃗ ℎ,𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝐾𝐾��⃗ 𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖
+ 𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ ℎ

+   (11à) 

          [𝐻𝐻1,𝐵𝐵+] = −∫𝐸𝐸 ∑ 𝐵𝐵𝐾𝐾 �𝐾𝐾��⃗ � �𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒,𝐾𝐾���⃗ 𝑒𝑒′ ∙ 𝛿𝛿𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒′ ,𝐾𝐾���⃗ 𝑖𝑖 ∙ 𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗
+ + 𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ ℎ,𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒′ �𝛿𝛿𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒′ ,𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖 ∙ 𝛿𝛿𝐾𝐾��⃗ ℎ𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗� − 𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ ℎ,𝐾𝐾���⃗ ℎ

′ ∙ 𝛿𝛿𝐾𝐾��⃗ ℎ,𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗 ∙

                                                                                     ∙  𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖
+ 𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ ℎ′

+ � 𝑑𝑑𝑟𝑟′     (11á) 

Ñ öåëüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá ýíåðãè÷åñêîì ñïåêòðå îòûñêèâaeìûõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, 
ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (5) â ïðèáëèæåíèé õàîòè÷åñêèõ ôàç, ñîõðàíèâ ëèøü êîãåðåíòíûå 
îïåðàòîðíûå ñëàãàåìûå, ò.å. ÷ëåíû âçàèìîäåéñòâèÿ, íå ñâÿçàííûå ñ  âîçáóæäåíèåì äðóãèõ 
êîìïîçèòíûõ ñîñòîÿíèé, êðîìå  ñîñòîÿíèÿ  �𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝐾𝐾��⃗𝑗𝑗�, äîìèíèðóþùåå â (1). Îòáðàñûâàþòñÿ òàêæå 
÷ëåíû, ó êîòîðûõ êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ îòâå÷àþò ôóðüå-êîìïîíåíòàì 
îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòè ñèñòåìà ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè è äûðîê â âàëåíòíîé çîíå, ò. å. 
÷ëåíû  𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗

+ 𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ ℎ;   𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖
+ 𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒′  , âûðàæàþùèåñÿ â òåðìèíàõ «êîëëåêòèâíûõ» êîîðäèíàò è òåì ñàìûì 

îïèñûâàþùèå âêëàä êîëëåêòèâíûõ âîçáóæäåíèé (âîëíîâûå ìîäû ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé â âèäå 
ãåëèêîíîâ èëè àëüôâåíîâñêèõ âîëí), êîòîðûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â äàííîì ðàññìîòðåíèé [10]. 
Ëèíåàðèçàöèÿ (11á) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó  

 
                              [𝐻𝐻1𝐵𝐵+] = −∫𝐸𝐸 ∑ 𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ � ∙ 𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝐾𝐾��⃗ 𝑑𝑑𝑟𝑟′        (12)

  
Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè îïåðàòîðíûõ ÷ëåíîâ   𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖

+ 𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗
+    óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (5) 

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó  
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                              �ℇ𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖 − ℇ𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗 + 𝑉𝑉𝐾𝐾 − ℇ�𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ � ∙ 𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖
+ 𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗

+ |0 >óñ= ∫𝐸𝐸𝐸𝐸�𝐾𝐾��⃗ �𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝑑𝑑𝑟𝑟
���� /�

��

∙|0 >óñ.

     (13)  
ãäå  ℇ = ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔,  𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝑟𝑟𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖   -äèïîëüíàÿ ïëîòíîñòü ïåðåõîäà,  

 

                                         𝑉𝑉𝐾𝐾 =< 𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗′ �
𝑒𝑒2

𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖
� 𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖′ > −< 𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗′ �

𝑒𝑒2

𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖
� 𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖′𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗 >                  (14) 

 
äâóõ÷àñòè÷íûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ïàðû. 

×ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (13), èãðàþùèé ðîëü èñòî÷íèêà ïîëÿðèòîííîãî âîçáóæäåíèÿ, äîñòèãàåò 
ïðåîáëàäàþùåãî çíà÷åíèÿ ëèøü ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà ïàäàþùåãî 
èçëó÷åíèÿ 𝐾𝐾��⃗ = 𝐾𝐾��⃗ ýêñ , êîòîðóþ óñëîâíî ìîæíî ïðèíèìàòü çà íà÷àëî îòñ÷åòà â ïðîñòðàíñòâå 
êâàçèâîëíîâîãî âåêòîðà. Òàê ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè (13) êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ 𝐵𝐵(𝐾𝐾��⃗ ) ìîæíî 
çàìåíèòü äåëüòà-ôóíêöèåé Äèðàêà: 

 
                          𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ � → 𝛿𝛿�𝐾𝐾��⃗ − 𝐾𝐾��⃗ ýêñ.� = 𝛿𝛿�𝐾𝐾��⃗ �        (15) 
 

Ïðåîáðàçóåì òàêæå ïðîáíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ  âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â (13), 
çàïèñàííîå â îïåðàòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Â èòîãå, â ïðèáëèæåíèè ýôôåêòèâíîé ìàññû, óðàâíåíèå 
(13) çàïèøåòüñÿ â âèäå  

 

� ℏ
2

2𝑚𝑚𝑒𝑒
∗ �𝐾𝐾��⃗ + 𝑚𝑚𝑒𝑒

∗

𝑀𝑀
𝐾𝐾��⃗ ýêñ�

2
+ ℏ2

2𝑚𝑚ℎ
∗ �𝐾𝐾��⃗ −

𝑚𝑚ℎ
∗

𝑀𝑀
𝐾𝐾��⃗ ýêñ�

2
+ 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℏ𝜔𝜔 + 𝑉𝑉𝐾𝐾�𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ �𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝑇𝑇�𝜓𝜓𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗 = ∫𝐸𝐸𝐸𝐸(𝐾𝐾��⃗ )𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝑑𝑑𝑟𝑟

′  (16)  

 
ãäå  𝑇𝑇�   -îïåðàòîð îáðàùåíèÿ âðåìåíè. 

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (16) ðåøàþò çàäà÷ó îá ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå 
ïîëÿðèòîííûõ ñîñòîÿíèé. Îäíàêî, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîðÿäîê ñåêóëÿðíîãî äåòåðìèíàíòà â çîíå 
Áðèëëþýíà ñòîëü âûñîê, ÷òî öåëåîñîáðàçíåå àïïðîêñèìèðîâàòü ñèñòåìó (16) äèôôåðåíöèàëüíûì 
óðàâíåíèåì äëÿ ôóðüå-îáðàçà   𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ � 

 

                           𝐵𝐵(𝑟𝑟) = ∑ 𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ �𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝐾𝐾��⃗ 𝑟𝑟,            (17) 
 

îäíîâðåìåííî, ïðèìåíÿÿ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ 𝑉𝑉𝐾𝐾, èç  [9]. Ñ ýòîé öåëüþ óìíîæèì îáå ÷àñòè (16) íà  

𝑒𝑒𝑖𝑖𝐾𝐾��⃗ 𝑟𝑟  è èíòåãðèðóåì ïî 𝐾𝐾��⃗  , ôîðìàëüíî ðàñøèðèâ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. 
Ïîëó÷èì  

                                  �𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℏ𝜔𝜔 − ℏ2

2𝜇𝜇∗
∇r�⃗
2 − ℏ2

2𝑀𝑀∗ ∇R��⃗
2 − e2

εr
� 𝐵𝐵�𝑟𝑟 , 𝑅𝑅�⃗ � = ∫

𝐸𝐸𝑀𝑀𝐾𝐾���⃗ 𝑗𝑗𝐾𝐾���⃗ 𝑖𝑖
(𝑘𝑘=0)

𝜓𝜓𝑐𝑐�𝐾𝐾��⃗ =0�∙𝜓𝜓𝑉𝑉�𝐾𝐾��⃗ =0�
𝑑𝑑𝑟𝑟′     (18) 

 
×òîáû ïîä÷åðêíóòü äîìèíèðóþùóþ ðîëü èñòî÷íèêà â ïðàâîé ÷àñòè (18), ïðè îáðàçîâàíèè 

ïîëÿðèòîííûõ âîçáóæäåíèé, ïðèìåíèì ïðèáëèæåíèå 
 

                        𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖 → 𝛿𝛿�𝑟𝑟′ − 𝑅𝑅�⃗ �𝑀𝑀(𝑟𝑟),       (19) 

 

       𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑒𝑒 − 𝑟𝑟ℎ ,    𝑅𝑅�⃗ = 𝑚𝑚𝑒𝑒
∗𝑟𝑟𝑒𝑒−𝑚𝑚ℎ

∗ 𝑟𝑟ℎ
𝑚𝑚𝑒𝑒
∗+𝑚𝑚ℎ

∗ ,     𝜇𝜇∗ = 𝑚𝑚𝑒𝑒
∗𝑚𝑚ℎ

∗

𝑀𝑀∗ ,   𝑀𝑀∗ = 𝑚𝑚𝑒𝑒
∗ + 𝑚𝑚ℎ

∗ , 

ãäå  𝑟𝑟′ è 𝑅𝑅�⃗   «êîîðäèíàòû» ôîòîíà è ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ïàðû ñîîòâåñòâåííî  [4].  
Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ôîðìèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ýêñèòîííûõ ïîëÿðèòîíîâ â 

ðàìêàõ ïðèíÿòûõ ïðèáëèæåíèé, 

                                   �𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℏ𝜔𝜔 − ℏ2

2𝜇𝜇∗
∇𝑟𝑟
2 − ℏ2

2𝑀𝑀∗ ∇𝑅𝑅�⃗
2 − 𝑒𝑒2

𝜀𝜀𝜀𝜀
� 𝐵𝐵(𝑟𝑟,𝑅𝑅) = 𝐸𝐸�𝑅𝑅�⃗ �𝑀𝑀(𝑟𝑟),     [3,4,5]      (20) 
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êîòîðîå  ïîäëåæèò èíòåãðèðîâàíèþ ïðè îïðåäåëåííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ. (Ïðàâàÿ ÷àñòü (20) 
çàïèñàíà ñ òî÷íîñòüþ ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ 
    𝑔𝑔 = 𝜓𝜓𝑐𝑐�𝐾𝐾��⃗ = 0� ∙ 𝜓𝜓𝑉𝑉�𝐾𝐾��⃗ = 0� ).  
 

𝑀𝑀(𝑟𝑟)-ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé, êîëü ñêîðî èçâåñòíà çîííàÿ ñòðóêòóðà, òàê ÷òî 
äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå âîçìîæíî îáñóæäàòüñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîíêðåòèçèðîâàí âèä 
ôóíêöèè  𝑀𝑀(𝑟𝑟). 

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ýêñèòîíîâ ìàëîãî ðàäèóñà (â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíèÿ Âàíüå), åñëè 
ïðåíåáðå÷ü ëîêàëüíûìè ïîëåâûìè ýôôåêòàìè, êîòîðûìè îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà 𝑀𝑀(𝑟𝑟), ìîæíî 
ïðîèçâåñòè çàìåíó ðàçìûòîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà íà ñòðîãî ëîêàëèçîâàííûé, èñïîëüçîâàâ 
ïðèáëèæåíèå  
                              𝑀𝑀(𝑟𝑟)~𝑀𝑀0𝛿𝛿(𝑟𝑟)  [3,5]                   (21)    
 

Ïîëóêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëÿðèòîííûõ âîçáóæäåíèé ñòàíîâèòñÿ çàâåðøåííûì, åñëè 
óðàâíåíèå (20) äîïîëíèòü óðàâíåíèåì Ìàêñâåëëà äëÿ ïîïåðå÷íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, â êîòîðîì 
ýêñèòîííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ 𝑃𝑃 (9) èãðàåò ðîëü èñòî÷íèêà ïîëÿ  𝐸𝐸�⃗  :  

 

                                ∇𝑅𝑅2𝐸𝐸�⃗ + 𝜔𝜔2

𝑐𝑐2
𝜀𝜀𝐸𝐸�⃗ = −4𝜋𝜋

𝑐𝑐2
𝜔𝜔2𝑃𝑃�⃗         (22) 

 
Îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè (9), â ïðèáëèæåíèè õàîòè÷åñêèõ ôàç  [10], 

èìååò  âèä  [4] 
 

               𝑃𝑃 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅 ∑ 𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒𝐾𝐾��⃗ ℎ𝛼𝛼𝐾𝐾��⃗ 𝑒𝑒
+ 𝛽𝛽𝐾𝐾��⃗ ℎ

+
𝐾𝐾��⃗ �0 >óñ.→ 2∑ 𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗𝐶𝐶(𝐾𝐾) ∙ 𝑔𝑔 ∙ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝐾𝐾��⃗ (𝑟𝑟𝑒𝑒−𝑟𝑟ℎ)

𝐾𝐾��⃗               (22à)  

 

ãäå 𝑀𝑀𝐾𝐾��⃗ 𝑖𝑖𝐾𝐾��⃗ 𝑗𝑗 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïîëÿðèçàöèè, 𝑒𝑒𝑖𝑖𝐾𝐾��⃗ 𝑟𝑟 ∙ 𝐶𝐶(𝐾𝐾) ∙ 𝑔𝑔  -ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.  

Ðàññìîòðåâ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôåðìèîííûìè è êâàçèáîçîííûìè 
îïåðàòîðûìè 𝐵𝐵+, �𝛼𝛼𝐾𝐾𝑒𝑒

+ 𝛼𝛼𝐾𝐾𝑒𝑒 ,𝐵𝐵+� ≈ 0, (àíàëîãè÷íî äëÿ äûðîê) ïðèáëèæåííî âûïîëíÿþùèåñÿ äëÿ 
ñëàáî-âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé êðèñòàëëà [10], ìîæíî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð ïîëÿðèçàöèè 
P (9) êîììóòèðóåò ñ ïîëíûì ãàìèëüòîíèàíîì ìåæçîííûõ âîçáóæäåíèé, òàê ÷òî ó íèõ îáùèå 
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè   
                                                       𝐶𝐶�𝐾𝐾��⃗ � = 𝐵𝐵�𝐾𝐾��⃗ � 
È åñëè ïðåíåáðå÷ü ëîêàëüíûìè ïîëåâûìè  ýôôåêòàìû (21), òî  
 
     ℰ𝜔𝜔2𝐸𝐸 + 𝑐𝑐2 ∇𝑅𝑅2𝐸𝐸 = −8𝜋𝜋𝜔𝜔2𝑀𝑀0 ∙ 𝐵𝐵(𝑟𝑟 = 0,𝑅𝑅)                     (23)      
   (ñì.(17)).  
 

3. Êâàíòîâàíèå ýêñèòîííûõ ïîëÿðèòîíîâ â ñôåðè÷åñêèõ íàíîêðèñòàëëàõ. 
 

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå 𝑅𝑅0 ≫ 𝑎𝑎á (ñëàáîå êâàíòîâàíèå) ýíåðãèÿ ñâÿçè (𝑒𝑒 − ℎ) ïàðû  ïðåâîñõîäèò 
ýíåðãèþ ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ ýëåêòðîíà  è äûðêè. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ìàññ 
(𝑒𝑒 − ℎ)  ïàðû îòñòîèò íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ïîâåðõíîñòè ñôåðè÷åñêîãî íàíîêðèñòàëëà è 
âëèÿíèå ïîâåðõíîñòè íà ýíåðãèþ ñâÿçè ñèñòåìû (𝑒𝑒 − ℎ) äîñòàòî÷íî ñëàáî. Ñ öåëüþ îáîñíîâàíèÿ 
òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20) ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëíîé ñèñòåìå 
âîäîðîäíûõ  âîëíîâûõ ôóíêöèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑟𝑟):  

 
     𝐵𝐵�𝑟𝑟,��⃗ 𝑅𝑅�⃗ � = ∑ 𝐴𝐴𝑛𝑛�𝑅𝑅�⃗ �𝑓𝑓𝑛𝑛,𝑒𝑒(𝑟𝑟)𝑛𝑛         (24) 
 

Ïðåäñòàâëåíèå (24) äà¸ò âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ãðàíèöû íàíîêðèñòàëëà,  
ïðîèñõîäÿùåå  çà ñ÷åò ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ äâèæåíèÿ ïîëÿðèòîííûõ âîçáóæäåíèé êàê öåëîãî 
âíóòðè êâàíòîâîé òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ 𝐴𝐴𝑛𝑛�𝑅𝑅�⃗ � îòûñêèâàþòñÿ â õîäå 
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå ÊÒ. Â ñèëó ñèììåòðèè 𝛿𝛿 
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ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè (20) (ñì. (21), â ðàçëîæåíèè (24), äëÿ áîëüøèíñòâà ïðÿìîçîííûõ 
ïîëóïðîâîäíèêîâ, âêëàä äàþò òîëüêî 𝑠𝑠 -ñîñòîÿíèÿ. Îãðàíè÷èâàÿñü â ðàçëîæåíèè (24) âîëíîâîé 
ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà è äûðêè äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ  

                                                                     𝑓𝑓0(𝑟𝑟) = 1

�𝜋𝜋𝑎𝑎03
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �− 𝑟𝑟

𝑎𝑎0
�        (25)    

ãäå  𝑎𝑎0 = ℏ2

𝑚𝑚𝑒𝑒𝑒𝑒2
 -áîðîâñêèé ðàäèóñ àòîìà âîäîðîäà, è ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (24) â óðàâíåíèå (20), 

ïîëó÷èì  

      �𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℏ𝜔𝜔�𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ �𝑓𝑓0(𝑟𝑟) − 𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � ∙
ℏ2

2𝜇𝜇∗
∇𝑟𝑟2𝑓𝑓0(𝑟𝑟) − 𝑓𝑓0(𝑟𝑟) ℏ2

2𝑀𝑀∗ ∇𝑅𝑅
2𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � −

𝑒𝑒2

ℰ𝑟𝑟
𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ �𝑓𝑓0(𝑟𝑟) = 

                                                                                        = 𝐸𝐸�𝑅𝑅�⃗ �𝑀𝑀0𝛿𝛿(𝑟𝑟)                     (26) 
 

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íà  𝑓𝑓0∗(𝑟𝑟)   è èíòåãðèðóåì ïî  𝑟𝑟 
 

 �𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℏ𝜔𝜔�𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � + 𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � ∫ 𝑓𝑓0∗(𝑟𝑟) �− ℏ2

2𝜇𝜇∗
∇𝑟𝑟2 −

𝑒𝑒2

ℰ𝑟𝑟
� 𝑓𝑓0(𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑟𝑟 − ℏ2

2𝑀𝑀∗ ∇𝑅𝑅
2𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � = 𝐸𝐸�𝑅𝑅�⃗ �𝑀𝑀0 𝑓𝑓0∗(0)        (27)

  

           Ò. å  �𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℏ𝜔𝜔 + ℰ0�𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � −
ℏ2

2𝑀𝑀∗ ∇𝑅𝑅
2𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � = 𝐸𝐸�𝑅𝑅�⃗ �𝑀𝑀0𝑓𝑓0∗(0)        (28)  

ãäå  ℰ0 = −𝑚𝑚𝑒𝑒𝑒𝑒4

2ℏ2
 

Ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (28) ïðè êðàåâîì óñëîâèè, ñîñòîÿùåå â ðàâåíñòâå íóëþ îãèáàþùåé 
ôóíêöèè 𝐴𝐴0(𝑅𝑅�⃗ )  íà ãðàíèöå ÊÒ  (𝑅𝑅 = 𝑅𝑅0).  

Â ñèëó ñèììåòðèè ÊÒ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (28) ñëåäóåò èñêàòü â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå 
êîîðäèíàò  

 � 1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑅𝑅2 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + 1

𝑅𝑅2
∙ 1
sin𝜃𝜃

� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�− sin𝜃𝜃 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + 1

sin 𝜃𝜃
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜑𝜑2
�� 𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � + 

                                                    + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℰ0�𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � = −2𝑀𝑀∗

ℏ2
𝐸𝐸�𝑅𝑅�⃗ �𝑀𝑀0𝑓𝑓0∗(0)                  (29) 

 
Ïðè äâèæåíèè â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ÊÒ 

áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñ 
îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè ìîìåíòà 𝐿𝐿 è åãî ïðîåêöèè 𝑚𝑚, êîòîðûìè îïðåäåëÿåòñÿ óãëîâàÿ 
çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ äâèæåíèÿ ïîëÿðèòîííîãî âîçáóæäåíèÿ êàê öåëîãî. 

Ââîäèì îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà  
 

𝐿𝐿�2 = − � 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃

∙ 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜑𝜑2
+ 1

sin𝜃𝜃
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�sin𝜃𝜃 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
�� , ò.å 

� 1
𝑅𝑅2
�2𝑅𝑅 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝑅𝑅2 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
� − 𝐿𝐿�2

𝑅𝑅2
� 𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℰ0�𝐴𝐴0�𝑅𝑅�⃗ � = −2𝑀𝑀∗

ℏ2
𝐸𝐸�𝑅𝑅�⃗ �𝑀𝑀0𝑓𝑓0∗(0)        (30) 

 
Â ðåøåíèè A0�R��⃗ � ïðîèçâîäèì ðàçäåëåíèå ðàäèàëüíîé è óãëîâîé ÷àñòåé, 
  

     A0�R��⃗ � = K(R)YLm(θ,φ),                    (31) 
 
ãäå  𝑌𝑌𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜃𝜃,𝜑𝜑)  -ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
 

 L�2YLm(θ,φ) = L(L + 1) ∙ YLm(θ,φ), 
ïîëó÷èì   
 

�
2
R
∂
∂R

+
∂2

∂R2�K(R)𝑌𝑌𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜃𝜃,𝜑𝜑) −
𝐿𝐿(𝐿𝐿 + 1)

𝑅𝑅2
K(R)YLm(𝜃𝜃,𝜑𝜑) + 

                                      + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℰ0�𝐾𝐾(𝑅𝑅)𝑌𝑌𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜃𝜃,𝜑𝜑) = −2𝑀𝑀∗

ℏ2
𝐸𝐸�𝑅𝑅�⃗ �𝑀𝑀0𝑓𝑓0∗(0)      (32) 
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Îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ óìíîæèì íà 𝑌𝑌𝐿𝐿𝐿𝐿∗ (𝜃𝜃,𝜑𝜑)  è èíòåãðèðóåì ïî  𝜃𝜃 è  ïî 𝜑𝜑. 
Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îäíîìåðíîå óðàâíåíèå  

 

                   �
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑅𝑅2
+

2
𝑅𝑅
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�K(R) −

L(L + 1)
R2 K(R) +

2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℰ0�𝐾𝐾(𝑅𝑅) = 

                                                          = −2𝑀𝑀∗

ℏ2
𝐸𝐸�𝑅𝑅�⃗ �𝑀𝑀0𝑓𝑓0∗(0) ∙ ∬𝑌𝑌𝐿𝐿𝐿𝐿∗ (𝜃𝜃,𝜑𝜑) sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑      (33) 

Ïîäñòàâèì     K(R) = χ(R)
R

          (34) 

 
Â èòîãå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ 
 

           
𝜕𝜕2χ(R)
𝜕𝜕𝑅𝑅2

− L(L+1)
R2

χ(R) + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℰ0�χ(R) = 

                                      = −2𝑀𝑀∗

ℏ2
∙ 𝑅𝑅 ∙ E(R)M0𝑓𝑓0∗(0) ∙ ∬YLm∗ (θ,φ) sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑       (35) 

 
Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ  𝐿𝐿 = 0          

    

                                  
∂2χ(R)
∂R2

+ 2M∗

ℏ2
�ℏω − Eg − ℰ0�χ(R) =  C ∙ R ∙ E(R),                    (36) 

 

ãäå C = −2M∗

ℏ2
∙ M0f0∗(0) ∙ ∬YLm∗ (θ,φ) sin θ dθdφ.       

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (36), ãäå ýëåêòðè÷åñêîå 
ïîëå ñâåòîâîé âîëíû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïëîñêîé âîëíû  E(R) = E0𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖, èìååò âèä                 

                                                      χ(R) = 𝑅𝑅(𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖        (37) 
Ïðè óñëîâèè, ÷òî ϰ2 = 𝑖𝑖𝑖𝑖 ÿâëÿåòñÿ îäíîêðàòíûì êîðíåì õàðàêòåðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ      

ϰ2 + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℰ0� = 0,   ò. å. 

                                                                   𝐾𝐾2 = 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℰ0�                    (38) 

 
Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (37) â óðàâíåíèå (36), íàõîäèì 
 

2𝐴𝐴 + 4𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝐾𝐾2𝐴𝐴𝑅𝑅2 + 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝐾𝐾2𝐵𝐵𝐵𝐵 +
2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℇ0�𝐴𝐴𝑅𝑅2 + 

                                                                 + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℇ0�𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐸𝐸0        (39) 

 

   ò. å. 2(𝐴𝐴 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) + �4𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝐾𝐾2𝐵𝐵 + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℇ0�𝐵𝐵�𝑅𝑅+ 

                                                           + �−𝐾𝐾2𝐴𝐴 + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℇ0�𝐴𝐴�𝑅𝑅2 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐸𝐸0                    (40) 

 
Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöåíòû ïðè ÷ëåíàõ ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè 𝑅𝑅, ïîëó÷èì ñèñòåìó  
 

                                                   �

𝐴𝐴 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0
4𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝐾𝐾2𝐵𝐵 + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℇ0�𝐵𝐵 = 𝐶𝐶𝐸𝐸0

𝐾𝐾2 = 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℇ0�

     (40à) 

(ñì. 38) 
Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ñèñòåìû èìååì  
 

   4𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℇ0�𝐵𝐵 + 2𝑀𝑀∗

ℏ2
�ℏ𝜔𝜔 − 𝐸𝐸𝑔𝑔 − ℇ0�𝐵𝐵 = 𝐶𝐶𝐸𝐸0    

  

 ò. å.    𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝑖𝑖𝑖𝑖

= − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸0
4𝐾𝐾

,   𝐵𝐵 = − 𝐴𝐴
𝑖𝑖𝑖𝑖

= 𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝐾𝐾2

                       (41) 

 



42 

 

Ïðè ýòîì                              𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸0
4𝐾𝐾

𝑅𝑅 + 𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝐾𝐾2

= 𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝐾𝐾2

(1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖),  òàê ÷òî  

   𝜒𝜒(𝑅𝑅) = 𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝐾𝐾2

(1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) ∙ 𝑅𝑅 ∙ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖    è  𝐾𝐾(𝑅𝑅) = 𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝐾𝐾2

(1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) ∙ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖          (42) 

 
Ðåøåíèå îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ (33), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâîìó óñëîâèþ íà ãðàíèöå ÊÒ, 

ïðåäñòàâèì â âèäå êîìáèíàöèè 𝐾𝐾(−𝑅𝑅) + 𝐾𝐾(𝑅𝑅) = 𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝐾𝐾2

�(1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + (1 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) ∙ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖� =
𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝐾𝐾2

�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�� = 𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝐾𝐾2

[2 cos𝐾𝐾𝐾𝐾 + 2𝐾𝐾𝐾𝐾 sin𝐾𝐾𝐾𝐾] =

2 𝐶𝐶𝐸𝐸0
4𝐾𝐾2

√𝐾𝐾2𝑅𝑅2 + 1 sin(𝐾𝐾𝐾𝐾 + 𝛽𝛽), 

ãäå  tan𝛽𝛽 = 1
𝐾𝐾𝐾𝐾

  , ò. å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (33) èìååò âèä  

 

    
𝐶𝐶𝐸𝐸0
2𝐾𝐾2

√𝐾𝐾2𝑅𝑅2 + 1 ∙ sin �𝐾𝐾𝐾𝐾 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan 1
𝐾𝐾𝐾𝐾
�        (43) 

 
Êðàåâîå óñëîâèå íà ãðàíèöå ÊÒ îïðåäåëÿåò äîçâîëåííûå çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà  𝐾𝐾 =

𝐾𝐾𝑛𝑛 ;  

                                                   𝐾𝐾𝑛𝑛𝑅𝑅0 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan 1
𝐾𝐾𝑛𝑛𝑅𝑅0

= 𝜋𝜋𝜋𝜋,       𝑛𝑛 = 0, ±1, ±2, …, 
Êîòîðûå ïðåäîïðåäåëÿþò ñïåêòð ïîëÿðèòîííûõ ñîñòîÿíèé (38) 

                    ℏ𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝐸𝐸𝑔𝑔 + ℇ0 + ℏ2𝐾𝐾𝑛𝑛2

2𝑀𝑀∗         (44) 

è âîëíîâûå ôóíêöèè  
 

                             𝐵𝐵(𝑟𝑟,𝑅𝑅) = 1

�𝜋𝜋𝑎𝑎03
∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �− 𝑟𝑟

𝑎𝑎0
� ∙ 𝐶𝐶𝐸𝐸0

2𝐾𝐾𝑛𝑛2
�𝐾𝐾𝑛𝑛2𝑅𝑅2 + 1 ∙ sin �𝐾𝐾𝑛𝑛𝑅𝑅 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan 1

𝐾𝐾𝑛𝑛𝑅𝑅
�     (45) 

Ðåøåíèÿ (45) ïîçâîëÿþò íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿðèçàöèè (22à), à òàêæå îöåíèòü 
êîýôôèöåíò ìåçæîííîãî ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå ðåøèâ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà(22). 
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Для обеспечения нормальной жизнедеятельности, кроме макроэлементов, растениям 
необходимы микроэлементы: бор, марганец, медь, цинк, молибден, кобальт и ванадий. 
Содержание каждого из этих элементов в растениях составляет от тысячных до стотысячных 
долей % [1]. 

Медь активизирует витамины группы В и задерживает процесс физиологического 
старения, способствуя тем самым усилению жизнедеятельности листа. 

Медь входит в состав целого ряда окислительно-восстановительных ферментов и 
принимает участие в процессах фотосинтеза, углеводного и белкового обмена. Недостаток 
доступной растениям меди на осушенных торфяно-болотных почвах с нейтральной или 
щелочной реакцией вызывает “болезнь обработки” или “белую чуму” у зерновых культур. 
Кончики листьев становятся белыми и злаковые растения хотя и выбрасывают колос, но 
полноценных зерен не образуют. При недостатке меди резко снижается урожай зерна, а при 
остром медном голодании наблюдается полное отсутствие плодоношения [1].  

У различных плодовых деревьев при недостатке меди побеги дают в начале вегетационного 
периода большие приросты, крупные, интенсивно окрашенные листья. Затем верхушечная точка 
побега отмирает, листья становятся хлоротичными. На коре возникают пузырчатые вздутия, 
наполненные камедью. Во влажную погоду из разрывов вздутий течет камедь. В дальнейшем 
большие побеги отмирают. Применение солей меди приводит к восстановлению нормального 
роста побегов [2]. 

 Недостаток меди в кормах приводит к заболеванию животных лизухой. У животных 
пропадает аппетит, резко снижается содержание гемоглобина в крови, происходит общее 
истощение организма, возникает рахит. Анализы показали, что заболевание проявляется в том 
случае, если в  кормах содержание меди составляет менее 4 – 5 мг на 1 кг грубого корма. 

Медь – один из важнейшх микроэлементов, влияющий на усвоение азота растениями. 
Медные удобрения содействуют синтезу белков, жиров и витаминов растительными 
организмами. В биологических системах обнаружен ряд медьсодержащих протеинов, связанный 
с кислородом: гемоцианин, цитохромная оксидаза, тиросиназа. Церулоплазмин (белок сыворотки 
крови) содержит свыше 95 % всей меди, находящейся в млекопитающих [3]. 

Доминирующая роль меди в биологических системах определяется ее способностью 
стабилизировать серные радикалы. Медь не является остротоксичной для человека. Медь 
является необходимым элементом, участвующим в работе ряда ферментов и гoрмонов, в 
процессе кроветворения. Однако при повышенных содержаниях она токсична. Допустимая 
суточная нагрузка – 500 мкг/кг массы тела [4]. Медь как окислитель в пищевых продуктах 
разрушает витамины С и А, ухудшает органолептические свойства, способствует образованию 
весьма токсичных продуктов окисления липидов в жирах и маслах. В некоторых случаях 
дефицит меди в организме человека имитирует хроническую его интоксикацию. Канцерогенные 
и мутагенные свойства меди не установлены.  

Таким образом, в круговороте меди: вода - почва – растение – животные и человек, 
содержание подвижных форм меди в почве занимает приоритетное место. 

Аналитический контроль за содержанием меди в объектах окружающей среды, в частности, 
в почве, является столь же актуальной, как и определение ионов других тяжелых элементов. 

Почвы считаются бедными медью при содержании ее легкорастворимых форм меньше 1,5 
мг на 1 кг почвы ( см. таблицу 1). 


