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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó  

               
( ) ,

( ) ,

y p t y

y r t y

′ =

′ =
1 2

2 1

                                    (1) 

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè )(tp  è )(rr  îïðåäåëåíû íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè è ëîêàëüíî 

ñóììèðóåìû (èíòåãðèðóåìû â ñìûñëå Ëåáåãà íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå), ïðè÷åì   
                                                           0)( ≥tp ,                                                                    (2) 

è  

                                                                 ∫
+∞

+∞=
0

)( dssp                                                                           

(3) 

(ñëó÷àé ∫
+∞

+∞<
0

)( dssp  áûë ðàññìîòðåí â [1], [2]). Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû  (1)  â ýòîì ñëó÷àå áóäåì 

ïîíèìàòü âåêòîð-ôóíêöèþ 







)(
)(

2

1

ty
ty

, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò êîòîðîé ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, 

è êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1) ïî÷òè âñþäó íà [0, )+ ∞ . Ðåøåíèå 







)(
)(

2

1

ty
ty

 ñèñòåìû (1) áóäåì 

íàçûâàòü íåòðèâèàëüíûì, åñëè ( )y t ≡1 0  â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè +∞ . 

Îïðåäåëåíèå 1. Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå  







)(
)(

2

1

ty
ty

 ñèñòåìû (1) íàçîâåì îñöèëëèðóþùèì, åñëè 

ôóíêöèÿ )(1 ty   èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè  ∞+ . 

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ îñöèëëèðóþùåé, åñëè âñå åãî ðåøåíèÿ 
îñöèëëèðóþùèå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ íåîñöèëëèðóþùåé. 

Заметим, что лèíåéíîå óðàâíåíèå  
     ( ) 0′′ − =y r t y  

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (1) ( ( ) 1)≡p t . Îñöèëëÿöèîííûå ñâîéñòâà  ýòîãî óðàâíåíèÿ 

áîëåå èëè ìåíåå èññëåäîâàíû (ñì., íàïðèìåð, [3]-[5]) . Îäíàêî, ÷òî êàñàåòñÿ ñèñòåìû (1), òî 
óêàçàííûå ñâîéñòâà äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ íå êîíöà èññëåäîâàííûìè. Â äàííîé ðàáîòå îïðåäåëÿþòñÿ 
íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå îñöèлëÿöèþ ñèñòåìû (1).  

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [6, òåîðåìà 10.1] èëè [7, ëåììà 2]), ÷òî åñëè  ñèñòåìà (1), ïðè 
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2),  èìååò  ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå, òî тогда êàæäàÿ èç 
åãî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùåé. 

Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè  0)( ≡tp   â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ∞+ , òî î÷åâèäíî, ÷òî 

ñèñòåìà (1) áóäåò íåîñöèëëèðóþùåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 
0)( ≡tp  â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ∞+ .  
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Ââåäåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü 

        
0

( ) ( )= ∫
t

P t p s ds .                                                               (4) 

Â ñèëó óñëîâèé (2) è (3), î÷åâèäíî, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå pa > 0 , ÷òî ( ) 0>P t  äëÿ pt a≥ . Ïðèìåì 

( )( ) ( ) ( ) ( )
t s

t P t p s r d dsϕ τ τ−
= ∫ ∫

1

0 0

  äëÿ pt a≥                                      (5) 

Ñëåäóùèé ðåçóëüòàò  õîðîøî èçâåñòåí (ñì. [6], òåîðåìà 12.3).  
Òåîðåìà 1. Ïóñòü  

lim ( )ϕ
→+∞

= +∞
t

t ,                                                      

èëè 
lim inf ( ) lim sup ( )ϕ ϕ
→+∞ →+∞

−∞ < <
t t

t t . 

Òîãäà ñèñòåìà (1) îñöèëëèðóþùàÿ. 
Î÷åâèäíî, ÷òî òåîðåìà 1 íåïðèìåíèìà â ñëó÷àÿõ, êîãäà lim inf ( )

t
tϕ

→+∞
= −∞  è êîãäà ñóùåñòâóåò 

êîíå÷íûé ïðåäåë 
    lim ( )

t
tϕ ϕ

→+∞
= 0

.                                                                     (6) 

 
Â ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïîñëåäíèé ñëó÷àé (ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 
(6)). 

Äàëåå, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì, [6], ëåììà 12.1).  

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü 
( )
( )

y t
y t

 
 
 

1

2

 -ðåøåíèå ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ  

                                                                    ( )y t ≠1 0  äëÿ  t a≥ .                                                            (7)  

Òîãäà  

                                                                   ( ) ( )
a

p s u s ds
+∞

< +∞∫ 2 ,                                                             (8) 

ãäå  

                                                                
( )

( )
( )

y t
u t

y t
= 2

1

  äëÿ  t a≥ .                                                          (9) 

Èìååò ìåñòî 

Ëåììà.  Ïóñòü 
( )
( )

y t
y t

 
 
 

1

2

 -ðåøåíèå ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (7). Òîãäà äëÿ  t a≥  

     2
0

0

( ) ( ) ( ) ( )ϕ
+∞

= + +∫ ∫
t

t

u t r s ds p s u s ds ,                                            (10) 

ãäå   )(tu  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (9). 

Äîêàçàòåëüñòâî.  Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t a≥ . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà 
ñèñòåìû (1), áóäåì èìåòü 

                                             
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

y t y t y t y t
u t r t p t u t

y t

′ ′−′ = = − 22 1 1 2

2

1

.                                 (11) 

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî â ïðåäåëàõ îò a äî  t ,  áóäåì èìåòü 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

a a

u t u a r s ds p s u s ds− = −∫ ∫ 2  .                                        (12) 

 
Ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèå (12)  ê âèäó 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a t

a t

u t u a r s ds p s u s ds r s ds p s u s ds
+∞ +∞

= − − + +∫ ∫ ∫ ∫2 2

0 0

, 

Òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü è â âèäå 

                                               2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕ
+∞

= + +∫ ∫
t

t

u t a r s ds p s u s ds ,                                                   (13) 

ãäå 

                                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a

a

a u a r s ds p s u s dsϕ
+∞

= − −∫ ∫ 2

0

. 

Èç ðàâåíñòâà (13) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (10), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî 

0( )ϕ ϕ=a . Ïîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (13) íà ( )p t   è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå â 

ïðåäåëàõ îò a  äî  t . Ïîëó÷èì      

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t s t

a a a s

u s p s ds u a p s ds p s r d ds p s p u d dsτ τ τ τ τ
+∞

= + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 2

0 0

.                 (14) 

Ó÷èòûâàÿ (3) è (4), ïðè x ≥ 0   áóäåì èìåòü    

                                                      lim ( ) ( )
t t

t
x

p s ds p s ds
−

→+∞

 
  
 

⋅ =∫ ∫
1

0

1 ,                                                         (15) 

è  

                                               lim ( ) ( ) ( )
t t s

t
a

p s ds p s r d dsτ τ ϕ
−

→+∞
=

 
 
 
∫ ∫ ∫

1

0

0 0

.                                               (16) 

Äàëåå, ïðèìåíèâ èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, áóäåì èìåòü 

            ∫∫∫ ≤








 t

a

t

a

t

a

dssuspdsspdssusp )()()()()( 2

2

. 

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ  (3), è óòâåðæäåíèÿ 1, íàéäåì 

                                                     .0)()()(lim
1

0
∫∫ =⋅








−

+∞→

t

x

t

t
dssuspdssp                                               (17) 

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåãêî äîêàçûâàåìûì íåðàâåíñòâîì  

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t x t

a s a s x x

p s p u d ds p s p u d ds p s ds p s u s dsτ τ τ τ τ τ
+∞ +∞ +∞

≤ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫2 2 2   äëÿ  t x a≥ ≥ . 

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2), (8)  è (15),  à òàêæå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì 

    lim sup ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

t
a s x

p s ds p s p u d ds p s u s dsτ τ τ
− +∞ +∞ +∞

→+∞
≤

 
 
 
∫ ∫ ∫ ∫

1

2 2

0

   äëÿ  x a≥ . 

Ñëåäîâàòåëüíî, 

    lim sup ( ) ( ) ( ) ( )
t t

t
a s

p s ds p s p u d dsτ τ τ
− +∞

→+∞

 
  
 

=∫ ∫ ∫
1

2

0

0 .                                      (18) 

Äàëåå, óìíîæèâ îáå ÷àñòè (14) íà ( )
t

p s ds
−

 
 
 
∫

1

0

, è, ïåðåéäÿ â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ê  ïðåäåëó ïðè 

t → +∞ , ñ ó÷åòîì (15)-(18), ìû ïîëó÷èì, что 0( )ϕ ϕ=a , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.  

 
 
 



6 

 

Ïîëîæèì 

( )( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )
t t

I t P t r s ds S t P t P s r s dsϕ −
= − = −

 
 
 

∫ ∫
1 2

0

0 0

  äëÿ pt a≥ , 

                     1 2lim inf ( ), lim sup ( )
→+∞ →+∞

= =
t t

I I t I I t ,                                                         (19) 

                                         1 2lim inf ( ), lim sup ( )
→+∞ →+∞

= =
t t

S S t S S t . 

Òåîðåìà 2.  Ïóñòü  

 
t

P t
t

P t
ϕ ϕ

→+∞
− >0

( ) 1
lim sup ( ( ))

ln ( ) 4
.                                                       (20)  

Òîãäà ñèñòåìà (1) îñöèëëèðóþùàÿ. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (19) èìååò ìåñòî è ïðè ýòîì ñèñòåìà (1) 

íåîñöèëëèðóþùàÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ ðåøåíèå 
( )
( )

y t
y t

 
 
 

1

2

 ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (7), 

ãäå pa a> . Ñîãëàñíî ëåììå 1, áóäåò âåðíûì ðàâåíñòâî (10), ãäå u  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (9).  

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (10) íà p  è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå îò a  äî t . Ïîëó÷èì  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t s t

a a a a s

p s u s ds c p s ds p s r d ds p s p u d dsτ τ τ τ τ
+∞

= + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 2
0

0

 

èëè 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t à t s a s

a

p s u s ds c p s ds p s ds p s r d ds p s r d dsτ τ τ τ
   
     

  
= − + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫0

0 0 0 0 0 0

 

          ( ) ( ) ( )
t

a s

p s p u d dsτ τ τ
+∞

+∫ ∫ 2 . 

Ó÷èòûâàÿ  (4) è (5), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
t t

a a s

P t t p s u s ds p s p u d ds aϕ ϕ τ τ τ ψ
+∞

− = − +∫ ∫ ∫ 2

0 0( )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,                            (21) 

ãäå 

a P a aψ ϕ ϕ= −0 0( ) ( )( ( )) . 

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âòîðîé èç èíòåãðàëîâ â (21), ïîëó÷èì 

              
t

a s

t p s u s P s u s ds P t p s u s d ds aP t ϕ τ ψϕ
+∞

− = − − +∫ ∫ 2

0 1( )) ( ) ( )(1 ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ,                     (22) 

ãäå  

a

a a P a p s u s dsψ ψ
+∞

= + ∫ 2

1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . 

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåãêî äîêàçûâàåìûì íåðàâåíñòâîì  

             P s u s P s u s− ≤
1

( ) ( )(1 ( ) ( ))
4

    äëÿ s a≥ , 

ìû èç ðàâåíñòâà (22) ïîëó÷èì 

          P t t P t aψ ψ ψ− ≤ +0 2

1
( )( ( )) ln ( ) ( )

4
,                                   (23) 

ãäå  

a a P aψ ψ= −2 1

1
( ) ( ) ln ( )

4
. 

Òîãäà, èç íåðàâåíñòâà (23), ñ ó÷åòîì  (3)  áóäåò ñëåäîâàòü  
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t

P t
t

P t
ψ ψ

→+∞
− ≤0

( ) 1
lim sup ( ( ))

ln ( ) 4
, 

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (20). 

Ñëåäñòâèå 1.  Ïóñòü I > −∞1   è 

          ( )
t

t
P t P s r s ds

−

→+∞
>∫

1

0

1
lim sup ( ) ( ) ( )

4
.                                                       (24) 

Òîãäà ñèñòåìà (1) îñöèëëèðóþùàÿ. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè t ≥ 0  áóäåì èìåòü 

                  
t t s t t s

P s r s ds P s r d ds P t r s ds p s r d dsξ ξ ξ ξ
′

= = −
 
 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . 

Îòñþäà ïðè pt a> ,  ïîëó÷èì 

                          
tP t I t

t P s r s ds
P t P t P t

ψ ψ− = +∫0

0

( ) 1 ( )
( ( )) ( ) ( )

ln ( ) ln ( ) ln ( )
. 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî I > −∞1 , à òàêæå óñëîâèÿ (24) è (3), ìû ïîëó÷èì, ÷òî èìååò ìåñòî óñëîâèå (20). 

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ñèñòåìà (1) áóäåò îñöèëëèðóþùåé. 
Ñëåäñòâèå 2.  Ïóñòü  

       
t

I t S t
→+∞

+ >
1

lim inf [ ( ) ( )]
2

.                                                            (25) 

Òîãäà ñèñòåìà (1) îñöèëëèðóþùàÿ. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè t > 0  èìååì 

τ τ τ τ
′ 

= = − = 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
t t s t t s

P s r s ds P s r d ds P t r s ds p s P s r d ds2 2 2

0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )  

ψ= + − = − +∫ ∫ ∫ ∫
t t s t

P t r s ds p s I s ds p s P s ds P t I t p s I s ds2
0

0 0 0 0

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) . 

Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ïðè  pt a>  

          ( )
t

P t p s I s ds I t S t
−

= +∫
1

0

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .                                                  (26) 

Îáîçíà÷èâ ïðè  pt a>  

                                                       ( )
t

M t P t p s I s ds
−

= ∫
1

0

( ) ( ) ( ) ( ) , 

è, ó÷èòûâàÿ  (3) è (25), èç ñîîòíîøåíèÿ (26) íàéäåì, ÷òî 

t
M t

→+∞
>

1
lim inf ( )

4
.                                                                 (27) 

Ó÷èòûâàÿ (27), íåòðóäíî íàéòè,÷òî 

( )
p

t

t
a

p s
P t M s ds

P s

−

→+∞
>∫

1 ( ) 1
lim inf ( ) ( )

( ) 4
.                                                 (28) 

 
 

Äàëåå, ïîñêîëüêó ïðè pt a>  
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p p

t t s

p p

a a

p s
I s ds p s q d ds P t t P a a

P s
ψ τ τ ψ ψ ψ ψ= − = − − −
 
 
 

∫ ∫ ∫0 0 0

0

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )( ( ))

( )
,      

òî òîãäà áóäåì èìåòü 

                             
p

t
p p

a

P a aP t p s
t I s ds

P t P t P s P t

ψ ψ
ψ ψ

−
− = +∫ 0

0

( )( ( ))( ) 1 ( )
( ( )) ( )

ln ( ) ln ( ) ( ) ln ( )
.                          

(29) 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè pt a>   èìååì 

           ( )
p p p

t t s t

p

a a a

p s p s
I s ds P t p I d ds M t M s ds M a

P s P s
τ τ τ−

′
= = + −

 
 
 

∫ ∫ ∫ ∫
1

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
 

Òîãäà, èç ðàâåíñòâà  (29) ïðè pt a>    ïîëó÷èì 

         ( )
p

t
p p

p

a

P a ap s
t P t M t M a M s ds

P s P t

P t

P t

ψ ψ
ψ ψ − −

= − + +−
 
 
 

∫
1 0

0

( )( ( ))( )
( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ln ( )

( )
(

ln ( )
.    

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ñ ó÷åòîì (2) è (28),  áóäåò ñëåäîâàòü óñëîâèå (20), è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò 
èìåòü ìåñòî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2. 

Ñëåäñòâèå 3.  Ïóñòü  I >1

1

4
 èëè S >1

1

4
. Òîãäà ñèñòåìà (1) îñöèëëèðóþùàÿ. 

 Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî I >1

1

4
. Òîãäà, èç ñîîòíîøåíèÿ (26) áóäåò 

ñëåäîâàòü, ÷òî èìååò ìåñòî óñëîâèå (25). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, ñèñòåìà (1) áóäåò îñöèëëèðóþùåé. 
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî  

S >1

1

4
.                                                                     (30) 

ßñíî, ÷òî ïðè pt a>  

                  
p p

t t

p

a a

p s
P s r s ds S t S a S s ds

P s
= − +∫ ∫

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
.                                         (31) 

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (30), ìû ïîëó÷èì 

       ( )
t

t
P t P s r s ds

−

→+∞
>∫

1

0

1
lim inf ( ) ( ) ( )

4
.                                             (32) 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÿñíî, ÷òî  ïðè pt a>  

              
tp t

t P s r s ds
P t

ϕ′ = ∫2

0

( )
( ) ( ) ( )

( )
. 

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îò t  äî t 0    ( )pt t a> >0 , ïîëó÷èì 

                         
t s

t

p s P s
t t P r d ds

P s P s
ϕ ϕ τ τ τ− =

 
 
 

∫ ∫
0

0 2

0

( ) ln ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ln ( )
. 

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (3) è (32), íàéäóòñÿ ε > 0  è pa a>   òàêèå, ÷òî ïðè t t a> >0  

                               
t

t

p s P s
t t ds

P s

ε
ϕ ϕ

+
− ≥ ∫

0

0 2

1 ( ) ln ( )
( ) ( )

4 ( )
. 

 

. 
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ñ ó÷åòîì  (3)  è  (6), ïðè t a>   ïîëó÷èì 
P t

t
P t

ε
ϕ ϕ

+
− ≥0

1 ln ( )
( )

4 ( )
. 

Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (20), è ïî òåîðåìå 2 ñèñòåìà (1) áóäåò îñöèëëèðóþùåé. 
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