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The work is represented in the data on the physical and chemical contaminants and pursuit of living 

organisms, including those on negative impacts on human health. 
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УДК 539.3                                                                                                                      Механика  
О РЕШЕНИИ ТИПА ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ ДЛЯ СМЕШАННОЙ 

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ АНИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ 
 

А.М. Хачатрян, А.Б. Товмасян, Г.А. Петросян 
 

Обсуждается вопрос построения решения типа пограничного слоя для прямоугольной 
ортотропной пластинки, на верхней лицевой плоскости которой заданы однородные значения 
компонентов тензора напряжения, а на нижней лицевой плоскости - смешанные однородные 
условия. С помощью асимптотического метода построено решение типа пограничного слоя, 
определены собственные числа, характеризующие скорости затухания найденных решений. 

Классические краевые задачи для изотропных пластин и оболочек асимптотическим методом 
решены в [1,2]. Классические и неклассические краевые задачи для анизотропных однослойных и 
многослойных балок, пластин и оболочек тем же методом решены в [3,4]. Напряженно-
деформированное состояние пластин с обшей анизотропией иследовано в [5]. Внутреннее решение 
для смешанных краевых задач для анизотропной пластинки асимптотическим методом построены в 
[6, 7]. 

 

1. Требуется найти решение типа пограничного слоя смешанной        краевой задачи для 
анизотропной прямоугольной пластинки в области ( ){ ,0:,, axzyx ≤≤=Ω  

}ahhzby <<≤≤≤ ,,0 , на лицевых плоскостях которой заданы следующие однородные 
условия 
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Для постраения решения типа пограничного слоя вблизи края 0=x  в трехмерных 
уравнениях теории упругости анизотроопного тела[8,9]  вводятся безразмерные координаты 

hzlyhxt /,/,/ === ζη  и безразмерные перемещения luU = , lvV = , lwW = , в 
результате чего получаем сингулярно возмущенную систему уравнений относительно малого 
геометрического параметра lh=ε , где ( )bal ,max= . Эту систему уравнений удобно решать 
асимптотическим методом интегрирования[3-6]. 

Решение полученных уравнений отыскивается в виде функций типа погранслоя[3,4] 
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где pR  любое из напряжений и перемещений, при этом 0Re >λ .  
Непротиворечивые значения для pχ  подбираются следующим образом 

                                                                       1, +== χχχχσ ii u , (1.3) 
где χ  произвольное число, которое определится из условия взаимодействия погранслоя с 
внутренним напряженным состоянием, λ  характеризует изменяемость напряжений и 
перемещений погранслоя.   

Подставляя (1.2), с учетом (1.3), в преобразованные уравнения теории упругости и, выразив 
все неизвестные величины пограничного слоя через напряжения ( )s

yzpσ  и ( )s
zpσ , получим известные 

формулы[3]: 
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где использованы следующие обозначения[3] 

                                               ( ) ( )6,5,4,3,1,,1
222222 =−= − jiaaaaaA jiijij ,           (1.5)    

  
( )s
kR  также известные величины и определяются по следующим реккурентным формулам[3]: 
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Удовлетворив условиям (1.1), для определения неизвестных функций ( )s
yzpσ  и ( )s

zpσ  получим 
следующую систему дифференциальных уравнений  
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Здесь iL  дифференциальные операторы, а ( ) ( )1
2

1
1 , −− ss RR  обобщенные нагрузки:  
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Нужно учесть, что ( ) 0≡−ks
iR , при ks < .   

При 0=s  уравнения (1.7) становятся однородными. 
В далнейшем подробно рассмотрена задача для ортотропных материалов.  
2. Для ортотропных материалов имеем  

                                       ( ) 0,6,5,4,0 564645321 ======= aaaiaaa iii . 
В связи с чем, упругие коэффициенты ijA  упрощаются, 
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в результате оператор 02 ≡L , а система уравнений (1.7) распадается на два самостоятельные 
уравнения, которым соответствуют решения типа плоского и антиплоского погранслоев[3-5]. 
При этом, поверхностные условия (1.1) и решение (1.4) также распадаются на две группы.  

Построим решение типа пограничного слоя соответствующее приближению 0=s .  
Плоский пограничный слой  
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Для решения этой задачи  необходимо рассмотривать соответственное характеристическое 
уравнение 
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Это уравнение может иметь корни трех типов в зависимости от значения                 
( ) 3311

2
5513 42 AAАAD −+=  [3,9]. 

a)  Корни уравнения (2.3) мнимые и отличны друг от друга ( 0>D ) 

                                                               λλ 24,312,1 , iqriqr ±=±=   (2.4) 
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      Корням (2.4),  при 0=s  соответствует следующее решение уравнения (2.1) 
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Решение (2.5) должно удовлетворить условиям (2.2).  В резултате получим систему 
однородных алгебраических  уравнений для определения неизвестных постоянных 
интегрирования. Поскольку система имеет нетривиальное решение лишь в том случае, когда ее 
определитель равнятся нулю, то приравнивая определитель этой системы к нулю, для определеня 
значения λ  получим уравнение: 
                                                                    0sinsin =+ mzzm ,  (2.6) 
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В этом случае величины плоского погранслоя определяются по формулам: 
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Здесь, и в дальнейшем, ( )0
nC  неизвестные постоянные, через которые выражаются остальные 

постоянные интегрирования, и они будут определены при удовлетворении торцевым условим. 
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б)  Корни характеристического уравнения (2.3) мнимые и кратные( 0=D )  

                                                                           λiqr ±= . (2.8) 
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Этим корням соответствует следующее решение: 
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Для величин плоского погранслоя будем иметь: 
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                                        ( ) ( ) ( ) 0,0,0 000 === paxypayzpa vσσ , 
где  

                                 
( )

nn

nn
nn qq

qq
BAqABaqab

AAqABAqABaqab

λλ
λλ

λ
2sin2
2sin2

,,

,,

13
2

11223
2

122

5513
2

11313
2

11123
2

121

−
+

=−=−=

−−=+=+=
   

а nλ  корень трансцендентного уравнения  
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                                                                      044sin =+ λλ qq ,  (2.11)
  
в)  Корни уравнения (2.3) комплексно-сопряженные( 0<D ) 

                                                        ( ) ( )λλ iqpriqpr ±−=±= 4,32,1 ,  (2.12) 

                                                    ( ) ( )1113553311
2 422 AAAAAp ++=  

                                                    ( ) ( )1113553311
2 422 AAAAAq −−=  

Решение задачи (2.5)-(2.6) представится в виде: 

                                                   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4
0

44
0

42
0

21
0

1
0 CCCC ϕϕϕϕσ +++=zp , (2.13) 

где λζλζϕλζλζϕλζλζϕλζλζϕ qshpqchpqshpqchp cos,sin,sin,cos 1111 ==== , 
где собственные числа nλ  определяются из следующего трансцендентного уравнения 

                                                              0sin =+ shmzzm , (2.14) 
                                                       где .,4 qpmqz == λ  
а все величины плоского погранслоя определяются аналогичным образом: 
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                                   ( ) ( ) ( ) 0,0,0 000 === paxypayzpa vσσ  
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Антиплоский пограничный слой 

                                         
( ) 00

3 =yzpL σ    или    
( )

02
442

02

66 =+
∂

∂
λ

ζ
σ

aa yzp  (2.16) 

                                             ( ) ( ) .01,01 ===−= ζσζσ yzyz  (2.17) 
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Общее решение уравнения (2.16) представится в виде  

                                           

( ) ζλζλσ
66

44
2

66

44
1

0 sincos
a
aC

a
aCyzp += . (2.18) 

Решением (2.18) удовлетворив условиям (2.17) получим систему однородных алгебраических  
уравнений для определения неизвестных постоянных интегрирования. Приравнивая 
определитель этой системы к нулю, получим уравнение, позоляющее определить значения λ : 

                                                









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⇔=

0cos

0sin
02sin

66

44
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a
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a
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λ

λ  (2.19) 

Если nλ  корень уравнения 0cos
66

44 =
a
a

λ , то есть     

                                                             
( )12

244

66 −= n
a
a

n
πλ   (2.20) 

то величины антиплоского погранслоя определяются по формулам  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0000000 ====== papaypaxzpaxpazpa wuσσσσ , 

 Если же nλ  корень уравнения 0sin
66

44 =
a
a

λ , то есть 

                                                                  
n

a
a

n πλ
44

66= ,  (2.22) 

то для определения неизвестных величин получим следующие формулы 
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                                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0000000 ====== papaypaxzpaxpazpa wuσσσσ . 
Уравнения, входящие в систему (1.7) при 1≥s  становятся неоднородными и они должны 

быть решены при двух различных вариантах. В первом варианте λ  есть корень 
трансцендентного уравнения (2.6), (2.11) или (2.14) плоского погранслоя. Во втором варианте λ  
соответствует антиплоскому погранслою и совпадает с (2.21) или же с (2.22). Решения 
уравнений, входящие в систему (1.7) в каждом варианте запишутся в виде[3] 

                                                            
( ) ( ) ( ) ( )apQQQ s

p
s
p

s
p ,,*0 +=     (2.24) 
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где ( )sQ0  является решением однородной системы, а ( )sQ*  частное решение неоднородной 
системы. Решения однородных систем плоского погранслоя первого варианта и антиплоского 
погранслоя второго варианта будут тождественно удовлетворять граничным условиям (1.1), в 
силу неизменности структуры решения однородной задачи для каждого s  и удовлетворения этих 
условий при 0=s .  

Аналогичным образом можно построить решения типа пограничного слоя вблизи торцов 
ax =  и by ,0= . 

Решение пространственной краевой задачи есть сумма внутренней задачи и пограничных слоев 

                                                            apвн QQQJ ++= , (2.25) 
где apвн QQQ ,,  соответственно решение внутренней задачи, интегралы плоского и антиплоского 
погранслоев.   

Представление (2.25) содержит достаточное количество неизвестных констант, 
позволяющие удовлетворить торцевым условиям. 
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A.M. Khachatryan, A.B. Tovmasyan, G.A. Petrosyan 
 

Summary 
 

The asimptotic method of integration is applied and the boundary layer type solution is constracted for 
anisototropic plate, on the surface of which are given mixed homogeneous conditions of the theory of elasticity. 

The values of stresses and displacements of the boundary layer for an ortotropic plate are determined. The 
eigenvalues characterizing the rate of damping of solution are received. 
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Ó÷åò ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè è ïîòåðè â ýëåìåíòàõ ýíåðãîñèñòåìû âñåãäà áûëè â öåíòðå 
âíèìàíèÿ ñïåöèàëèñòîâ ýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû. Îäíàêî ñëîæíî áûëî îñóùåñòâëÿòü  êîíòðîëü çà 
ïðîöåññàìè,  ïðîèñõîäÿùèìè â ñèñòåìå. Ïîìåõà çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî íåîáõîäèì áûë ñáîð 
ïîêàçàíèé ìíîãî÷èñëåííûõ ñ÷åò÷èêîâ â êàæäîé êâàðòèðå, â ñâÿçè ñ ÷åì, ñîäåðæàëè îãðîìíîå 
êîëè÷åñòâî ëþäåé äëÿ ñáîðà è îáðàáîòêè ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè. Ê òîìó æå, óñòàíîâëåííûå 
ìåõàíè÷åñêèå ñ÷åò÷èêè èìåëè íèçêóþ òî÷íîñòü, è íå áûëî âîçìîæíîñòè ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ ïî 
êàíàëó ñâÿçè. Óñòðîéñòâà è ïðèíöèï ðàáîòû ìåõàíè÷åñêèõ ñ÷åò÷èêîâ ïðèâîäèòñÿ â [ 1]. 

Ðàçâèòèå ìèêðîýëåêòðîíèêè è ìèêðîêîíòðîëåðíîé ñèñòåìû íàìåòèëî êà÷åñòâåííûé ïåðåâîðîò 
â îáëàñòè ñîçäàíèÿ ïðîìûøëåííûõ è áûòîâûõ  ñèñòåì êîíòðîëÿ  è óïðàâëåíèÿ. Òåíäåíöèÿ ê òàêîìó 
ïåðåõîäó îáóñëîâëåíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñíèæåíèåì öåí íà ìèêðîýëåêòðîííûå èçäåëèÿ è ñ 
ðàñøèðåíèåì èõ àññîðòèìåíòà, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåìè ïðåèìóùåñòâàìè, êîòîðûìè îáëàäàþò  
öèôðîâûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïî  ñðàâíåíèþ ñ èõ ñóùåñòâóþùèìè àíàëîãàìè. Ïðåèìóùåñòâî 
ñ÷åò÷èêà ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè - î÷åâèäíoå ïðåèìóùåñòâo, ñâÿçàííoå ñ ïåðåõîäîì íà 
ìèêðîêîíòðîëåðíoå óïðàâëåíèå. Â öèôðîâûõ  ñ÷åò÷èêàõ ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ïðàêòè÷åñêè 
ìîæíî äîñòè÷ü ëþáîãî êëàññà òî÷íîñòè, ïðè óñëîâèè âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòíîé áàçû. 

Îòñóòñòâèå ìåõàíè÷åñêè òðóùèõñÿ ÷àñòåé çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò íàäåæíîñòü è äîëãîâå÷íîñòü 
óñòðîéñòâà. 

Îáðàáîòêà àíàëîãîâîãî ñèãíàëà â öèôðîâîì âèäå ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî îïðåäåëÿòü 
àêòèâíóþ è ðåàêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ìîùíîñòè.   Àâòîìàòè÷åñêèå ñèñòåìû, ðàáîòàþøèå  ñ 
öèôðîâîé èíôîðìàöèåé, ðàñìîòðèâàþòñÿ â  [2,3] 

Àêòèâíàÿ ýíåðãèÿ çà îäèí ïåðèîä îïðåäåëÿåòñÿ ïî îáùåèçâåñòíîé  ôîðìóëå 

dttPw
T

⋅= ∫
0

)(  [Äæ] 

ãäå 
)(tP - ìãíîâåííàÿ àêòèâíàÿ ìîùíîñòü Âò 

Ò –âðåìÿ (ïåðèîä)  çà êîòîðîå ïðîèçâîäÿòñÿ çàìåðû. 
Â öèôðîâîé  ÑÝ ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ìíîãîôóíêöèîíàëüíûõ ñ÷åò÷èêîâ, â 

êîòîðûõ  ïðîèíòåãðèðóåòñÿ ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ,à âûáîð òàðèôîâ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ 
àâòîìàòè÷åñêè â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé. Òàêèå ñ÷åò÷èêè ìîãóò áûòü îðãàíèçîâàíû â åäèíîé ñåòè ñ 
öåíòðàëèçîâàííûì äîñòóïîì. 

 Ïîêàçàíèÿ  âñåõ ñ÷åò÷èêîâ  ìîãóò ïî âíåøíåìó èíòåðôåéñó è ìîäåìó âõîäèòü íà òåëåôîííóþ 
ëèíèþ è ïîñòóïàòü â äèñïåò÷åðñêèé ïóíêò. 

 Òàêèì îáðàçîì, äèñïåò÷åð èëè êîíòðîëèðóþùèé ïåðñîíàë ìîæåò â ëþáîå âðåìÿ ñìîòðåòü è 
àíàëèçèðîâàòü ñîñòîÿíèå ýëåêòðîñåòè. Ïðè áîëåå ñëîæíîé ñèñòåìå ýòî ìîæåò âûïîëíèòü 
ìèêðîïðîöåññîð è ñîîáùèòü î íåïîëàäêàõ â ó÷åòå.  


