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Վ.  Սաֆարյան, Վ.Մանասյան  

Պարկ-Գորևի ձևափոխությունը որպես Լյապունովի թեորեմի հետևանք 
 

Հետազոտվում են սինքրոն մեքենայի անցումային գործընթացի մաթեմատիկական մոդելըֈ Այն 

իրենից ներկայացնում է ոչ գծային, պարբերական գործակիցներով առաջին կարգի դիֆերենցիալ 

հավասարումների համակարգ: Ցույց է տրվում, որ Պարկ-Գորևյան ձևափոխությունը, որը թույլ է տալիս 

ձևափոխել պարբերական գործակիցներով դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգը  հաստատուն 

գործակիցներով համակարգի, Լյապունովի թեորեմի հետևանքն է: Նշված ձևափոխությունը, որը թույլ է 

տալիս գործ ունենալ հաստատուն գործակիցներով ոչ գծային դիֆերենցիալ հավասարումների հետ, 

հեշտացնում է թվային մեթոդների կիրառմամբ ոչ գծային դիֆերենցիալ հավասարումների լուծման 

իտերացիոն գործընթացը:    

 
V. Safaryan,  V. Manasyan  

Park-Gorev‟s Transformation asa Consequence of Lyapunov‟s Theorem 
 

Mathematical model of the synchronous machine‟s transitional process,which presents first order no linear system 

of differential equation with periodical coefficient, is researched in the article. 

It is shown that Park-Gorev‟s transformation, which allows to transform the system of differential equation with 

periodical coefficient to the system of differential equation with constant coefficients, is the consequence of Lyapunov‟s 

theorem. This transformation dealing with non-liner differential equation with constant coefficients, facilitates the 

iterative process of solving non-linear differential equations using numerical methods.  

 
 

Исследуется  математическая модель переходного процесса синхронной машины, которая из себя 

представляет нелинейную систему дифференциальных уравнений первого порядка с периодическими 

коэффициентами. Показано, что пребразование Парка-Горева, которая позволяет преобразовать систему 

дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами в систему дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами, является следствием теоремы Ляпунава. Данное 

преобразоваие, которое позваляет иметь дело с нелинейными дифференциальными уравнениями с 

постоянными коэффициентами. облегчает итерационный процесс решения нелинейных дифферен-

циальных  уравнений с применением численных методов. 
 

Математическая модель переходного процесса электрических машин выражается неавтономной 

системой нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, решение которой возможно 

лишь численными методами. Математическая модель электромагнитного переходного процесса 

(процесс движение машины с заданной скоростью) выражается системой линейных дифферен-

циальных уравнений с периодическими коэффициентами. Преобразование Парка-Горева позволяет 

математическую модель переходного процесса электрических машин представить автономной 

системой нелинейных дифференциальных уравнений [1]. 
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Существует утверждение, что теория машин с двухфазным преобразованием является 

неудобным и даже теоретически некорректным, а также отсутствует надежной и удобной 

теоретической базы [2, 3, 4]. 

В данной работе показано, что преобразование Парка-Горева является следствием теоремы 

Ляпунова [5, 6], т. е. оно корректно и эквивалентно. 

Согласно определению [5, 6], системы линейных дифференциальных уравнений с 

периодическими матрицами t  и t  того же периода  

txttx ,                                                                                                                         

(1) 

tytty ,                                                                                                            (2) 

называются эквивалентнами, если существует линейное преобразование 

txtsty                                                                                                   (3) 

с периодической матрицей ts  периода , переводящее уравнение (1) в уравнение (2). 

Уравнения (1) и (2) эквивалентны тогда и только тогда, когда  

tsttstst 1 .                                                                                               (4) 

Согласно теореме Ляпунова [5], для линейной системы с периодическими коэффициентами (1) 

существует такое преобразование (3), которое переводит уравнение (1) в уравнение 

tyCty                                                                                                                           (5) 

с постоянными коэффициентами. 

Покажем, что преобразование Парка-Горева является следствием теоремы Ляпунова. 

Рассмотрим выражение потокосцеплений обмоток фаз статора и ротора неявнополюсной 

синхронной машины (СМ) [1]: 

,120cosi120cosicosiLi

,120cosiLiL

,120cosiLiL

,cosiLiL

Cmrr

rmCC

rm

rm



                                                        (6) 

где L -индуктивность обмотки статора (ротора), -взаимная индуктивность между обмоток 

фаз статора, mL - взаимная индуктивность между обмотками фаз статора и ротора при их 

параллельном расположении, -угол между неподвижной осью и осью обмотки ротора: 

t0 ,                                                                                                  (7) 

где -угловая скорость вращения ротора. 

Представим (6) в матричной форме: 

r

C

mmm

m

m

m

r

C

i

i

i

i

120cosL120cosLcosL

120cosLL00

120cosL0L0

cosL00L



                            

(8) 

или в краткой форме записи: 

i .                                                                                                               (9) 
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Поскольку 0L23LL 2

m

2
 , то из системы уравнений (9) вектор тока i  

однозначно выражается через вектор потокосцепления. 

Воспользуемся известными соотношениями [1]: 

,dtdriU

,C,,s,dtdRiU

rrr

sss
                                                                                              

(10) 

где rR -активное сопротивление обмоток фаз статора (ротора). Исключая из системы уравнений 

(10) вектор тока, получим математическую модель электромагнитных переходных процессов СМ 

относительно потокосцеплений: 

UR
dt

d 1 ,                                                                                               (11) 

где U -вектор мгновенных напряжений приложенных к фазам статора и постоянный эдс 

возбуждения, R -диагональная матрица активных сопротивлений. 

Переходим от системы (11) к ей эквивалентной, используя преобразование 

,                                                                                                                        

(12) 

1000

0120sin120cos1

0120sin120cos1

0sincos1

, 

23000

0120sin120sinsin

0120cos120coscos

0212121

3

21
 

Выполняя преобразование (12), система (11) примет вид: 

U
dt

d
R

dt

d 111
.                                                                                             

(13) 

Покажем, что элементы матрицы 
dt

d
R 11

 постоянны. 

0000

000

000

0000

dt

d
C 1

. 

Вместо матрицы 
11RB  рассмотрим обратную ей матрицу 

111 RB . 

Выполняя вышеуказанные операции, учитывая, что 
11 RR  (исходя из структуры матриц 

R  и ) для матрицы 
1B  получим: 

1

m

m1

r000

0R00

00R0

000R

0L5.10

0L00

L0L0

000L

B



, 

или же 
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3

m

2

m

22

L0LL5.10

0La00

LL0L0

000La

r000

0R00

00R0

000R

1
B


,                                                    (14) 

где aLL5.1LL 22

m

2  . 

Таким образом, уравнение электромагнитных переходных процессов в новой системе координат 

примут вид 

UC
dt

d
,                                                                                               (15) 

где элементы матриц  и C  постоянны, 
t

rqd0 ,,, , 
t

rqd0 e,U,U,UU , 

t

rqd0 i,i,i,ii . 

В развернутом виде (15) примет вид: 

.er
L

rL
L

2

3

dt

d

,UL
2

3
L

R

dt

d

,ULL
R

L
R

dt

d

,ULa
R

dt

d

rr

3

dm

2

r

qq

2

mdq

drm

2

qd

2

d

000





                                                                                (16) 

Представим математическую модель электромагнитных переходных процессов СМ 

относительно токов. Воспользуясь (9) и (12), имеем 

i1
,                                                                                                            (17) 

где 

0L5.10

0L00

L0L0

000L

D

m

m1 . 

Подставляя (17) в систему (15), получим: 

UiDC
dt

id
D .                                                                                                          

(18) 

С учетом соотношения 
1RD , (18) примет вид 

UiCDR
dt

id
D ,                                                                                                          (19) 

где 

0000

L0L0

0L00

0000

CD
m

. 

В развернутой форме (19) примет вид: 
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.eri
dt

di

dt

di
L

2

3

,UiLLiRi
dt

di
L

,ULiRi
dt

di
L

dt

di
L

,URi
dt

di
L

rr
rd

m

qrmdq

q

dqd
r

m
d

00
0



                                                                               (20) 

Системы дифференциальных уравнений (16), (20) представляют математическую модель 

электромагнитных переходных процессов СМ относительно потокосцеплений и токов. 

Накопленная в обмотках фаз статора и ротора мгновенная электромагнитная энергия 

определяется выражением [1] 

r,C,,k,i5.0i5.0W t

kkЭ ,                                                                             (21) 

а электромагнитный момент [1]  

d

dW
Э

Э
.                                                                                             (22) 

Воспользуясь соотношением (6), для электромагнитной энергии и момента получим: 

120cosi120cosicosiiLi5.0iiiL5.0W Crm

2

r

2

C

22 
Э

, 

120sini120sinisiniiL CrmЭ . 

Выражая Э  через вектор i , получим 

qrm

q

d

0

rm

iiL
2

3

i

i

i

120sin120cos1

120sin120cos1

sincos1

120sin120sinsiniL
Э

.                                                                 (23) 

Выразим электромагнитный момент через вектор потокосцепления . Воспользуясь соот-

ношениями (17), имеем: 

1Di ,                                                                                                          (24) 

где 
111D  (14). В развернутом виде (24) примет следующую форму. 

r

q

d
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m

22

r

q

d

0

L0LL5.10

0La00

LL0L0

000La
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i
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
.                                                                  (25) 

Из системы (25) для 
qi  и ri  имеем: 

.LLL
2

31
i

,
L

1
i

r

3

dm

2

r

qq

                                                                                            (26) 

Подставляя значения 
qi , ri  из (26) в (23), для Э  получим: 

rdmqm LL5.1LL5.1
Э

.                                                                                (27) 

Дополняя системы уравнений (16), (20) уравнением Даламбера [1] 
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m
dt

d
J

Э
,                                                                                                           (28) 

где J –момент инерции вращающихся масс, m -механический момент на валу ротора, получим 

полную систему дифференциальных уравнений переходного процесса СМ. 
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