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Аннотация. В данной работе построена интегрируемая функция U двух
переменных, коэффициенты Фурье по двойной системе Уолша которой на
спектре положительны и расположены в убывающем порядке по всем на-
правлениям, и для каждой почти везде конечной измеримой функции f(x, y),
(x, y) ∈ [0, 1)2 и для любого δ > 0 можно найти ограниченную функцию
g(x, y) с

|{(x, y) ∈ [0, 1)2 : g(x, y) ̸= f(x, y)}| ≤ δ,

и такую,что |ck,s(g)| = ck,s(U) на спектре функции g и ее сферические ча-
стичные суммы ряда Фурье по двойной системе Уолша сходятся равномерно
на [0, 1)2.
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1. Введение

Пусть {Wk(x)}∞n=0− система Уолша (см. например [1], стр. 12), и пусть ck(g) =∫ 1

0
g(x)Wk(x)dx, k ≥ 0− коэффициенты Фурье-Уолша функции g ∈ L1[0, 1]. По-

ложим spec(f) = {k ∈ N ∪ {0} : ck(f) ̸= 0} и Sn(x, g) =
∑n

k=0 ck(g)Wk(x), где N

множество натуральных чисел.

Система Уолша одна из популярных ортонормированных систем, которая яв-

ляется базисом во всех пространствах Lp[0, 1), p ∈ (1,∞).

В ряде работ изучалась сходимость рядов Фурье по системе Уолша. Приведем

те результаты, которые связаны с настоящей работой.

В [4] М. Г. Григоряном доказанно существование (универсальной) функ-

ции U ∈ L1[0, 1), которая относительно системы Уолша обладает универсальным

(L1, L∞) свойством, а именно, он доказал следующую теорему:

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках на-
учного проекта № 21AG-1A066
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Теорема 1.1. Существует функция со строго убывающими коэффициентами

Фурье-Уолша, обладающая следующим свойством: для каждой почти везде ко-

нечной измеримой на [0, 1) функции f и для любого δ > 0 можно найти функ-

цию g ∈ L∞[0, 1) с |{x ∈ [0, 1) : g(x) ̸= f(x)}| ≤ δ, такую,что ее ряд Фурье по

системе Уолша сходится равномерно на [0, 1) и такую,что |ck(g)| = ck(U ), k ∈
spec(g).

Заметим, что идея исправления функции с целью улучшения ее свойств при-

надлежит Н. Н. Лузину [6]. Широко известно также и усиленное С-свойство Д.

Е. Меньшова [7]. Отметим, что в работах [8] – [11] были получены некоторые

результаты связанные с существованием и описанием структуры функций, ряды

Фурье которых по системе Уолша и по тригонометрической системе универсаль-

ны в тoм или инoм смыслe в различных функциональных классах.

В этой статье мы рассмотрим вопрос: можно ли получить результат анало-

гичный Теореме 1 в двумерном случае.

Пусть T = [0, 1]2, и пусть f ∈ Lp(T ), p ∈ [1,∞). Коэффициенты Фурье функ-

ции f по двойной системе Уолша {Wk(x)Ws(y)}∞k,s=0 обозначим через

(1.1) ck,s(f) =

∫∫
T

f(t, τ)Wk(t)Ws(τ)dtdτ

Положим

(1.2) Λ(f) = spec{ck,s(f)} = spec(f) = {(k, s) : ck,s(f) ̸= 0; k, s ∈ N ∪ {0}}.

Прямоугольные и сферические частичные суммы двойного ряда Фурье - Уолша

определяются соответственно следующим образом:

(1.3) SN,M (x, y, f) =

N∑
k=0

M∑
s=0

ck,s(f)Wk(x)Ws(y),

(1.4) SR(x, y, f) =
∑

k2+s2≤R2

ck,s(f)Wk(x)Ws(y).

Говорят, что двойной ряда Фурье-Уолша функции f ∈ L1[0, 1)2 сходится в Lp[0, 1)2, p >

0 по прямоугольникам (по сферам), если

lim
N→∞,M→∞

∫∫
T

|SN,M (x, y, f)− f(x, y)|p dxdy = 0,

(соотвественно, если)

lim
R→∞

∫∫
T

|SR(x, y, f)− f(x, y)|p dxdy = 0.
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Аналогично определяются почти всюду и равномерная сходимость по прямо-

угольникам и по сферам.

Отметим, что ряд классических результатов (такие теоремы, как теорема Л.

Карлесона [15]: ряд Фурье любой функции f ∈ L2[0, 2π] сходится почти всюду

на [0, 2π], теорема М. Рисса [14]: ряд Фурье любой функции f ∈ Lp[0, 2π], p > 1

сходится по норме Lp[0, 2π], теорема А. М. Колмогорова [13]: ряд Фурье каж-

дой функции f ∈ L[0, 2π] сходится в метрике Lp[0, 2π], 0 < p < 1) невозможно

перенести с одномерного случая на двумерный. В этом случае даже разные (сфе-

рические, прямоугольные, квадратные частичные суммы резко отличаются друг

от друга по своим свойствам в таких вопросах, как сходимости в Lp[0, 2π], p ≥ 1

и сходимости почти всюду (см. [25-34]). В работе [16], Фефферманом получены

следующие результаты:

Теорема 1.2. Для любого p ̸= 2 существует такая функция из класса Lp(0, 2π)2,

что сферические частичные суммы ряда Фурье по тригонометрической систе-

ме этой функции не сходятся по норме Lp.

Теорема 1.3. Существует непрерывная функция двух переменных, со всюду

расходящимися прямоугольными частичными суммами ряда Фурье по триго-

нометрической системе.

В работе [17] Д. Г. Харрис доказал, что для любого p ∈ [1, 2) существует такая

функция из Lp(0, 1)2, что сферические частичные суммы ряда Фурье-Уолша этой

функции расходятся почти всюду и по Lp[0, 1)2 норме.

В работе [18] М. Г. Григоряном доказано существование функции f0 ∈ L1(0, 2π)2,

двойной ряд Фурье которой по тригонометрической системе по сферам расходит-

ся в метриках Lp(0, 2π)2 для любого p ∈ (0, 1).

В работе [19] Р. Д. Гецадзе доказал, что существует непрерывная функция

прямоугольные частичные суммы двойного ряда Фурье-Уолша которой расхо-

дятся почти всюду.

Отметим, что до сих по неизвестно сходятся ли почти всюду сферические

частичные суммы двойного ряда Фурье-Уолша каждой непрерывной функции?

Определение 1.1. Будем говорить, что члены в двойной последовательно-

сти {ck,s(f)}∞k,s=0 на спектре Λ(f) расположены в убывающем порядке, если

ck2,s2(f) < ck1,s1(f), когда k2 ≥ k1, s2 ≥ s1, k2 + s2 > k1 + s1, (k2, s2), (k1, s1) ∈
Λ(f).
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В этой работе доказывается

Теорема 1.4. Существует функция U ∈ L1[0, 1)2 такая, что

а) коэффициенты Фурье функции U по двойной системе Фурье-Уолша на ее

спектре положительны и расположены в убывающем порядке,

б) для каждой почти везде конечной измеримой на [0, 1)2 функции f и для

любого δ > 0 можно найти функцию g ∈ L∞[0, 1)2 с

|{(x, y) ∈ [0, 1)2 : g(x, y) ̸= f(x, y)}| ≤ δ,

сферические частичные суммы ряда Фурье которой по двойной системе Уолша

сходятся равномерно на [0, 1)2,

в) |ck,s(g)| = ck,s(U), (k, s) ∈ spec(g).

2. Доказательство лемм

Для краткости записи условимся употреблять следующие обозначения: ∥f∥∞
.
=

sup
x,y∈[0,1)2

|f(x, y)|, ∥f∥1
.
=

∫
[0,1)2

|f(x, y)|dxdy (те же самые обозначения будут при-

меняться для sup
x∈[0,1)

|f(x)| и
∫ 1

0

|f(x)|dx). Под двоичным прямоугольником мы

будем понимать декартово произведение ∆1 × ∆2, где ∆i, i = 1, 2 двоичные

полуинтервалы вида ∆
(ν)
s = [ν−1

2s , ν
2s ), 1 ≤ ν ≤ 2s, s ≥ 1.

Мы будем использовать следующую лемму, доказанную в [4].

Лемма 2.1. Для любых чисел k0 ∈ N, γ0 ̸= 0, ε0, η0, δ0 ∈ (0, 1), ϵ0 ∈ (0, |γ0|
δ0

) и

для любого двоичного полуинтервала ∆0 = [ν−1
2s , ν

2s ), 1 ≤ ν ≤ 2s, s ≥ 1, можно

найти измеримое множество E ⊂ ∆0, функцию g(x), полиномы H(x) и Q(x)

вида

H(x) =

2k−1∑
l=2k0

blWl(x) , Q(x) =

2k−1∑
l=2k0

εlblWl(x),

обладающие следующими свойствами:

1) εl = ±1 или 0, 0 < bl+1 < bl < ϵ0, ∀l ∈ [2k0 , 2k),

2)
∫ 1

0

|H(x)|dx < η0,

3) |E| > (1− δ0)|∆0|,

4) g(x) =

{
γ0, x ∈ E

0, x /∈ ∆0

,

5) ∥g −Q∥∞ < ε0,
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6) max
2k0≤n<2k

∥∥∥∥ n∑
l=2k0

εlblWl(x)

∥∥∥∥
∞

<
3|γ0|
δ0

.

Лемма 2.2. Для любых чисел n0 ∈ N, γ ̸= 0, ε, δ, ϵ, η ∈ (0, 1) и для любого

двоичного прямоугольника ∆ = ∆1 × ∆2 существуют измеримое множество

E ⊂ ∆, функция g(x, y), полиномы H(x, y) и Q(x, y) вида

H(x, y) =

2n1−1∑
k=2n0

2m1−1∑
s=2m0

ck,sWk(x)Ws(y),

Q(x, y) =

2n1−1∑
k=2n0

2m1−1∑
s=2m0

εk,sck,sWk(x)Ws(y), εk,s = ±1,

обладающие следующими свойствами: коэффициенты ck,s, k ∈ [2n0 , 2n1), s ∈
[2m0 , 2m1) расположены в убывающем порядке и

(1) 0 < ck,s < ε,

(2) |E| > (1− δ)|∆|,

(3) ∥H∥1 < η,

(4) g(x, y) =

{
γ, (x, y) ∈ E

0, x /∈ ∆
,

(5) ∥g∥∞ ≤ 9

δ2
|γ|,

(6) ∥Q− g∥∞ < ε,

(7) max
N2

0+M2
0≤R2≤N2

1+M2
1

∥∥∥∥∥∥
∑

N2
0+M2

0≤k2+s2≤R2

εk,sck,sWk(x)Ws(y)

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ 22

δ2
|γ|,

где N0 = 2n0 , M0 = 2m0 , N1 = 2n1 − 1, M1 = 2m1 − 1.

Доказательство Леммы 2.2. Применяя лемму 2.1, полагая в ее формули-

ровке

γ0 = γ, ∆0 = ∆1, k0 = n0, η0 =
√
η, ϵ0 =

√
ϵ, δ0 =

δ

2
, ε0 =

εδ

16
,

определим измеримое множество E1 ⊂ ∆1, функцию g1(x), полиномы H1(x) и

Q1(x) вида

(2.1) H1(x) =

2n1−1∑
k=2n0

b
(1)
k Wk(x) =

N1∑
k=N0

b
(1)
k Wk(x),
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(2.2) Q1(x) =

2n1−1∑
k=2n0

ε
(1)
k b

(1)
k Wk(x) =

N1∑
k=N0

ε
(1)
k b

(1)
k Wk(x),

где

ε
(1)
k = 0,±1 ∀k ∈ [2n0 , 2n1) = [N0, N1],

удовлетворяющие условиям:

(2.3) 0 < b
(1)
k+1 < b

(1)
k <

√
ϵ, ∀k ∈ [N0, N1),

(2.4) |E1| > (1− δ/2)|∆1|,
∫ 1

0

|H1(x)|dx <
√
η,

(2.5) g1(x) =

{
γ, x ∈ E1

0, x /∈ ∆1

,

(2.6) max
N0≤n≤N1

∥∥∥∥∥
m∑

k=N0

ε
(1)
k b

(1)
k Wk(x)

∥∥∥∥∥
∞

≤ 2

δ
|γ|,

(2.7) ∥Q1 − g1∥∞ < min{|γ|; δε/4}.

Положим

(2.8) M0 = 2m0 > N2
1 + 1

Снова применим Лемму 2.1, полагая в ее формулировке

γ0 = 1,∆0 = ∆2, k0 = m0, ϵ0 =
√
ϵ , δ0 =

δ

2
, ε0 =

ε

4∥Q1∥∞
.

Тогда определяются измеримое множество E2 ⊂ [0, 1], функция g2(y), полином

H2(y) и Q2(y) вида

(2.9) H2(y) =

2m1−1∑
k=2m0

b
(2)
k Wk(y) =

M1∑
k=M0

b
(2)
k Wk(y),

(2.10) Q2(y) =

2m1−1∑
k=2m0

ε(2)s b(2)s Ws(y) =

M1∑
k=M0

ε(2)s b(2)s Ws(y),

ε(2)s = 0,±1 ∀s ∈ [2m0 , 2m1) = [M0,M1]

удовлетворяющие условиям:

(2.11) 0 < b
(2)
s+1 < b(2)s <

√
ϵ, s ∈ [M0,M1),

(2.12) |E2| > (1− δ

2
)|∆2|,

∫ 1

0

|H2(y)|dy <
√
η,
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(2.13) g2(y) =

{
1 : y ∈ E2

0 : y /∈ ∆2

,

(2.14) ∥Q2(y)− g2(y)∥∞ <
ε

4(∥Q1∥∞ + 1)
,

(2.15) max
M0≤m≤M1

∥∥∥∥∥
m∑

k=M0

ε
(2)
k b

(2)
k Wk(y)

∥∥∥∥∥
∞

≤ 2

δ
.

Определим множество E, функцию g(x, y), полиномы H(x, y) и Q(x, y) следую-

щим образом:

(2.16) g(x, y) = g1(x)g2(y), E = E1 × E2,

(2.17) H(x, y) = H1(x)H2(y) =

N1,M1∑
k,s=N0,M0

ck,sWk(x)Ws(y),

Q(x, y) = Q1(x)Q2(y) =

N1,M1∑
k,s=N0,M0

εk,sck,sWk(x)Ws(y) =

(2.18) =

N1∑
k=N0

ε
(1)
k b

(1)
k Wk(x)

M1∑
s=M0

ε(2)s b(2)s Ws(y),

где

(2.19) ck,s =

{
b
(1)
k b

(2)
s , N0 ≤ k ≤ N1, M0 ≤ s ≤ M1

0, k /∈ [N0, N1], n /∈ [M0,M1]
,

(2.20) εk,s =

{
ε
(1)
k ε

(2)
s , N0 ≤ k ≤ N1, M0 ≤ s ≤ M1

0, k /∈ [N0, N1], n /∈ [M0,M1]
.

Отсюда и из (2.3), (2.4), (2.11), (2.17) и (2.19) следует, что члены в последо-

вательности {ck ,s , N 0≤ k ≤ N1 , M0 ≤ s ≤ M1} положительны, расположены в

убывающем порядке и

0 < ck ,s < ϵ, |E| > (1− δ)|∆|,∫∫
T

|H(x, y)|dxdy =

∫ 1

0

|H1(x)|dx
∫ 1

0

|H1(y)|dy < η.

Из (2.5)-(2.7), (2.13)-(2.15) и (2.16) следует

g(x, y) =

{
γ, (x, y) ∈ E

0, x /∈ ∆
,

∥g∥∞ ≤ ∥g1∥∞ · ∥g2∥∞ ≤ 9

δ2
|γ|.
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В силу (2.7), (2.14)-(2.16) и (2.18) для всех (x, y) ∈ [0, 1)2 имеем

|Q(x, y)− g(x, y)| ≤ |Q2(y)− g2(y)| ·Q1(x)+

+|Q1(x)− g1(x)| · g2(y) ≤ ε.

Теперь проверим выполнение утверждения 5). Пусть N2
0 +M2

0 < R2 < N2
1 +M2

1 ,

тогда для некоторого p0 имеем p0 ≤ R < p0 + 1. Из (2.8), (2.18)-(2.20) следует

R2 −N2
1 ≥ (p0 − 1)2 и, следовательно, получим

max
N2

0+M2
0≤R2≤N2

1+M2
1

∥∥∥∥∥∥
∑

N2
0+M2

0≤k2+s2≤R2

εk,sck,sWk(x)Ws(y)

∥∥∥∥∥∥
∞

≤

≤

∥∥∥∥∥
N1∑

k=N0

p0−1∑
s=M0

εk,sck,sWk(x)Ws(y)

∥∥∥∥∥
∞

+

∥∥∥∥∥
l∑

k=N0

εk,p0ck,p0Wk(x)Wp0(y)

∥∥∥∥∥
∞

=

=

∥∥∥∥∥
N1∑

k=N0

ε
(1)
k b

(1)
k Wk(x)

∥∥∥∥∥
∞

·

∥∥∥∥∥
p0−1∑
s=M0

ε(2)s b(2)s Ws(y)

∥∥∥∥∥
∞

+

+|b(2)m0
| · max

N0≤m≤N1

∥∥∥∥∥
m∑

k=N0

ε
(1)
k b

(1)
k Wk(x)

∥∥∥∥∥
∞

<
12

δ2
|γ|.

Лемма 2.2 доказана.

Лемма 2.3. Для любых чисел ϵ, ε, δ, η ∈ (0, 1), n0 ∈ N и для любого полинома

f(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ [0, 1)2 по двойной системе Уолша можно найти измеримое

множество E ⊂ [0, 1)2, функцию g(x, y), полиномы H(x, y) и Q(x, y) вида

H(x, y) =

2n1−1∑
k=2n0

2m1−1∑
s=2m0

ck,sWk(x)Ws(y),

Q(x, y) =

2n1−1∑
k=2n0

2m1−1∑
s=2m0

εk,sck,sWk(x)Ws(y), εk,s = ±1,

где N0 = 2n0 ,M0 = 2m0 , обладающие следующими свойствами: коэффициенты

ck,s, k ∈ [2n0 , 2n1), s ∈ [2m0 , 2m1) расположены в убывающем порядке и

(1) 0 < ck,s < ϵ,

(2) g(x, y) = f(x, y), ∀(x, y) ∈ E, |E| > 1− δ,

(3) ∥Q− g∥∞ < ε,

(4) ∥H∥1 < η,

(5) ∥g∥∞ ≤ 9

δ2
∥f∥∞,
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(6) max
N2

0+M2
0≤R2≤N2+M2

∥∥∥∥∥∥
∑

N 2
0 +M 2

0 ≤k2+s2≤R2

εk ,sck ,sWk (x )Ws(y)

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ 22

δ2
∥f∥∞,

где N0 = 2n0 , M0 = 2m0 , N = 2n̄ − 1, M = 2m̄ − 1.

Доказательство Леммы 2.3. Ясно, что полином по двойной системе Уолша

f(x, y) есть ступенчатая функция вида

(2.21) f(x, y) =

ν0∑
ν=1

γνχ∆ν
(x, y)

где ∆ν = [ν1−1
2s1 , ν1

2s1 ) × [ν2−1
2s2 , ν2

2s2 ) и γν ̸= 0, 1 ≤ ν < ν0. (χE(x, y)- характеристи-

ческая функция множества E). Последовательным применением леммы 2.2, для

каждого ν = 1, 2, ..., ν0 можно определить функции gν(x, y), множества Eν ⊂ ∆ν ,

натуральные числа nν ,mν и полиномы вида

(2.22) Hν(x, y) =

Nν−1∑
k=Nν−1

Mν−1∑
s=Mν−1

c
(ν)
k,sWk(x)Ws(y),

(2.23) Qν(x, y) =

Nν−1∑
k=Nν−1

Mν−1∑
s=Mν−1

ε
(ν)
k,sc

(ν)
k,sWk(x)Ws(y),

где Nν = 2nν ,Mν = 2mν , обладающие следующими свойствами: члены в после-

довательности

{c(ν)k,s, Nν−1 ≤ k < Nν , Mν−1 ≤ s < Mν}

положительны, расположены в убывающем порядке и для всех ν = 1, 2, . . .

(2.24) max
Nν≤k<Nν+1 ,Mν≤s<Mν+1

c
(ν+1)
k,s < min

Nν−1≤k<Nν ,Mν−1≤s<Mν

c
(ν)
k,s,

(2.25) |Eν | > (1− δ) · |∆ν |,

(2.26) gν(x, y) =

{
γ

ν
, (x, y) ∈ Eν

0, x /∈ ∆ν

,

(2.27) |gν(x, y)| ≤
9

δ2
|γν |,

(2.28) ∥Qν − gν∥∞ <
ε

ν0

min(x,y)∈([0,1)2 |f(x, y)|
∥f∥∞

,

(2.29) max
N2

ν−1+M2
ν−1≤R2<N2

ν+M2
ν

∣∣∣∣∣∣
∑

N2
ν−1+M2

ν−1≤k2+s2≤R2

ε
(ν)
k,sc

(ν)
k,sWk(x)Ws(y)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 12

δ2
|γν |,
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(2.29) ∥Hν∥1 <
η

ν0
.

Определим множество E, функцию g(x, y), числа ck,s, εk,s и полиномы H(x, y) и

Q(x, y) следующим образом:

(2.30) E =

ν0⋃
ν=1

Eν ,

(2.31) g(x, y) =

ν0∑
ν=1

gν(x, y),

(2.32) ck,s =

{
c
(ν)
k,s, Nν−1≤ k < Nν , Mν−1 ≤ s < M ν , 1 ≤ ν ≤ ν0

0, в остальных случаях
,

(2.33) εk,s =

{
ε
(ν)
k,s, Nν−1≤ k < Nν , Mν−1 ≤ s < M ν , 1 ≤ ν ≤ ν0

0, в остальных случаях
,

H(x, y) =

ν0∑
ν=1

Hν(x, y) =

ν0∑
ν=1

Nν−1∑
k=Nν−1

Mν−1∑
s=Mν−1

c
(ν)
k,sWk(x)Ws(y) =

(2.34) =

N,M∑
k,s=N0,M0

ck,sWk(x)Ws(y),

Q(x, y) =

ν0∑
ν=1

Qν(x, y) =

ν0∑
ν=1

Nν−1∑
k=Nν−1

Mν−1∑
s=Mν−1

ε
(ν)
k,sc

(ν)
k,sWk(x)Ws(y) =

(2.35) =

N,M∑
k,s=N0,M0

εk,sck,sWk(x)Ws(y),

где N = Nν0
− 1 = 2n̄ − 1,M = Mν0

− 1 = 2m̄ − 1 (n̄ = nν0
, m̄ = mν0

). В силу

(2.24) - (2.26) и (2.30) - (2.35) имеем: все ненулевые члены в последовательности

{ck ,s(H ) , (k , s) ∈ spec(H )} положительны, расположены в убывающем порядке

и

εk,s = ±1, 0 < ck,s < ϵ, ∀(k, s) ∈ [N0, N)× [M0,M), |E| > 1− δ,

g(x, y) = f(x, y), ∀(x, y) ∈ E, |Q(x, y)− g(x, y)| < ε, ∀(x, y) ∈ [0, 1)2∫∫
T

|H(x, y)|dxdy <

ν0∑
ν=1

∫∫
T

|Hν(x, y)|dxdy < η.

т.е утверждения 1)-4) выполнены. Теперь проверим выполнение утверждений 5)

и 6). Принимая во внимание равенство gν(x, y) = 0 при (x, y) ∈ ([0, 1)2\∆ν) ,∀ν ∈
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[1, ν0] (см. (2.26)) в силу (2.21) и (2.27) для всех (x, y) ∈ ([0, 1)2 и ν ∈ [1, ν0] будем

иметь

(2.36)

∣∣∣∣∣
ν∑

s=1

gs(x, y)

∣∣∣∣∣ ≤
ν∑

s=1

|gs(x, y)| ≤
ν0∑
s=1

9

δ2
|γs|χ∆s(x, y) =

9

δ2
|f(x, y)|.

Пусть R ∈ [N2
0 +M2

0 , N
2+M2], тогда для некоторого ν ∈ [1, ν0], N2

ν +M2
ν ≤ R2 ≤

N2
ν+1 +M2

ν+1. Ясно, что (см. (2.32), (2.33) и (2.35))∑
N2

0+M2
0≤k2+s2≤R2

εk,sck,sWk(x)Ws(y) =

=

ν∑
s=1

Qs(x, y) +
∑

N2
ν+M2

ν≤k2+s2≤R2

ε
(ν)
k,sc

(ν)
k,sWk(x)Ws(y).

Отсюда и из соотношений (2.28), (2.29) и (2.36) для всех (x, y) ∈ [0, 1)2 будем

иметь ∣∣∣∣∣∣
∑

N2
0+M2

0≤k2+s2≤R2

εk,sck,sWk(x)Ws(y)

∣∣∣∣∣∣ ≤
ν∑

s=1

|Qs(x, y)− gs(x, y)|+

+

∣∣∣∣∣
ν∑

s=1

gs(x, y)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

∑
N2

ν+M2
ν≤k2+s2≤R2

ε
(ν)
k,sc

(ν)
k,sWk(x)Ws(y)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ε

ν0
ν min

(x,y)∈([0,1)2
|f(x, y)|+ 9

δ2
|f(x, y)|+ 12|γν |

δ2
≤ 22

δ2
|f(x, y)|.

Лемма 2.3 доказана.

3. Доказательство Теоремы 2.2.

Пронумеровав все полиномы Уолша с рациональными коэффициентами мы

можем представить их в виде последовательности

(3.1) {fn(x, y)}∞n=1.

Последовательным применением леммы 2.3 для всех n ∈ N можно определить

функции

{g(j)n (x, y)}nj=1,

множества

{E(j)
n }nj=1,

и полиномы

{H(j)
n (x, y)}nj=1, {Q(j)

n (x, y)}nj=1,
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вида

(3.2) H(j)
n (x, y) =

N(j)
n −1,M(j)

n −1∑
k,s=N

(j−1)
n ,M

(j−1)
n

a
(n,j)
k,s Wk(x)Ws(y), 1 ≤ j ≤ n,

(3.3) Q(j)
n (x, y) =

N(j)
n −1,M(j)

n −1∑
k,s=N

(j−1)
n ,M

(j−1)
n

δ
(n,j)
k,s a

(n,j)
k,s Wk(x)Ws(y) (δ

(n,j)
k,s = ±1, 0),

где

N (i1)
p < N (i2)

p , если 0 ≤ i1 < i2 ≤ p и N (p)
p < N

(0)
p+1, p ≥ 1,

(3.4) M (i1)
p < M (i2)

p , если 0 ≤ i1 < i2 ≤ p и M (p)
p < M

(0)
p+1, p ≥ 1,

удовлетворяющие условиям: для фиксированных n ∈ [1,∞) и j ∈ [1, n] коэф-

фициенты a
(n,j)
k,s , (k, s) ∈ spec(H

(j)
n ) положительны, расположены в убывающем

порядке и

B(j)
n < A(j−1)

n , 1 ≤ j ≤ n, B(1)
n <

A
(n−1)
n−1

2n
, n = 1, 2, ...,

где

(3.5) A(j)
n = min

(k̃,s̃)∈spec(H
(j)
n )

a
(n,j)

k̃,s̃
, B(j)

n = max
(k̃,s̃)∈spec(H

(j)
n )

a
(n,j)

k̃,s̃
,

(3.6) g(j)n (x, y) = fn(x, y) при (x, y) ∈ E(j)
n , |E(j)

n | = 1− 2−j−n,

(3.7) ∥g(j)n −Q(j)
n ∥∞ < 4−4n,

(3.8) ∥g(j)n ∥∞ < 9 · 4j+n∥fn∥∞,

max
(R

(j−1)
n )2≤R2≤(R

(j)
n )2

∥∥∥∥∥∥
∑

(R
(j−1)
n )2≤k2+s2≤R2

δ
(n,j)
k,s a

(n,j)
k,s Wk(x)Ws(y)

∥∥∥∥∥∥ <

(3.9) < 22 · 4j+n∥fn∥∞, R(j)
n =

√
(N

(j)
n )2 + (M

(j)
n )2,

(3.10) ∥H(j)
n ∥1 < 4−4n.

Определим функцию U(x, y) и числа ak,s, k, s = 0, 1, 2... следующим образом:

U(x, y) =

∞∑
n=1

n∑
j=1

H(j)
n (x, y) =

(3.11) =

∞∑
n=1

n∑
j=1

 N(j)
n −1,M(j)

n −1∑
k,s=N

(j−1)
n ,M

(j−1)
n

a
(n,j)
k,s Wk(x)Ws(y)

 =

∞∑
k,s=0

bk,sWk(x)Ws(y)
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(3.12)

bk,s =

{
a
(n,j)
k,s , (k, s) ∈ [N

(j−1)
n , N

(j)
n )× [M

(j−1)
n ,M

(j)
n ), 1 ≤ j ≤ n, n ∈ [1,∞)

0, в остальных случаях
.

В силу (3.10) - (3.12) имеем∫∫
T

|U(x, y)|dxdy ≤
∞∑

n=1

n∑
j=1

∫∫
T

|H(j)
n (x, y)|dxdy

 <

∞∑
n=1

n∑
j=1

4−(n+j) < 1,

и ∫∫
T

∣∣∣∣∣∣U(x, y)−
N(n)

n ,M(n)
n∑

k,s=0

ak,sWk(x)Ws(y)

∣∣∣∣∣∣ dxdy ≤

≤
∞∑

n=q

n∑
j=1

∫∫
T

|H(j)
n (x, y)|dxdy

 ≤ 2−q → 0.

Отсюда и из (1.1) следует

(3.13) bk,s = ck,s(U) , k, s = 0, 1, 2, ...

Учитывая соотношения (3.5), (3.12) и (3.13), получим, что коэффициенты Фурье-

Уолша функции U на спектре Λ(U) (см.(1.2)) положительны и расположены в

убывающем порядке.

Пусть f(x, y)− любая почти везде конечная измеримая функция опреде-

ленная на [0, 1)2. Принимая во внимание многомерный аналог теоремы Лузина

(см [2], стр.323-325) и пункт б) теоремы 2.2 , без ограничения общности можно

считать, что f(x, y) ∈ C[0, 1)2. Нетрудно видеть, что из последовательности (3.1)

можно выбрать подпоследовательность {fkn
(x)}∞n=1 такую, что

(3.14) lim
N→∞

∥∥∥∥∥
N∑

n=1

fkn
(x, y)− f(x, y)

∥∥∥∥∥
∞

= 0 ,

(3.15) ∥fkn
(x, y)∥∞ ≤ 4−3n−2, n ≥ 2,

(3.16) k1 > j0 = [log 1
2
δ] + 1.

где [a]- целая часть числа a. Пусть

(3.17) Q1(x, y) = Q
(j0+1)
k1

, E1 = E
(j0+1)
k1

, g1 = g
(j0+1)
k1

.

Предположим, что уже определены числа k1 = ν1 < ... < νq−1 функции

fν1
(x, y), ..., fνq−1

(x, y) , g0(x, y), g1(x, y).....gq−1(x), множества En, 1 ≤ n ≤ q−1
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и полиномы

Qn(x, y) = Q(n+j0)
νn

(x, y) =

N(n+j0)
νn

−1,M(n+j0)
νn

−1∑
k,s=N

(n+j0−1)
νn ,M

(n+j0−1)
νn

δ
(νn,n+j0)
k,s a

(νn,n+j0)
k,s Wk(x)Ws(y),

которые для всех 1 ≤ n ≤ q − 1 удовлетворяют условиям:

∥gn∥∞ < 2−(n−8), gn(x, y) = fkn(x, y), (x, y) ∈ En, |En| > 1− δ2−n,

(3.18)

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

[Qk(x, y)− gk(x, y)]

∥∥∥∥∥
∞

< 4−(n−1), 1 ≤ n ≤ q − 1,

max
(R

(n+j0−1)
νn )2≤R2≤(R

(n+j0)
νn )2

∥∥∥∥∥∥∥
∑

(R
(n+j0−1)
νn )2≤k2+s2≤R2

δ
(νn,n+j0)
k,s a

(νn,n+j0)
k,s Wk(x)Ws(y)

∥∥∥∥∥∥∥
∞

< 2−n, R(j)
νn

=

√
(N

(j)
νn )2 + (M

(j)
νn )2.

Нетрудно видеть, что из последовательности (3.1) можно выбрать функцию fνq (x, y),

чтобы

(3.19)

∥∥∥∥∥fνq (x, y)−

(
fkq (x, y)−

q−1∑
i=1

[Qi(x, y)− gi(x, y)]

)∥∥∥∥∥
∞

< 4−3q−2.

Положим

(3.20) gq(x, y) = fkq (x, y) + [g(q+j0)
νq

(x, y)− fνq (x, y)],

(3.21)

Qq(x, y) = Q(q+j0)
νq

(x, y) =

N(q+j0)
νq

−1,M(q+j0)
νq

−1∑
k,s=N

(q+j0−1)
νq ,M

(q+j0−1)
νq

δ
(νq,n+j0)
k,s a

(νq,q+j0)
k,s Wk(x)Ws(y),

(3.22) Eq = E(q+j0)
νq

.

Из (3.6), (3.16), (3.20) и (3.22) вытекает, что

(3.23) gq(x, y) = fkq (x, y), (x, y) ∈ Eq, |Eq| > 1− δ2−q.

В силу (3.7) и (3.18)-(3.21) имеем∥∥∥∥∥∥
q∑

j=1

[Qj(x, y)− gj(x, y)]

∥∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥∥
q−1∑
j=1

[Qj(x, y)− gj(x, y)] +Qq(x, y)− gq(x, y)

∥∥∥∥∥∥
∞

≤

(3.24)

≤

∥∥∥∥∥fνq
(x, y)−

(
fkq

(x, y)−
q−1∑
i=1

[Qi(x, y)− gi(x, y)]

)∥∥∥∥∥
∞

+∥g(q+j0)
νq

−Q(q+j0)
νq

∥∞ < 4−3q.
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Ясно, что (см. (3.9), (3.21))

(3.25) max
M

(q+j0−1)
νq ≤l<M

(q+j0)
νq

∥∥∥∥∥∥∥
l∑

k=M
(q+j0−1)
νq

δ
(νq,q+j0)
k,s a

(νq,q+j0)
k,s Wk(x)Ws(y)

∥∥∥∥∥∥∥
∞

< 2−q,

Из (3.8), (3.12), (3.17)-(3.19) следует

∥gq(x, y)∥∞ ≤

∥∥∥∥∥fνq (x, y)−

(
fkq (x, y)−

q−1∑
i=1

[Qi(x, y)− gi(x, y)]

)∥∥∥∥∥
∞

+

+

∥∥∥∥∥∥
q−1∑
j=1

[(Qj(x, y))− gj(x, y)]

∥∥∥∥∥∥
∞

+ ∥g(q+j0)
νq

(x, y)∥∞ <

(3.26) < 4−3q−3 + 4−3q+3 + 4q+j0∥fνq
(x)∥∞ < 2−q+8.

Ясно, что по индукции можно определить последовательности множеств {Eq}∞q=1,

функций {gq(x, y)}∞q=1 (g1(x, y) = fk1
(x, y)) и полиномов {Qq(x, y}, удовлетворя-

ющих условиям (3.23)-(3.26) для всех q ≥ 1. Положим

(3.27) E =

∞⋂
q=1

Eq .

Из (3.6), (3.22) и (3.27) вытекает

|E| > 1− δ.

В силу (3.14) имеем

(3.28)

∥∥∥∥∥
∞∑
q=1

gq

∥∥∥∥∥
∞

≤
∞∑
q=1

∥gq∥∞ < ∞.

Определим функцию g(x, y), числа {δk,s} следующим образом:

(3.29) g(x, y) =
∞∑
q=1

gq(x, y),

(3.30)

δk,s =

{
δ
(νq,q+j0)
k,s , (k, s) ∈ [N

(q+j0−1)
νq , N

(q+j0)
νq )× [M

(q+j0−1)
νq ,M

(q+j0)
νq ), q = 1, 2, ... ,

0, (k, s) /∈
⋃∞

q=1[N
(q+j0−1)
νq , N

(q+j0)
νq )× [M

(q+j0−1)
νq ,M

(q+j0)
νq )

.

Из (3.14), (3.23), (3.28) и (3.29) имеем

g(x, y) ∈ L∞[0, 1)2, g(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ E.

Покажем, что сферические частичные суммы двойного ряда
∞∑

k,s=0

δk,sck,s(U) Wk(x)Ws(y).
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сходятся к g(x, y) равномерно на [0, 1)2 по сферам. В силу (3.21), (3.26),(3.29) и

(3.30) для всех R ∈ [R
(q+j0−1)
νq , R

(q+j0)
νq ), где R

(j)
νq =

√
(N

(j)
νq )2 + (M

(q)
νn )2, будем

иметь ∥∥∥∥∥∥
∑

k2+s2≤R2

δk,sck,s(U)Wk(x)Ws(y)− g(x, y)

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤
∞∑
j=q

∥gj(x, y)∥+

∥∥∥∥∥∥
q−1∑
j=1

[Qj(x, y)− gj(x, y)]

∥∥∥∥∥∥+
+ max

(R
(q+j0−1)
νq )2≤R2≤(R

(q+j0)
νq )2

∥∥∥∥∥∥∥
∑

(R
(q+j0−1)
νq )2≤k2+s2≤R2

δ
(νq,q+j0)
k,s c

(νq,q+j0)
k,s Wk(x)Ws(y)

∥∥∥∥∥∥∥ <

< 2−q−1.

Отсюда следует

δk,sck,s(U) = ck,s(g)), .k, s = 0, 1, 2, ..

Следовательно, ряд Фурье функции g(x, y) по двойной системе Уолша сходится

к ней равномерно на [0, 1)2 по сферам. Из (3.3) и (3.30) вытекает |ck,s(g)| =
ck,s(U ), (k, s) ∈ spec(g). Теорема 2.2 доказана.
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