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Аннотация. В работе на языке кратности нулей подмногочленов найдены
достаточные условия, при которых многочлен от двух переменных является
гиперболическим с данным весом, когда его главная часть гиперболичен по
Гордингу.
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1. Введение и постановка задачи

Пусть N - множество натуральных чисел, N0 := N∪{0}, Nn
0 - n-мерное множе-

ство мультииндексов α = (α1, · · · , αn), αj ∈ N0, j = 1, · · · , n, Rn(En) - n-мерное

вещественное евклидово пространство точек ξ = (ξ1, · · · , ξn) (x = (x1, · · · , xn)),

C - множество комплексных чисел, Rn
+ := {ξ ∈ Rn, ξj ≥ 0 j = 1, · · · , n} и

Rn
0 := {ξ ∈ Rn, ξ1 · · · ξn ̸= 0}. Для ξ, η ∈ Rn(En), ν ∈ Rn

+, α ∈ Nn
0 и t > 0

обозначим |ξ| := (ξ21 + · · ·+ ξ2n)
1
2 , (ξ, η) := ξ1 · η1 + · · ·+ ξn · ηn, |ν| := ν1 + · · ·+ νn,

|ξν | := |ξ1|ν1 · · · |ξn|νn , ξα := ξα1
1 · · · ξαn

n , t · ξ = (tξ1, · · · , tξn) и Dα := Dα1
1 · · ·Dαn

n ,

где либо Dj :=
∂

∂ξj
либо Dj := i−1 ∂

∂j
(i2 = −1) j = 1, · · · , n.

Пусть P (ξ) =
∑
α
aαξ

α многочлен с постоянными коэффициентами, где сумма

распространяется по конечному набору (P ) := {α ∈ Nn
0 , aα ̸= 0}. Обозначим

m = m(P ) := max
α∈(P )

|α| и представим многочлен в виде суммы однородных мно-

гочленов

(1.1) P (ξ) =

m∑
j=0

Pj(ξ) :=

m∑
j=0

 ∑
α∈(P ), |α|=j

aαξ
α

, ξ ∈ Rn.
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Определение 1.1. (см. [1] или [2] определение 12.3.3). Многочлен P представ-

ленной в виде (1.1) называется гиперболическим по Гордингу относительно век-

тора 0 ̸= τ ∈ Rn, если Pm(τ) ̸= 0 и существует число t0 > 0, для которого

P (ξ + itτ) ̸= 0 при ξ ∈ Rn, t ∈ C, |Re t| ≥ t0.

Определение 1.2. (см [3] или [4]) Функция g, определенная на Rn, называется

весом гиперболичности, если 1) inf
ξ∈Rn

g(ξ) > 0, 2) существуют числа a ∈ [0, 1) и

c > 0, для которых g(ξ + η) ≤ g(ξ)[1 + |η|a], ξ, η ∈ Rn.

Определение 1.3. (см [3] или [4]). Пусть функция g является весом гипербо-

личности. Скажем, что многочлен P , представленный в виде (1.1), является

g - гиперболическим относительно вектора 0 ̸= τ ∈ Rn, если 1) Pm(τ) ̸= 0 и 2)

существует постоянная c > 0, для которого P (ξ + itτ) ̸= 0 при ξ ∈ Rn, t ∈ C,

|Re t| ≥ c · g(ξ).

Если с некоторыми постоянными κ ≥ 1 и r ∈ (0, 1)

κ−1(1 + |ξ|r) ≤ g(ξ) ≤ κ(1 + |ξ|r) ξ ∈ Rn,

то g - гиперболический многочлен называется 1/r - гиперболическим (см. [5]).

Для однородного многочлена R обозначим Σ(R) := {ξ ∈ Rn, |ξ| = 1, R(ξ) =

0}, l(η) = lR(η) (η ∈ Rn) - кратность нуля многочлена R в точке η, т.е. l(η) = 0

при R(η) ̸= 0 и l(η) = r, при R(η) = 0, где натуральное число r определяется из

условий ∑
|α|<r

|R(α)(η)| :=
∑
|α|<r

|(DαR)(η)| = 0 и
∑
|α|=r

|R(α)(η)| ≠ 0.

Для конечного набора A := {νj} ⊂ Rn
+, через N(A) обозначим выпуклую

оболочку множества A ∪ {0}, называемый характеристическим многогранником

(х.м.) или многогранником Ньютона набора A. Многогранник N ⊂ Rn
+ называ-

ется вполне правильным (в.п.), если 1) N имеет вершину в начале координат, 2)

отличные от начала координат вершины на каждой оси координат и 3) компо-

ненты внешних (относительно N ) нормалей (N-нормалей) (n − 1) - мерных не

координатных граней положительны. Для в.п. многогранника N ⊂ Rn
+ и точки

0 ̸= η ∈ Rn обозначим: N0 - множество вершин N, Λn−1(N) - множество тех N -

нормалей λ = (λ1, · · · , λn) (n−1) - мерных не координатных граней, для которых

max
1≤j≤n

λj = 1, dN(λ) := max
ν∈N

(λ, ν), λ ∈ Λn−1(N), ρN := max
ν∈N0

|ν|, ρN(η) := max{ν ∈

N0, νj = 0 при ηj = 0, 1 ≤ j ≤ n} и положим hN(ξ) :=
∑

ν∈N0

|ξν |, ξ ∈ Rn.
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Известно, I) (см. [6] или [2] теорему 12.4.6) что если, для многочлена P пред-

ставленный в виде (1.1), Pm гиперболичен по Гордингу относительно вектора

0 ̸= τ ∈ Rn, то для гиперболичности по Гордингу многочлена P относительно

τ необходимо и достаточно, чтобы с некоторой постоянной c > 0 выполнялись

следующие оценки P̃j(ξ) :=
∑
α
|P (α)

j (ξ)| ≤ cP̃m(ξ), ξ ∈ Rn, j = 0, · · · ,m− 1,

II) (см. [1] или [2] теорему 12.5.4) Если оператор P (D) (многочлен P ) ги-

перболичен по Гордингу относительно τ , то задача Коши для оператора P (D)

однозначно разрешима в C∞(Ω(τ)), где Ω(τ) := {x ∈ En, (x, τ) > 0},
III) (см. [5]) Если оператор P (D) r-гиперболичен, то задача Коши для операто-

ра P поставлена корректно в изотропных пространствах типа Жевре Gr1(Ω(τ)),

при 1 ≤ r1 < r,

IV) (см. [3] и [4]) Если оператор P (D) hM(ξ1, · · · , ξn−1)-гиперболичен относи-

тельно вектора τ = (0, · · · , 0, 1), где M ⊂ Rn−1
+ в.п. многогранник для которого

max
λ∈Λn−1(M)

dM(λ) < 1, то задача Коши для оператора P (D) поставлена коррект-

но в мультианизотропных пространствах типа Жевре GN(Ω(τ)), где N ∈ Rn
+ в.п.

многогранник удовлетворяющий некоторым условиям, определяемые многогран-

ником M.

Наша цель в настоящей заметке на языке кратности нулей подмногочленов

Pj j = 0, 1, · · · ,m − 1 найти условия, при которых многочлен P , представлен-

ный в виде (1.1), будет g-гиперболическим относительно вектора τ , когда Pm

гиперболичен по Гордингу относительно τ .

2. Сравнение с весом многочленов

Определение 2.1. (см. [2] определение 10.1.1). Функция g : Rn → R1
+ назы-

вается медленно растущей, если inf
ξ∈Rn

g(ξ) > 0 и с некоторыми постоянными

c, a > 0 g(ξ + η) ≤ c · g(ξ)(1 + |η|)a, ξ, η ∈ Rn.

Для любого многочлена P и в.п. многогранника N ⊂ Rn
+ функции P̃ (ξ) и

hN(ξ) являются медленно растущими весовыми функциями.

Определение 2.2. (см. например [7]). Медленно растущая весовая функция g

называется медленно меняющийся, если для любого κ > 0 существует число

c = c(κ) > 0, для которого g(ξ + η) ≤ c · g(ξ), ξ, η ∈ Rn, |η| ≤ κ · g(ξ).
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Для любого r ≥ 0 и λ ∈ Rn
+ функции 1 + |ξ|r, 1 +

∑n
j=1 |ξj |λj являются медленно

меняющимися весовыми функциями. Из [8] следует, что функция hN, где N ∈ Rn
+

в.п. многогранник, является медленно меняющийся если cardΛn−1(N) = 1.

Определение 2.3. (см. например [9]). Говорят, что многочлен P мощнее мно-

гочлена Q и записывают Q < P , если с некоторой постоянной c > 0

(2.1) |Q(ξ)| ≤ c · (1 + |P (ξ)|) ξ ∈ Rn.

Определение 2.4. Пусть g медленно растущая весовая функция. Скажем,

что многочлен P g-сильнее многочлена Q и запишем Q≺gP , если с некоторой

постоянной c > 0

(2.2) Q̃(ξ, g(ξ)) ≤ cP̃ (ξ, g(ξ)), ξ ∈ Rn,

где для данного многочлена R

R̃(ξ, t) :=
∑
α

|R(α)(ξ)|t|α|, ξ ∈ Rn, t > 0.

Предложение 2.1. Если Q < P , то для любой медленно растущей весовой

функции g Q≺gP .

Доказательство. Непосредственно следует из оценки 10.4.1 работы [2] с при-

менением формулы Тейлора.

На примере покажем, что обратное утверждение не верно.

Пример 2.1 Пусть n = 2, P (ξ) = (ξ1 − ξ2)
6, Q(ξ) = (ξ21 − ξ22)

2 и g(ξ) =

(1 + |ξ|)3/4. Так как P (s+1, s) = 1, Q(s+1, s) = (2s+ 1)
2, s = 1, 2, · · · , то Q ≮ P .

С другой стороны имеем, что P̃ (ξ, g(ξ)) ≥ 6! · g6(ξ) ≥ 6!(1 + |ξ|)4.5 ξ ∈ Rn и

Q̃(ξ, g(ξ)) ≤ c(1 + |ξ|)4, ξ ∈ R2 с некоторой постоянной c > 0. Следовательно

Q≺gP .

Лемма 2.1. Пусть g - медленно меняющийся весовая функция а P и Q неко-

торые многочлены. Для того, чтобы Q≺gP необходимо и достаточно, чтобы

существовало постоянная c > 0, для которого

(2.3) |Q(ξ)| ≤ cP̃ (ξ, g(ξ)), ξ ∈ Rn.

Доказательство. Выполнение оценки (2.3) при Q≺gP очевидно. Докажем

обратное. Из оценки (2.3) в силу оценки 10.4.1 работы [2] с некоторыми постоян-

ными c1, c2 > 0 имеем

Q̃(ξ, g(ξ)) ≤ c1 sup
|η|≤g(ξ)

|Q(ξ + η)| ≤
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≤ c2 sup
|η|≤g(ξ)

∑
α

|P (α)(ξ + η)|g|α|(ξ) ξ, η ∈ Rn.

Т.к. g - медленно меняющийся весовая функция, то с применением формулы

Тейлора с некоторыми постоянными c3, c4 > 0 отсюда получаем

Q̃(ξ, g(ξ)) ≤ c3 sup
|η|≤g(ξ)

∑
α

∑
β

|P (α+β)(ξ)| · |ηβ |
β!

g|α|(ξ) ≤
≤ c4

∑
γ

|P (γ)(ξ)|g|γ|(ξ) ξ ∈ Rn.

Лемма доказано. □

На примере покажем, что если g не является медленно меняющийся весовой

функцией, то из оценки (2.3) не следует, что Q≺gP .

Пример 2.2. Пусть n = 2, P (ξ) = ξ81(ξ
2
1 + ξ22), Q(ξ) = ξ21 · (ξ21 + ξ22)

2 и

g(ξ) = 1 + |ξ1|
2
7 + |ξ2|

2
7 + |ξ1|

1
4 · |ξ2|

1
4 =: hN(ξ), где N ⊂ R2

+ в.п. многогран-

ник с вершинами (0, 0), (2/7, 0), (0, 2/7) и (1/4, 1/4) (В силу вышесказанного,

т.к. card Λ1(N) = 2 > 1, функция g не является медленно меняющиейся весовой

функцией). Сначало покажем, что Q⊀gP . Пусть ξs = (1, s) s = 1, 2 · · · . Лекго за-

метить, что с некоторой постоянной c1 > 0 P̃ (ξs, g(ξs)) ≤ c1 · s2g8(ξs) s = 1, 2, · · · .
Так как g(ξs) ≤ 4 · s2/7, s = 1, 2, · · · , то отсюда получаем, что P̃ (ξs, g(ξs)) ≤
48 ·c1 ·s30/7, s = 1, 2 · · · . С другой стороны, учитывая что g(ξs) ≥ s2/7, s = 1, 2, · · · ,
то Q̃(ξs, g(ξs)) ≥ |(D2

1Q)(ξs)|g2(ξs) ≥ s32/7, s = 1, 2, · · · . Следовательно Q⊀gP .

Покажем, что с некоторой постоянной c2 > 0

(2.4) |Q(ξ)| ≤ c2 · P̃ (ξ, g(ξ)) ξ ∈ R2.

Т.к. P̃ (ξ, g(ξ)) ≥ |P (ξ)| + |(D8
1P )(ξ)|q8(s) ≥ ξ81 |ξ|2 + |ξ|2g8(ξ) ≥ 1

3 |ξ|
2(ξ81 + ξ21ξ

2
2 +

|ξ|16/7) ξ ∈ R2, то достаточно показать, что с некоторой постоянной c3 > 0

(2.4′) |Q(ξ)| ≤ c3|ξ|2(ξ81 + ξ21 · ξ22) ξ ∈ R2, |ξ| ≥ 2.

Так как выполнение оценки (2.4′) очевидно при |ξ1| ≥ |ξ|1/3 (тогда |Q(ξ)| ≤ |ξ|2·ξ81
) с постоянной c3 ≥ 1, то докажем его при |ξ1| ≤ |ξ|1/3, |ξ| ≥ 2. Так как тогда

|ξ2| ≥ 1
4 |ξ|, то |ξ|2 · ξ21 · ξ22 ≥ 1

16 |ξ|
4 · ξ21 = 1

16Q(ξ). Следовательно оценка (2.4′)

выполняется с постоянной c3 ≥ 16 и поэтому верна и оценка (2.4).

Лемма 2.2. Пусть N ⊂ Rn
+ в.п. многогранник для которого dN < 1, Pm и Pk

(k ≤ m) однородные многочлены порядка m и k соответсвенно. Если Pk≺hNPm,

то для любого η ∈ Σ(Pm) при lm(η) > (m − k)/(1 − ρN(η)) η ∈ Σ(Pk) и lk(η) ≥
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lm(η) − (m − k)/(1 − ρN(η)), где lm(η), lk(η) порядки нулей многочленов Pm, Pk

в точке η а число ρN(η) по N и η определено в предыдущем парагреафе.

Доказательство. Пусть η ∈ Σ(Pm), для которого lm(η) > (m−k)/(1−ρN(η)).

Из определения числа ρN(η) следует существование числа c1 ≥ 1 для которого

при всех t ≥ 1

c1t
ρN(η) ≥ hN(t · η) ≥ c−1

1 tρN(η).

Используя это, из условия Pk≺hNPm, в силу однородности многочленов Pm,

Pk и определения чисел lm(η), lk(η) с некоторыми постоянными c2, c3, c4 > 0 при

t ≥ 1 имеем, что∑
|α|≥lk(η)

tk−|α|(1−ρN(η))|P (α)
k (η)| =

∑
α

tk−|α|(1−ρN(η))|P (α)
k (η)| ≤

≤ c2
∑
α

|P (α)
k (t · η)|hN

|α|(t · η) ≤ c3
∑
α

|P (α)
m (t · η)|hN

|α|(t · η) ≤

c4
∑
α

tm−|α|(1−ρN(η))|P (α)
m (η)| = c4

∑
|α|≥lm(η)

tm−|α|(1−ρN(η))|P (α)
m (η)|.

Так как ρN(η) ≤ ρN < 1, то отсюда с некоторой постоянной c5 > 0 при t ≥ 1

получаем

(2.5)
∑

|α|≥lk(η)

t
k−|α|(1−ρN(η))

|P (α)
k (η)| ≤ c5t

m−lm(η)(1−ρN(η)).

Из оценки (2.5) непосредственно следует, что P
(α)
k (η) = 0 при тех α ∈ Nn

0

для которых k − |α|(1 − ρN(η)) > m − lm(η)(1 − ρN(η)). Так как при lm(η) >

(m− k)/(1− ρN(η)) множество {α ∈ Nn
0 , |α| < lm(η)− (m− k)/(1− ρN(η))} ̸= ∅,

то η ∈
∑

(Pk) и lk(η) ≥ lm(η)− (m− k)/(1− ρN(η)). Лемма доказана. □

Следствие 2.1. Пусть N ⊂ Rn
+ в.п. многогранник для которого dN < 1 а Pm и

Qm однородные многочлены порядка m. Если Qm ≺hN Pm, то Σ(Pm) ⊂ Σ(Qm)

и lPm
(η) ≤ lQm

(η) ∀η ∈ Σ(Pm).

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 2.2.

Следствие 2.2. Если при условиях леммы 2.2 η ∈ Rn
0 , то при lm(η) > (m −

k)/(1− ρN) η ∈ Σ(Pk) и lk(η) ≥ lm(η)− (m− k)/(1− ρN).

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 2.2, т.к. ρN(η) = ρN для

любого η ∈ Rn
0 .
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Лемма 2.3. Пусть N ⊂ Rn
+ в.п. многогранник, для которого ρN < 1, Pm и Pk

однородные многочлены порядка m и k (m ≥ k) соответственно, для которых

с некоторой постоянной c > 0

(2.6) |Pk(ξ)| ≤ cP̃m(ξ, hN(ξ)) ξ ∈ Rn.

Тогда для любого η ∈ Σ(Pm) при lm(η) > (m − k)/(1 − ρN) η ∈ Σ(Pk) и lk(η) ≥
lm(η)− (m− k)/(1− ρN).

Доказательство. Заметим, что утверждение леммы при card Λ(n−1)(N) = 1

и η ∈ Rn
0 непосредственно следует из следствия и леммы 2.1. Докажем утвер-

ждение леммы в общем случае. Пусть η ∈ Σ(Pm), lm(η) > (m − k)/(1 − ρN) а

точка τ ∈ Rn
0 выбрано так, чтобы

(2.7)
∑

|α|=lk(η)

P
(α)
k (η)τα

α!
̸= 0,

∑
|α|=lm(η)

P
(α)
m (η)τα

α!
̸= 0.

Существование такой точки τ ∈ Rn
0 следует из определений чисел lk(η) и lm(η).

Рассмотрим поведение Pk(ξ) и P̃m(ξ, hN(ξ)) на последовательности ξ(s) = s · η +
sρN ·τ , s = 1, 2, · · · при s → ∞. В силу однородности многочлена Pk, определения

числа lk(η) и (2.7) с применением формулы Тейлора, так как ρN < 1 при s → ∞
имеем

Pk(ξ(s)) =
∑
α

Pk
(α)(sη)(sρNτ)

α

α!
=

∑
α

s
k−|α|(1−ρN)P

(α)
k (η)τα

α!
=

=
∑

|α|≥lk(η)

s
k−|α|(1−ρN)P

(α)
k (η)τα

α!
=

(2.8) = sk−lk(η)(1−ρN) ·

 ∑
|α|=lk(η)

P
(α)
k (η)τα

α!

 (1 + o(1)).

Для оценки поведения P̃m(ξ(s), hN(ξ(s))) при s → ∞ рассмотрим следующие

возможные случаи 1) η ∈ Rn
0 и 2) η /∈ Rn

0 (в этом случае не умаляя общности за

счет перенумерации индексов будем считать, что η1 · · · ηr ̸= 0 ηr+1 = · · · = ηn =

0, 1 ≤ r < n).

Рассмотрим случай 1). Так как, в силу определения ρN, существует ν0 ∈ N0,

для которого |ν0| = ρN и для любого ν ∈ N0 при s → ∞

|(ξ(s))ν | = |(s · η)ν |(1 + o(1)) = s|ν||ην |(1 + o(1)),
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то существует постоянная c1 ≥ 1, для которого при всех s ≥ 1

c1
−1sρN ≤ hN(ξ(s)) ≤ c1s

ρN .

Используя эту оценку, в силу однорододности многочлена Pm и определения

числа lm(r), с некоторыми постоянными c2, c3, c4 > 0 при достаточно больших

s, с применением формулы Тейлора имеем

P̃m(ξ(s), hN(ξ(s))) =

=
∑
α

|Pm
(α)(ξ(s))|hN

(α)(ξ(s)) ≤ c2
∑
α

|P (α)
m (ξ(s))|s|α|ρN ≤

≤ c2
∑
α

∑
β

∣∣∣∣∣Pm
(α+β)(s · η)(sρNτ)

β!

∣∣∣∣∣
s|α|ρN ≤

≤ c3
∑
α

∑
β

s
m−|α+β|(1−ρN)

|Pm
(α+β)(η)| ≤

c4
∑
γ

sm−|γ|(1−ρN)|P (γ)
m (η)| = c4

∑
|γ|≥lm(η)

sm−|γ|(1−ρN)|P (γ)
m (η)|.

Так как ρN < 1, то отсюда в силу определения числа lm(η), с некоторой посто-

янной c5 > 0 при достаточно больших s получаем, что

(2.9) P̃m(ξ(s), hN(ξ(s))) ≤ c5s
m−lm(η)(1−ρN).

Из оценок (2.8) и (2.9) в силу (2.6) получаем, что k − lk(η)(1 − ρN) ≤ m −
lm(η)(1− ρN). Отсюда при lm(η) > (m− k)/(1− ρN) следует, что lk(η) ≥ lm(η)−
(m−k)/(1−ρN) > 0. Следовательно η ∈ Σ(Pk) и lk(η) ≥ lm(η)− (m−k)/(1−ρN).

Этим утверждение леммы в случае 1) доказано.

В случае 2) обозначим ξ′ := (ξ1, · · · , ξr), ξ′′ := (ξr+1, · · · , ξn). Тогда для любого

ν ∈ N0 при s → ∞

|(ξ(s))ν | = |(ξ′(s))ν
′

| · |(ξ′′(s))ν
′′

| = s|ν
′||ην

′
| · s|ν

′′|ρN |(τ ′′)ν
′′

| · (1 + o(1)).

Так как ρN < 1, то из условия в.п. многогранника N следует (в случае 2)), что

для любого ν ∈ N0 |ν′|+ ρN|ν′′| < ρN. Отсюда получаем, что при s → ∞

(2.10) hN(ξ(s)) = o(1) · sρN .

Так как ρN < 1, то в силу (2.7), определения числа lm(η) и однородности много-

гранника Pm с применением формулы Тейлора для Pm(ξ(s)) при s → ∞ имеем

|Pm(ξ(s))| =

∣∣∣∣∣∑
α

P
(α)
m (sη)(sρNτ)

α

α!

∣∣∣∣∣ =
40



СРАВНЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ И ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ...

=

∣∣∣∣∣∑
α

s
m−|α|(1−ρN)P

(α)
m (η)τα

α!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∑
|α|≥lm(η)

s
m−|α|(1−ρn)P

(α)
m (η)τα

α!

∣∣∣∣∣∣ =

(2.11) = sm−lm(η)(1−ρN)

∣∣∣∣∣∣
∑

|α|=lm(η)

P
(α)
m (η)τα

α!

∣∣∣∣∣∣ (1 + o(1)).

Поступая аналогичним образом в силу (2.10) при s → ∞ имеем∑
α ̸=0

|P (α)
m (ξ(s))|h|α|

N (ξ(s)) = o(1)
∑
α̸=0

s|α|ρN |P (α)
m (ξ(s))| ≤

≤ o(1) ·
∑
α̸=0

s
|α|ρN

∑
β

∣∣∣∣∣P (α+β)
m (sη) · (sρNτ)

β

β!

∣∣∣∣∣ ≤
o(1) ·

∑
α̸=0

∑
β

sm−|α+β|(1−ρN)|P (α+β)
m (η)| = o(1) ·

∑
γ ̸=0

sm−|γ|(1−ρN)|P (γ)
m (η)| ≤

≤ o(1) ·
∑

γ≥lm(η)

s
m−|γ|(1−ρN)

|P (γ)
m (η)| ≤ o(1) · sm−lm(η)(1−ρN).

Отсюда и из соотношения (2.11) с некоторой постоянной c6 > 0 при достаточно

больших s получаем, что

(2.12) P̃m(ξ(s), hN(ξ(s))) ≥ c6s
m−lm(η)(1−ρN).

Из оценок (2.8) и (2.12) в силу (2.6) получаем, что k − lk(η)(1 − ρN) ≥ m −
lm(η)(1 − ρN). Отсюда при lm(η) > (m − k)/(1 − ρN) следует, что η ∈ Σ(Pk) и

lk(η) ≥ lm(η)−(m−k)/(1−ρN). Этим утверждение леммы вслучае 2), тем самым

полностью, доказана. □

Следствие 2.3. Пусть при условиях леммы 2.3 card Λn−1(N) = 1 и η ∈ Σ(Pm).

Если lm(η) > (m−k)/(1−ρN(η)), то η ∈ Σ(Pk) и lk(η) ≥ lm(η)−(m−k)/(1−ρN(η)).

Доказательство. Так как при

cardΛn−1(N) = 1

функция hN является медленно меняющийся весовой функцией, то всилу леммы

2.1 из оценки (2.3) следует, что Pk≺hNPm. Тогда в силу леммы 2.2 получаем

утверждение следствия 2.3.

Лемма 2.4. Пусть k ≥ l ≥ 0, 0 ≤ j ≤ l. Тогда при всех x, y, z ≥ 0 xk−jyl−jzj ≤
xkyl + xk−lzl.
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Лемма 2.5. Пусть m ≥ k ≥ 0, δ ∈ (0, 1), m ≥ l0 ≥ (m − k)/(1 − δ) и k ≥ l1 ≥
l0 − (m− k)/(1− δ). Тогда для любого κ ≥ 1 существует постоянная c > 0, для

которого при всех x ≥ 1, y ∈ [0, 1] и z ∈ [κ−1x, κx]

(2.13) xkyl1 + xk1−l1zl1 ≤ c(xmyl0 + xm−l0zl0).

Доказательство. Рассмотрим следующие возможные случаи I) k = m и II)

k < m. Так как в случае I) из условия леммы следует, что l1 ≥ l0, то в случае

I) возможны следующие под-случая I.1) l1 = l0, k = m и I.2) l1 > l0, k = m. В

под-случае I.1) выполнение оценки с постоянной c ≥ 1 очевидно. В случае I.2),

при условиях леммы, для любых x ≥ 1, y ∈ [0, 1] и z ∈ [κ−1xδ, κx] имеем

xkyl1 + xk−l1zl1 = xmyl1 + xm−l1zl1 ≤ xmyl0 + (xm−l1zl1−l0)zl0 ≤

≤ xmyl0 + κl1−l0xm−l0zl0 ,

откуда следует оценка (2.13) с постоянной c ≥ κl1−l0 .

Рассмотрим случай II). Так как

xm−l0zl0 ≥ κ−l0xm−l0(1−δ) при x ≥ 1, z ≥ κ−1xδ,

то при условиях леммы, с применением неравенства Гелдера при p = l0/[l0−(m−
k)/(1− δ)] (> 1), q = p/(p− 1) = (1− δ)l0/(m− k), для первого слагаемого левого

части оценки (2.13) при всех x ≥ 1, y ∈ [0, 1], z ∈ [κ−1xδ, κx] имеем

xkyl1 ≤ xk · yl0−(m−k)/(1−δ) = (xmyl0)
[l0−(m−k)/(1−δ)]/l0×

×(xm−k)
[m/(1−δ)l0−1] ≤ l0 − (m− k)/(1− δ)

l0
xmyl0+

(2.14) +
m− k

(1− δ)l0
xm−(1−δ)l0 ≤ xmyl0 + κl0mm−l0zl0 .

Для оценки второго слагаемого левой части оценки (2.13) в случае II) рассмот-

рим следующие возможные под-случаи II.1) l0 ≤ l1 и II.2) l0 > l1. В под-случае

II.1) при условиях леммы при всех x ≥ 1, z ∈ [κ−1xδ, κx] имеем, что

xk−l1zl1 = (xk−l1zl1−l0)zl0 ≤ κl1−l0xk−l0zl0 ≤

(2.15) ≤ κl1−l0xm−l0zl0 .

В под-случае II.2), с применением неравенства Гелдера когда p = l0/l1 (> 1),

q = p/(p − 1) = l0/(l0 − l1) при условиях леммы для всех x ≥ 1, y ∈ [0, 1] и

z ∈ [κ−1xδ, κx] имеем, что

xk−l1zl1 = (xm−l0zl0)
l1/l0

xk−l1m/l0 ≤ l1
l0
xm−l0zl0 +

l0 − l1
l0

x(k−l1m/l0)l0/(l0−l1).
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Так как из условия l1 ≥ l0 − (m − k)/(1 − δ) > 0 леммы следует, что (kl0 −
l1m)/(l0− l1) ≤ m−(1−δ)l0, следовательно при x ≥ 1, z ∈ [κ−1x, κx] xm−l0(1−δ) ≤
κl0xm−l0zl0 , то отсюда получаем, что при всех x ≥ 1, y ∈ [0, 1] и z ∈ [κ−1xδ, κx]

xk−l1zl1 ≤ 2κl0xm−l0zl0 .

Из оценок (2.14) и (2.15) в под-случае II.1) и оценок (2.14) и (2.7) в под-случае

II.2) получаем оценку (2.13) с постоянной c ≥ 3 ·max{κl1 , κl0}. Этим оценка (2.13)

в случае II) и тем самым в общем случае доказана. Лемма 2.6 доказана. □

3. Основные результаты

Предложение 3.1. Пусть R-однородный многочлен порядка m от двух пере-

менных, l = l(η) (η ∈ R2, |η| = 1) порядок нуля многочлена R в точке η и τ ∈ R2,

|τ | = 1, (τ, η) = 0. Тогда Dl
τR(η) ̸= 0 и при (t, u) → (+∞, 0)

R(t(η + uτ)) =
1

l!
· tmul(Dτ

lR(η)) · (1 + o(1)),

где Dτ производная по направлению вектора τ .

Теорема 3.1. Пусть N ⊂ R2
+ в.п. многогранник для которого ρN < 1, Pm и

Pk однородные многочлены от двух переменных порядка m и k (m ≥ k) со-

ответственно. Если для любого η ∈ Σ(Pm) при lm(η) > (m − k)/(1 − ρN(η))

lk(η) ≥ lm(η)− (m− k)/(1− ρN(η)), то Pk≺hNPm.

Доказательство. Предположим противное, что при условиях теоремы суще-

ствует последовательность {ξs} ⊂ R2 для которого при s → ∞

(3.1) P̃k(ξ
s, hN(ξs))/P̃m(ξs, hN(ξs)) → ∞.

Так как по определению hN hN(ξ) ≥ 1 ∀ξ ∈ R2 (0 ∈ N0), то с некоторой

постояной c1 > 0 P̃m(ξs, hN(ξs)) ≥ c1h
m
N(ξs) ≥ c1, s = 1, 2, · · · . Следовательно

при выполнении соотношения (3.1) |ξs| → ∞ при s → ∞. За счет перехода на

подпоследовательность последовательности {ξs} можно считать, что |ξs| ≥ 1, s =

1, 2, · · · и существует η ∈ R2, |η| = 1 для которого при s → ∞ ηs := ξs/|ξs| → η.

Рассмотрим следующие возможные случаи 1) η /∈ Σ(Pm), 2) η ∈ Σ(Pm), lm(η) ≤
(m−k)/(1−ρN(η)) и 3) η ∈ Σ(Pm), lm(η) > (m−k)/(1−ρN(η)) (в этом случае из

условий теоремы имеем, что lk(η) ≥ lm(η) − (m − k)/(1 − ρN(η))). В случае 1) в

силу однородности многочленов Pm, Pk и условия ρN < 1 теоремы с некоторым

постоянными c1, c2 > 0 при достаточно больших s имеем

(3.2) P̃m(ξs, hN(ξs)) ≥ |Pm(ξs)| = |ξs|m|Pm(ηs)| ≥ 1

2
|ξs|m|Pm(η)|,
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P̃k(ξ
s, hN(ξs)) =

∑
α

|P (α)
k (ξs)|hN

|α|(ξs) ≤ c1
∑
α

|P (α)
k (ξs)| · |ξs||α|ρN =

(3.3) = c1
∑
α

|ξs|k−|α|(1−ρN)|Pk(η
s)| ≤ c2|ξs|k.

Т.к. m ≥ k то оценки (3.2) и (3.3) противоречат соотношению (3.1). Рассмотрим

случай 2). Тогда при достаточно больших s, в силу определения числа lm(η), с

некоторой постоянной c3 > 0 имеем

P̃m(ξs, hN(ξs)) ≥
∑

|α|=lm(η)

|P (α)
m (ξs)|hN

|α|(ξs) =

= |ξs|m−lm(η) · hN
lm(η)(ξs) ·

∑
|α|=lm(η)

|P (α)
m (ηs)| ≥

(3.4) ≥ c3|ξs|m−lm(η) · hN
lm(η)(ξs).

Так как ηs = ξs/|ξ|s → η при s → ∞, то в силу определения числа ρN(η) с неко-

торой постоянной c4 > 0 имеем что hN(ξs) ≥ c4|ξs|ρN(η) s = 1, 2, · · · . Используя

это из оценки (3.4), с некоторой постоянной c5 > 0, при достаточно больших s

получаем

(3.5) P̃m(ξs, hN(ξs)) ≥ c5|ξs|m−lm(η)(1−ρN(η)).

Так как в случае 2) k ≤ m − lm(η)(1 − ρN(η)) (lm(η) ≤ (m − k)/(1 − ρN(η))), то

оценки (3.3) и (3.5) противоречат соотношению (3.1).

В случае 3) за счет перехода на подпоследовательность последовательности

{ξs} возможны следующие подслучая 3.1) ξs = |ξs|η, s = 1, 2, · · · , 3.2) ξs ̸=
|ξs|η s = 1, 2, · · · . В подслучае 3.1), в силу однородности многочленов Pm, Pk,

определения чисел lm(η), lk(η), так как ρN < 1 и с некоторой постоянной κ ≥ 1

(в силу определения ρN(η) )

κ|ξs|ρN(η) ≥ hN(ξs) ≥ κ−1|ξs|ρN(η) s = 1, 2, · · · ,

то существуют постоянные cj > 0, j = 6, 9 для которых при достаточно больших s

P̃m(ξs, hN(ξs)) ≥
∑

|α|=lm(η)

|P (α)
m (ξs)|hN

|α|(ξs) ≥ c6|ξs|m−lm(η)(1−ρN(η))×

(3.6) ×
∑

|α|=lm(η)

|P (α)
m (ηs)| ≥ c7|ξs|m−lm(η)/(1−ρN(η)),

P̃k(ξ
s, hN(ξs)) =

∑
α

|P (α)
k (ξs)|h|α|

N (ξs) ≤ c8
∑
α

|ξs|k−|α|(1−ρN(η))|P (α)
k (η)| =
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(3.7) = c8
∑

|α|≥lk(η)

|ξs|k−|α|(1−ρN(η))|P (α)
k (η)| ≤ c9|ξs|k−lk(η)(1−ρN(η)).

Так как из условия lk(η) ≥ lm(η)− (m− k)/(1− ρN(η)) > 0 теоремы следует, что

k− lk(η)(1− ρN(η)) ≤ m− lm(η)(1− ρN(η)), то оценки (3.6) и (3.7) противоречат

соотношению (3.1). Рассмотрим подслучай 3.2). Пусть τ ∈ R2, |τ | = 1 и (τ, η) = 0.

Тогда в подслучае 3.2) точки ξs s = 1, 2, · · · можно представить в следующем виде

ξs = ts(η + usτ) s = 1, 2, · · · , где при s → ∞

(3.8) (ts, us) → (+∞, 0) и ts/|ξs| → 1.

Поэтому в дальнейшем, не умаляя общности, будем считать, что ts ≥ 1, |us| ≤ 1

s = 1, 2, · · · . Так как проядок нуля многочлена P
(α)
k , α ∈ N2

0 в точке η при

|α| ≤ lk(η) не меньше чем lk(η)− |α|, то с применением предложения 3.1, в силу

однородности многочлена Pk и соотношения (3.8), с некоторой постоянной c10 > 0

при достаточно больших s имеем.

P̃k(ξ
s, hN(ξs)) =

∑
|α|≤lk(η)

|P (α)
k (ξs)|hN

|α|(ξs) +
∑

|α|>lk(η)

|P (α)
k (ξs)|h|α|

N (ξs) ≤

≤ c10

 ∑
|α|≤lk(η)

|ξs|k−|α||us|lk(η)−|α|hN
|α|(ξs) +

∑
|α|>lk(η)

|ξs|k−|α|h
|α|
N (ξs)

 .

Так как ρN < 1, следовательно hN(ξs)/|ξs| → 0 при s → ∞, то в силу леммы 2.4,

с некоторой постоянной c11 > 0 при достаточно больших s получаем, что

(3.9) P̃k(ξ
s, hN(ξs)) ≤ c11

[
|ξs|k|us|lk(η) + |ξs|k−lk(η)hN

lk(η)(ξs)
]
.

Для P̃m(ξs, hN(ξs)), при достаточно больших s, в силу предложения 3.1 и опре-

деления числа lm(η), с некоторой постоянной c12 > 0 имеем

P̃m(ξs, hN(ξs)) ≥ |Pm(ξs)|+
∑

|α|=lm(η)

|P (α)
m (ξs)|hN

|α|(ξs) ≥

1

2

|ξs|m|us|lm(η)|Dτ
lm(η)Pm(η)|+ |ξs|m−lm(η) · hN

lm(η)(ξs) ·
∑

|α|=lm(η)

|P (α)
m (η)|

 ≥

(3.10) ≥ c12

[
|ξs|m|us|lm(η) + |ξs|m−lm(η)h

lm(η)
N (ξs)

]
.

Так как, в силу определения числа ρN(η) и условия ρN < 1, с некоторой посто-

янной κ ≥ 1

(3.11) κ|ξs| ≥ hN(ξs) ≥ κ−1|ξs|ρN(η) s = 1, 2, · · · ,
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числа k, m, l0 := lm(η), l1 := lk(η), δ := ρN(η) и тройки (xs, ys, zs) := (|ξs|, |us|, hN(ξs))

(в силу (3.11)) при достаточно больших s удовлетворяют условиям леммы 2.5,

то существует постоянная c13 > 0 для которого при этих s

|ξs|k|us|lk(η) + |ξs|k−lk(η)h
lk(η)
N (ξs) ≤

(3.12) ≤ c13(|ξs|m|us|lm(η) + |ξs|m−lm(η)h
lm(η)
N (ξs)).

Из оценок (3.9) и (3.10) в силу (3.12) получаем противоречие с соотношением

(3.1). Полученные противоречия доказывают справедливость утверждения тео-

ремы. Теорема 3.1 доказана. □

Следствие 3.1. Пусть N, N1 ⊂ R2
+ в.п. многогранники, для которых ρN < 1,

ρN1
< 1, Pm и Pk однородные многочлены от двух переменных порядка m и

k (m ≥ k) соответственно. Если для любого η ∈ Σ(Pm) ρN(η) = ρN1
(η), то

Pk ≺hN Pm тогда и только тогда, когда Pk ≺hN1 Pm.

Доказательство. Пусть Pk ≺hN Pm. Тогда в силу леммы 2.2 lk(η) ≥ lm(η)−
(m − k)/(1 − ρN(η)) для любого η ∈ Σ(Pm) если lm(η) > (m − k)/(1 − ρN(η)).

Тогда из условий леммы имеем, что lk(η) ≥ lm(η)− (m−k)/(1− ρN1
(η)) при всех

η ∈ Σ(Pm), для которых lm(η) > (m − k)/(1 − ρN1(η)). Отсюда в силу теоремы

3.1 получаем, что Pk ≺hN1 Pm.

Этим утверждение следствия доказано, так как для доказательства обратного

утверждения достаточно поменять местами многогранники N и N1.

Замечание 3.1. Легко заметить, что для любого в.п. многогранника N ⊂ R2
+

и 0 ̸= η ∈ R2 ρN(η) = max
ν∈N0

ν1 при η2 = 0, ρN(η) = max
ν∈N0

ν2 при η1 = 0 и ρN(η) =

ρN = max
ν∈N0

|ν| при η ∈ R2
0.

Следствие 3.2. Если при условиях следствия 3.1 Σ(Pm) ⊂ R2
0, то условия Pk ≺hN

Pm, Pk ≺hN1 Pm эквивалентны тогда и только тогда, когда ρN = ρN1 .

Доказательство. Непосредственно следует из следствия 3.1 и замечания 3.1.

Аналогичным образом (как доказана теорема 3.1) можно доказать следующую:

Теорема 3.2. Пусть N ⊂ R2
+, Pm и Pk те же, что и в теореме 3.1. Если для

любого η ∈ Σ(Pm) при lm(η) > (m − k)/(1 − ρN) следует, что lk(η) > lm(η) −
(m− k)/(1− ρN), то существует постоянная c > 0 для которого

(3.13) |Pk(ξ)| ≤ cP̃m(ξ, hN(ξ))| ∀ξ ∈ R2.
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Следствие 3.3. Пусть N, N1 ⊂ R2 в.п. многогранники, для которых ρN < 1,

ρN1 < 1, Pm и Pk однородные многочлены от двух переменных порядка m и

k m ≥ k соответственно. Если ρN = ρN1
, то для выполнения оценки (3.13)

необходимо и достаточно, чтобы с некоторой постоянной c1 > 0

(3.13′) |Pk(ξ)| ≤ cP̃m(ξ, hN1(s))∀ξ ∈ R2

Доказательство. Проводится аналогично доказательству следствия 3.1 с ис-

пользованием теоремы 3.2 вместо теоремы 3.1 и леммы 2.3 вместо леммы 2.2.

Теорема 3.3. Пусть N ⊂ R2
+ в.п. многогранник, для которого ρN < 1, а P

многочлен от двух переменных представленный в виде (1.1). Если многочлен

Pm гиперболичен по Гордингу относительно вектора 0 ̸= τ ∈ R2 а многочлены

Pk k = 1, · · · ,m− 1 удовлетворяют следующему условию: для любых η ∈ Σ(Pm)

и k > m− lm(η)/(1− ρN(η)) lk(η) ≥ lm(η)− (m− k)/(1− ρN(η)) то многочлен P

hN-гиперболичен относительно вектора τ .

Доказательство. Утверждение теоремы непосредственно следует из теоремы

3.3 работы [9], так как при условиях нашей теоремы, в силу теоремы 3.1 Pk ≺hN

Pm k = 0, 1, · · · ,m− 1.

Следствие 3.4. Пусть N, P и τ те же, что и в теореме 3.3 а N1 ⊂ R2
+ некото-

рый в.п. многогранник. Если ρN(η) = ρN1
(η) при всех η ∈ Σ(Pm), то многочлен

P hN1-гиперболичен относительно вектора τ .

Доказательство. Непосредственно следует из теоремы 3.3 и следствия 3.1.

Теорема 3.4. Пусть N ⊂ R2
+ в.п. многогранник для которого ρN < 1 а P -

многочлен от двух переменных, представленный в виде (1.1). Если многочлен

Pm гиперболичен по Гордингу относительно вектора 0 ̸= τ ∈ R2 а многочлены

Pk k = 1, · · · ,m− 1 удовлетворяют следующему условию: для любых η ∈ Σ(Pm)

и k > m− lm(η)/(1− ρN) lk(η) ≥ lm(η)− (m− k)/(1− ρN), то многочлен P 1/ρN

гиперболичен относительно вектора τ .

Доказательство. Из условий теоремы, в силу теоремы 3.2 с некоторой по-

стоянной c1 > 0 имеем, что

|Pk(ξ)| ≤ c1P̃m(ξ, hN(ξ)) ξ ∈ R2, k = 0, · · · ,m− 1.

Так как с некоторой постоянной κ > 0 в силу условия теормы

hN(ξ) ≤ κ(1 + |ξ|ρN) =: g(ξ) ξ ∈ R2
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и следовательно с некоторой постоянной c2 > 0 P̃ (ξ, hN(ξ)) ≤ c2P̃m(ξ, g(ξ))

ξ ∈ R2, то в силу леммы 2.1 Pk ≺g Pm, так как g является медленно меняю-

щийся весовой функцией. Отсюда в силу теоремы 3.3 работы [9] получаем, что

многочлен P g-гиперболичен отнасительно вектора τ или что то же самое, учи-

тывая определение функции g, P 1/ρN гиперболичен отнасительно вектора τ .

Теорема 3.4. доказана. □
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