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Аннотация. В работе рассмотрены вопросы сходимости и суммируемо-
сти рядов Фурье функций класса Lip 1 относительно общих ортонормиро-
ванных систем (ОНС). Найдены достаточные условия, которым должны
удовлетворять функции ОНС, чтобы ряд Фурье по этой системе каждой
функции из класса Lip 1 п.в. сходился, безусловно сходился или суммиро-
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1. Вспомогательные обозначения и утверждения

Пусть f ∈ L2(I) (I = [0, 1]) и (φn) – ортонормированная на I система (ОНС)

функций. Числа

(1.1) Cn(f) =

∫ 1

0

f(x)φn(x)dx

– коэффициенты Фурье функции f . Как известно, Lip 1 является простран-

ством Банаха с нормой

(1.2) ||f ||Lip 1 = ||f ||C + sup
x,y∈[0,1]

|f(x)− f(y)|
|x− y|

.

Теорема 1.1 (Банах [1]). Пусть f ∈ L2 (f ̸≃ 0) – любая функция. Тогда

существует ОНС такая, что

lim sup
n→∞

|Sn(x, f)| = +∞ п.в. на [0, 1],

где

Sn(x, f) =

n∑
k=1

Ck(f)φk(x).
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Теорема 1.2 (Меньшова-Радемахера, см. [2, с. 332]). Пусть (φn(x)), x ∈ [0, 1],

произвольная ОНС. Тогда для п.в. x ∈ [0, 1] сходится всякий ряд
∞∑

n=1

anφn(x),

коэффициенты которого удовлетворяют условию
∞∑

n=1

a2n log
2 n < ∞.

Теорема 1.3 (Орлич, см. [2, c. 350]). Если для некоторого ε > 0

(1.3)
∞∑
k=1

a2k log
2(k + 1)(log log(k + 2))1+ε < +∞,

тогда ряд
∞∑
k=1

akφk(x) п.в. безусловно сходится на [0, 1].

Теорема 1.4 ([3, c. 132]). Пусть (φn) ОНС на [0, 1]. Если
∞∑

n=1

a2n(log log n)
2 < +∞,

тогда ряд
∞∑

n=1
anφn(x) суммируем методом (C,α), α > 0, п.в. на [0, 1].

Справедливо равенство (см. [4])

(1.4)
∫ 1

0

f(x)F (x)dx =

n−1∑
i=1

(
f

(
i

n

)
− f

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

F (x)dx

+

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

(
f(x)− f

(
i

n

))
F (x)dx+ f(1)

∫ 1

0

F (x)dx,

где F, f ∈ L2 и функция f(x) принимает лишь конечные значения в каждой

точке отрезка [0, 1] (см. (1.1)).

Пусть wn неубывающая последовательность положительных чисел, удовле-

творяющая условию

(1.5) wn ≤ n,

и

Pn(a,
√
w, x) =

n∑
k=1

ak
√
wkφk(x).

Легко видеть, что если f ∈ L2(I) (см. (1.1)),

(1.6)
n∑

k=1

Ck(f)
√
wkak =

∫ 1

0

f(x)Pn(a,
√
w, x)dx.
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Пусть

(1.7) Dn(a,
√
w) =

1

n

n−1∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(a,
√
w, x)dx

∣∣∣∣.
Лемма 1.1. Пусть (an) ∈ ℓ2. Через Hn обозначим множество всех i (i =

1, . . . , n − 1), для каждого из которых найдется точка x ∈ [ in ,
i+1
n ) такая,

что

sign

∫ x

0

Pn(a,
√
w, u)du ̸= sign

∫ i+1
n

0

Pn(a,
√
w, u)du,

тогда

(1.8)
1

n

∑
i∈Hn

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(a,
√
w, u)du

∣∣∣∣ = O(1).

Доказательство. В силу непрерывности функций
∫ x

0
Pn(a,

√
w, u)du найдется

точка xin ∈ [ in ,
i+1
n ) такая, что∫ xin

0

Pn(a,
√
w, u)du = 0.

Отсюда ∫ i
n

0

Pn(a,
√
w, u)du =

∫ i
n

xin

Pn(a,
√
w, u)du.

Следовательно, используя неравенство Гельдера, заключаем

∑
i∈Hn

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(a,
√
w, u)du

∣∣∣∣ ≤ ∑
i∈Hn

∫ i
n

i−1
n

|Pn(a,
√
w, u)|du

≤
∫ 1

0

|Pn(a,
√
w, u)|du ≤

(∫ 1

0

P 2
n(a,

√
w, u)du

) 1
2

=

( n∑
k=1

a2kwk

) 1
2

≤
√
wn

( n∑
k=1

a2k

) 1
2

= O(1)
√
wn.

Умножая это неравенство на 1
n и используя неравенство (1.5), получаем

справедливость леммы 1.1. □

2. Постановка задач

Вопросы ортогональных рядов изучены, например, в монографии [2] и в ра-

ботах [6]–[10]. Отметим, что из теорем Меньшова [5] и Банаха [1] следует, что

сходимость общих ортогональных рядов и сходимость общих рядов Фурье для

функций из некоторого дифференциального класса являются разными задача-

ми. В первом случае решающую роль играют коэффициенты ортогонального

ряда. Во втором случае принадлежность функции f (f ̸≃ 0) к любому диффе-

ренциальному классу не гарантирует сходимость ее ряда Фурье относительно
16
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общих ОНС. Стало быть, надо наложить условия на функции ОНС, чтобы ряд

Фурье по этой системе имел «хорошие» свойства. Точнее, рассмотрим следую-

щие классы функций:

A1, непрерывные функции.

A2, функции ограниченной вариации.

A3, абсолютно непрерывные функции.

A4, классы Hω.

Рассмотрим также свойства рядов Фурье:

B1, сходимость почти всюду.

B2, суммируемость методами Чезаро п.в.

B3, безусловная сходимость.

B4, абсолютная сходимость и т.д.

Ставятся задачи: каким условиям должны удовлетворять функции ОНС,

чтобы ряд Фурье каждой функции из класса Ai, i = 1, 2, 3, 4, . . . , имел свойство

Bj , j = 1, 2, 3, 4, . . . . Некоторые из вышеотмеченных задач были рассмотрены

в работах [11]–[20].

3. Основные результаты

Теорема 3.1. Пусть (φn) ОНС на [0, 1], h(x) = 1 и

(3.1)
∞∑
k=1

C2
k(h)wk < ∞.

Если для любой последовательности (an) ∈ ℓ2 (см. (1.7))

(3.2) Dn(a,
√
w) = O(1),

то
∑∞

n=1 C
2
n(f)wn < +∞ для любой функции f ∈ Lip 1.

Доказательство. В равенстве (1.4) положим F (x) = Pn(a,
√
w, x), тогда

(3.3)
∫ 1

0

f(x)Pn(a,
√
w, x)dx =

n−1∑
i=1

(
f

(
i

n

)
− f

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

Pn(a,
√
w, x)dx

+

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

(
f(x)− f

(
i

n

))
Pn(a,

√
w, x)dx

+ f(1)

∫ 1

0

Pn(a,
√
w, x) dx = I1 + I2 + I3.
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Полагая f ∈ Lip 1 и учитывая (3.2) имеем

(3.4) |I1| ≤
n−1∑
i=1

∣∣∣∣f (
i

n

)
− f

(
i+ 1

n

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(a,
√
w, x)dx

∣∣∣∣
= O(1)

1

n

n−1∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(a,
√
w, x)dx

∣∣∣∣ = O(1)Dn(a,
√
w) = O(1).

Пусть ∆in = [ i−1
n , i

n ] и f ∈ Lip 1. Тогда имеем

|I2| ≤
n∑

i=1

max
x∈∆in

∣∣∣∣f(x)− f

(
i

n

)∣∣∣∣ ∫ i
n

i−1
n

|Pn(a,
√
w, x)|dx

= O(1)
1

n

n∑
k=1

∫ i
n

i−1
n

|Pn(a,
√
w, x)|dx

= O(1)
1

n

∫ 1

0

|Pn(a,
√
w, x)| dx = O(1)

1

n

(∫ 1

0

P 2
n(a,

√
w, x)dx

) 1
2

= O(1)
1

n

( n∑
k=1

a2kwk

) 1
2

= O(1)

√
wn

n

( n∑
k=1

a2k

) 1
2

= O(1).(3.5)

Далее, используя неравенство Коши и (3.1) получим:

|I3| =
∣∣∣∣f(1)∫ 1

0

Pn(a,
√
w, x) dx

∣∣∣∣ = O(1)

∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
k=1

ak
√
wkφk(x) dx

∣∣∣∣
= O(1)

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak
√
wk

∫ 1

0

φk(x) dx

∣∣∣∣ = O(1)

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak
√
wkCk(h)

∣∣∣∣
= O(1)

( n∑
k=1

a2k

) 1
2
( n∑

k=1

C2
k(h)wk

) 1
2

= O(1).

Из последнего неравенства и (3.3)–(3.5) будем иметь∣∣∣∣ ∫ 1

0

f(x)Pn(a,
√
w, x)dx

∣∣∣∣ = O(1).

Отсюда и из (1.6) для любого (an) ∈ ℓ2
n∑

k=1

ak
√
wkCk(f) = O(1).

Если теперь в качестве ak возьмем |ak| signCk(f), будем иметь
n∑

k=1

|ak
√
wkCk(f)| = O(1).

Таким образом, для любого (an) ∈ ℓ2 сходится ряд
∑∞

k=1 ak
√
wkCk(f).

Отсюда в силу известной теоремы (Ck(f)
√
wk) ∈ ℓ2, т.е., для любой функции

f ∈ Lip 1
∞∑
k=1

C2
k(f)wk < +∞.
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Теорема 3.1 доказана. □

Теорема 3.2. Пусть (φn) ОНС на [0, 1] и выполняется условие (3.1). Если

для любой последовательности (an) ∈ ℓ2 выполняется условие (см. (1.7))

Dn(a,
√
w) = O(1) при wk = log2 k,

тогда для любой функции f ∈ Lip 1 ряд
∞∑
k=1

Ck(f)φk(x) сходится п.в. на [0, 1].

Доказательство. Действительно, полагая в теореме 3.1 wk = log2 k, получим
∞∑
k=1

C2
k(f) log

2 k < ∞.

Теперь справедливость теоремы 3.2 вытекает из теоремы 1.2. □

Теорема 3.3. Пусть (φn) ОНС на [0, 1] и выполняется условие (3.1). Если

для любой последовательности (an) ∈ ℓ2 и для некоторого ε > 0 выполняется

условие (см. (1.7))

Dn(a,
√

w(ε)) = O(1) при wk(ε) = log2(k + 1)(log log(k + 2))1+ε,

тогда ряд Фурье любой функции f ∈ Lip 1

∞∑
n=1

Cn(f)φn(x)

безусловно сходится п.в. на [0, 1].

Доказательство. Действительно, полагая в теореме 3.1

wk(ε) = log2(k + 1)(log log(k + 2))1+ε

получим
∞∑
k=1

C2
k(f)wk(ε) < ∞.

Теперь справедливость теоремы 3.3 вытекает из теоремы 1.3. □

Теорема 3.4. Пусть (φn) ОНС на [0, 1] и выполняется условие (3.1). Если

для любой последовательности (an) ∈ ℓ2 выполняется условие (см. (1.7))

Dn(a,
√
w) = O(1) при wn = (log log n)2,

тогда ряд Фурье любой функции f ∈ Lip 1

∞∑
n=1

Cn(f)φn(x)

суммируется методом (C,α), α > 0, п.в. на [0, 1].
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Доказательство. Действительно, полагая в теореме 3.1 wn = (log log n)2, по-

лучим
∞∑

n=1

C2
n(f)(log log n)

2 < ∞.

Теперь справедливость теоремы 3.4 вытекает из теоремы 1.4. □

Теорема 3.5. Пусть (φn) заданная на [0, 1] ОНС и выполняется условие (3.1).

Если для некоторой последовательности (bn) ∈ ℓ2

(3.6) lim sup
n→∞

Dn(b,
√
w) = +∞,

тогда существует функция g ∈ Lip 1 такая, что
∞∑

n=1

C2
n(g)wn = +∞.

Доказательство. Не ограничивая общности допустим, что

(3.7)
∣∣∣∣ ∫ 1

0

Pn(b,
√
w, x) dx

∣∣∣∣ = O(1).

Действительно, если

lim sup
n→∞

∣∣∣∣ ∫ 1

0

Pn(b,
√
w, x) dx

∣∣∣∣ = +∞,

то в виду того, что∣∣∣∣ ∫ 1

0

Pn(b,
√
w, x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
k=1

bk
√
wkφk(x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n∑
k=1

bk
√
wk

∫ 1

0

φk(x) dx

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=1

|bk|
√
wk|Ck(h)|, h(x) = 1,

получим
∞∑
k=1

|bk|
√
wk|Ck(h)| = +∞.

Отсюда, поскольку bk ∈ ℓ2, вытекает, что
∞∑
k=1

|Ck(h)|2wk = +∞.

Так как h ∈ Lip 1 (h(x) = 1), получаем доказательство теоремы 3.5. Следова-

тельно, в дальнейшем будем считать, что справедливо (3.7).

Теперь рассмотрим последовательность функций

(3.8) gn(x) =

∫ x

0

sign

∫ u

0

Pn(b,
√
w, v) dv du.
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В равенстве (1.4) положим f = gn и F (x) = Pn(b,
√
w, x), получим

(3.9)
∣∣∣∣ ∫ 1

0

gn(x)Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n−1∑
i=1

(
gn

(
i

n

)
− gn

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

+

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

(
gn(x)− gn

(
i

n

))
Pn(b,

√
w, x)dx

+ gn(1)

∫ 1

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣ ≥ |M1| − |M2| − |M3|.

Из (3.7) и (3.8) легко следует, что

(3.10) |M3| =
∣∣∣∣gn(1)∫ 1

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣ = O(1).

Согласно (3.8), |gn(x)− gn(
i
n )| ≤

1
n при x ∈ [ i−1

n , i
n ], i = 1, 2, . . . , n, и поскольку

(bk) ∈ ℓ2,

|M2| ≤
1

n

∫ 1

0

|Pn(b,
√
w, x)|dx ≤ 1

n

(∫ 1

0

P 2
n(b,

√
w, x)dx

) 1
2

=
1

n

( n∑
k=1

b2kwk

) 1
2

≤
√
wn

n

( n∑
k=1

b2k

) 1
2

= O(1).(3.11)

Пусть En = {1, 2, . . . , n−1}\Hn, где Hn – множество, которое было определено

в лемме 1.1. Тогда, если i ∈ En, то(
gn

(
i

n

)
− gn

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx = − 1

n

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣.
Отсюда∣∣∣∣ ∑

i∈En

(
gn

(
i

n

)
− gn

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣
=

1

n

∑
i∈En

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣.
Используя последнее равенство, будем иметь

(3.12) |M1| =
∣∣∣∣ n−1∑
i=1

(
gn

(
i

n

)
− gn

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∑
i∈En

(
gn

(
i

n

)
− gn

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

+
∑
i∈Hn

(
gn

(
i

n

)
− gn

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣
21
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≥ 1

n

∑
i∈En

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ ∑
i∈Hn

(
gn

(
i

n

)
− gn

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣.
Из (3.8) и (1.8), получаем∣∣∣∣ ∑

i∈Hn

(
gn

(
i

n

)
− gn

(
i+ 1

n

))∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣
≤ 1

n

∑
i∈Hn

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)

∣∣∣∣dx = O(1).

Отсюда и из (3.12) имеем

|M1| ≥
1

n

∑
i∈En

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣− 1

n

∑
i∈Hn

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣
=

1

n

n−1∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣− 2

n

∑
i∈Hn

∣∣∣∣ ∫ i
n

0

Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣
≥ Dn(b,

√
w)−O(1).(3.13)

Наконец из (3.9)–(3.11) и (3.13) заключаем

(3.14)
∣∣∣∣ ∫ 1

0

gn(x)Pn(b,
√
w, x)dx

∣∣∣∣ ≥ |M1| − |M2| − |M3| ≥ Dn(b,
√
w)−O(1).

Рассмотрим последовательность линейных, ограниченных на Lip 1 функциона-

лов

Un(f) =

∫ 1

0

f(x)Pn(b,
√
w, x)dx.

Согласно (3.6) и (3.14)

lim sup
n→∞

|Un(gn)| = +∞.

С другой стороны (см. (1.2)),

∥gn∥Lip 1 = ∥gn∥C + sup
x,y∈[0,1]

∣∣∣∣gn(x)− gn(y)

x− y

∣∣∣∣ ≤ 2.

Следовательно, в силу теоремы Банаха–Штейнгауза, существует функция g ∈
Lip 1 такая, что

lim sup
n→∞

|Un(g)| = +∞.

Таким образом, при (bk) ∈ ℓ2 расходится ряд
∞∑
k=1

bkCk(g)
√
wk.
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Отсюда и заключаем, что
∞∑
k=1

C2
k(g)wk = +∞.

Теорема 3.5 полностью доказана. □

Из теоремы 3.5 вытекает неулучшаемость теоремы 3.1 в определенном смысле.
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