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Վերջավորի ու անվերջի փոխհարաբերության պրոբլեմը հավերժական 
պրոբլեմ է, որն անտիկ աշխարհից սկսած միշտ էլ եղել է վեճերի և տարա
կարծությունների առարկա։ Գերմանացի նշանավոր մտածող Հիլբերտի ա ր ֊ 
տահայտոլթյամբ, ոչ մի հարց այնպես խորը չի հուզել մարդկային միտքը 
և միաժամանակ այնքան արգասավոր չի եղել նրա զարգացման համար, 
որքան անվերջության հարցը1։ Այսուհանդերձ ոչ մի այլ հասկացություն չի 
զգում տրամաբանական վերլուծության և պարզաբանման այնպիսի .սուր 
կարիք, որքան անվերջությունը։ Վերջավորի և անվերջի փոխհարաբերության 
հարցը ավելի պարզորոշ հանդես է գալիս մաթեմատիկայում, քանի որ այդ 
փոխհարաբերությունն ըստ էության քանակական է։ Հայտ ին գ[г արտահայ֊ 
տ ութ յա մ բ , (Гմաթեմատիկայում մենք հենց սկզբից գործ ունենք անվերջու- 
թ յ սւն հետտ^ւ Դարասկզբ ին մաթեմատիկայի հիմունքներում հայտնաբերված 
դժվարությունները կապվում են անվերջության գաղափարի հետ, որտեղ 
խտանում են ինչպես մաթեմատիկական, այնպես էլ փիլիսոփայական բնույ
թի բազմաթիվ հարցեր։ Այդ հարցերի մեջ հատուկ ուշադրության է արժանի 
անվերջության քանակական ըմբռնման հարցը, քանի որ ծայրաստիճան 
ծավալուն անվերջ բազմությունների քանակական գնահատման խնդրի կա
պակցությամբ բարձրանում են տրամաբանական լուրջ հակասություններ/ 
Եվ չնայած այդ հակասությունները կրյւլմ են բազմությունների տեսության 
պարադոքսներ անվանումը կամ որակվում են որպես տրամաբանական ա ն ֊ 
տինոմիաներ3, այնուամենայնիվ իմացաբանական առումով տեղին կլինի 
դրանք համարել նաև անվերջության պարադոքսներ, քանի որ դրանք անմի
ջականորեն առնչվում են անվերջ բազմությունների, հետեւաբար' անվերջու
թյան հետ։

նախ նկատենք, որ պոտենցիալ անվերջությունն այնպիսի վերացարկ
ման արդյունք է, երբ օբյեկտների բազմության համար որպես էական հատ
կություն են դիտվում դրանց քանակական անսահմանափակությունն ու ա ն ֊ 
■սպառե լիությունը։ Անվերջության այս ըմբռնմամբ ընդամենը ընդգծում ենք, 
որ այն սահմանափակված չէ, նրա տարրերի քանակությունը չի կարող բնու
թագրվել որևէ բնական թվով, այն վերջավոր չէ, չունի վերջ։ Այսպիսով թվար
կում ենք նման բնույթի ժխտական հատկություններ։ Դա նշանակում է, որ 
վերացարկման, այս մակարդակում անվերջության գաղափարը դեռևս զուրկ է 
իր որոշակիությունից, քանի որ միայն ասում ենք, թե ինչ չունի անվերջու
թյունը և չենք ասում, թե ինչ ունի այն, այսինքն' տրամաբանական տեսա
կետից այն սահմանում ենք ժխտման միջոցովւ

Մինչդեռ ակտուալ անվերջության վերացարկման արդյունքում բազմու
թյունների տեսության սկզբունքներով անվերջությունը ներկայանում է որ
պես որոշակիություն, որպես ինքնին էություն' վերջավոր բազմություններից
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տարբեր որոշակի հատկություններով, Երբ անվերջ բազմության տարրերն 
ընկալում ենթ ամբողջությամբ ու միանդամից, ապա նրա մասին կարողա
նում ենք անել որևէ դատողություն կամ այդ բոլոր տարրերին վերադրե[ որևէ 
հատկություն, մի բան, որ չէինք կարող անել պոտենցիալ իրականացումով 
ընկալված անվերջության տարրերի նկատմամբ, երբ դրանց կառուցումը դի
տում էինք որպես չավարտվող պրոցես, Վերացարկման այս բարձր մակար
դակում անվերջությունն օժտված է այնպիսի հատկություններով, որոնք մեղ 
կարող են չափազանց խորթ թվալ, եթե մեր պատկերացումներում սահմա
նափակված ենք միայն վերջավոր բազմությունների ոլորտով։ Օրինակ, բազ. 
մությոլնների տեսության մեջ ապացուցվում է, որ կամայական անվերշ բազ
մությունն ունի իրեն համարժեք իսկական ենթաբազմություն, Դա նշանա
կում է, որ անվերշ բազմությունը քանակական բնութագրով հավասար է իր 
որևէ սասին։ Պետք է ասել, որ անվերջը որակապես հենց այդ հատկությամբ է 
տարբերվում վերջավորից, քանի որ, ինչպես գիտենք, վերջավոր բազմու
թյան համար ակնհայտ և ճշմարիտ է «ամբողջը մեծ է իր մասիցս դրույթը, 
որը, սակայն, չի տարածվում անվերջ բազմությունների վրա։ Վերջավորից 
անվերջին անցման ընթացքում տեղի է ունենում անցում քանակական փոփո
խություններից որակական փոփոխությունների, որն ակնառու է դառնում այղ. 
պրոցեսն արդեն սւվարտված ներկա յան ալուց հետո։ Ընդ որում, վերջավորից 
անվերջին անցումն իրականալի է դառնում պոտենցիալ իրականացման վե
րացարկումով, իսկ այդ, անցումն ավարտված է ներկայանում ակտուալ ա ն ֊ 
վերջ.ւլթյան վերացարկումով։ Վերացարկման այս մակարդակում արդեն ոչ 
միայն ասում ենք, թե ինչ չէ անվերջությունը, այլև կարողանում ենք ասել, 
թե ինչ է այն, այսինքն' տալիս ենք տրամաբանական տեսակետից լիարժեք 
սահմանում։ Անվերջն այն է, որը քանակական բնութագրով հավասար է իր 
որևէ մասին։ Սա է ակտուալ անվերջության էական հատկությունը և ան
վերջության մասին ժամանակակից պրոբլեմը, ըստ երևույթին, վերջին հաշ
վով հետևանք է այս էական հատկության ոչ հետևողական ըմբռնումների։

Մինչ այս տեսակետի մանրամասն քննարկմանն անցնելը նշենք նաև, 
որ ակտուալ անվերջության գաղափարի ւ/բա հենվելով^ բազմության գաղա
փարի ներմուծման և բազմությունների տեսության ստեղծման շնորհիվ ոչ 
միայն որոշակի է դառնում անվերջի գաղափարը, այլև Հաղթահարվում են 
մսւթեմատիկայի հիմունքներում մինչև այդ հայտնի գրեթե բոլոր դժվարու
թյունները, և ընդհանրապես մ ա թ եմ ատիկա կան գիտությունն ապրում է նոր 
վերելք։ Բազմությունների տեսությունը ոչ միայն մաթեմատիկայի մի առան
ձին բնագավառ է, այլև, ըստ էության, կազմում է այն ընդհանուր հիմքը, որի 
միջոցով մեկնաբանվում են գրեթե բոլոր մաթեմատիկական տեսությունները։

Անվերջի իմացության հարցում չափազանց մեծ հետաքրքրություն է 
ներկայացնում բազմության հզորության կամ կարդինայ թվփ գաղափարըг 
Կարդինալ թիվը, որպես բազմության տարրերի քանակությունը բնութագրող 
մեծություն, բնական թվի գաղափարի ընդլայնումն է և ընդհանրացումը; 
Վերջավոր բազմության կարդինալ թիվը որևէ բնական թիվ է' հավասար այդ 
բազմության տարրերի քանակին։ նույն անալոգիայով, կամայական անվերջ 
բազմության կարդինալ թիվյ։ այդ բազմության անվերջ տարրերի քանակու
թյունն արտահայտող մեօ՚ություն է, որն ընդհանուրն է բոլոր համարժեք բազ
մությունների համար' անկախ դրանց տարրերի բնույթից։

Անվերջ բազմության քանակական գնահատման հարցում մեծ դեր ունի 
բազմ ությ-ոլնների հզորության մասին Կանտորի թեորեմ ր, որի համաձայն 
կամայական բազմության ենթաբազմությունների բազմության հզորությունը 
ավելի մեծ է, քան այգ  բազմության հզորությունը։ Ղա նշանակում էյ որ 
բնական թվերի համեմ ատ ե լի ութ յան հատկությունը փոխանցվում է նաև ա ն ֊ 
վեր շ կարդինալ թվերի բնագավառը։ Ինչպես կամայական երկու Щ և Ո ր նա- 
ղան թվերի միջև տեղի ունի կա'մ հավասարության, կա'մ էլ մեծի ու փոքրի 
հարաբերություններից մեկն ու մեկը (կա'մ  ГП =  Ո, կա'մ 1Ո<Ո, կա'մ 1Ո>Ո^>
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այնպես էլ երկու անվերշ կարդինալ թվերի համար։ Այդ թեորեմը թույլ է 
տալիս բնական թվերի և անվերջ կարդինալ թվերի միշև անցկացնել մեկ այլ 
զուգահեռ ևս։ Ինչպես բնական թվերի ղարքոլմ ցանկացած թվի համար 
գտնվում է ավելի մեծ թիվւ ընդ որում անվերդ քանակությամբ, և ինչպես 
ամենամեծ բնական թիվն անհասանելի է, այնպես էլ յուրաքանչյուր անվերը 
կարդինա/ թվ/ւ համար գոյություն ունի ավելի մեծ կարդինալ թիվ, ևս ան
սահման քանակությամբ, և ամենամեծ կարդինալ թիվյ։ նույնպես անհասա
նելի է։ Ընդ որում, բնական թվերն աճում են նախորդին միավոր ավելացնե
լով, իսկ կարդինալ թվերը բազմությանը նրա ենթաբազմություններն ավե
րս ցնԼ /ով: Ալսպիււով, բնական թվերի 1, 2 ^ 3 ,  • • • ,  Ո, • ■ ■ աճող և ան

սահմանափակ շարքի նմանողությամբ ստացվում է  М, •2м , <?շՏ1 է ■ ■ • աճող
և չսահմանափակվող շարք։ Սակայն եթե բնական թվերն ու դրանց հետ կա
տարվող գործողությունները մարդու զարգացման ներկա մակարդակի հա
մար արդեն դարձել են որոշ չափով հաղթահարված, ընկալելի և, այսպես 
ասած, հարազատացած երևույթ, ապա անվերշ կարդինա/ թվերն ու դրանց 
հետ կատարվող գործողությունները դեռևս ոչ ամբողջությամբ են պարզ, 
դրանց հետ առնչվող շատ հարաբերություններ հակասական են ու խորթ 
մեր պատկերացումներինг Բնական թվերը ծագման տեսակետից շատ վաղ 
անցյալ ունեն, և դրանց առնչությամբ ծագած հակասությունները լուծվել 
են ռացիոնալ, իռացիոնալ, կոմպլեքս թվերի և այլ հասկացությունների 
ներմուծումով, ընդ որում լուծվել են պատմականորեն։ Այնինչ անվերշ 
կարդինալ թվերի հետ առնչվող պրոբլեմները ծագել են ավելի ուշ, իսկ 
դրանց լուծումն էլ կարող է իրականանալ նման պրոցեսի արդյունքով։

Պարադոքս է առաջանում ամենածավալոլն բազմության' բոլոր բազմու
թյունների բազմության4 ի/[ ֊ի , քանակական գնահատման հարցում, այսինքն4 
նրա հզորության հարցը պարղելիս։ Մի կողմից, М-Д ենթաբազմությունների 
բազմությունը'՛ А1 * ֊ ը , ըստ Կանտորի թեորեմի, պետք է ունենա ավելի մեծ 
հզորություն, քան М-/»< Սակայն, մյուս կողմից, այդ բանը պետք է տեղի 
չունենա, քանի որ ստացված М . բազմության բոլոր տարրերը միաժամանակ 
պատկանում են նաև բոլոր բազմությունների բազմությանը, այսինքն' այդ 
նոր М * բազմությունը սկզբնական М բազմության մի մասն է։ Այս հակա
սությունը, որը կրում է Կանտորի պարադոքս անվանումը, բազմությունների 
տեսության միակ դժվարությունը չէ։ Նրա առաջացումից մի քիչ ուշ բացա- 
հ այտ վեց երկրորդ լուրջ հակասությունը4 Ռասելի պարադոքսը, որը, Հիլ- 
րերտի վկայությամբ, «մաթեմատիկական աշխարհի վրա ունեցավ ուղղակի 
աղետալի ներգործությունն։ Ինչպես նախորդ, այնպես է/ այս պարաղոք.սը 
ևս ստացվում է բազմության գաղափարի ծայրաստիճան ընդհանրացման 
դեպքում, երր վերցնում ենք բոլոր իրենք իրենց )պատկանող .բազմություն
ների բազմությունը և փորձում ենք պարզել, թե այն պատկանում է ինքն 
իրեն, թե ոչ։

Պարադոքսների առաջացման սկզբնական շրջանում դրանցով զբաղվում 
էին հիմնականում մաթեմատիկոսները։ Հետագայում դրանք ամենալայն 
քննարկման առարկա դարձան տրամ արանների, մեթոդաբանների, փիլիսոփա
ների և այլ մասնագետների համար։ Դա միանգամայն հասկանալի է, քանի 
որ այստեղ ներկա յանում է մարդկային գիտելիքի ճշմարտության հարցըг 
Կարծում ենք, որ պարադոքսալ և ընդհանրապես ծայրաստիճան վերա
ցարկված օբյեկտները ճանաչողության համար մեծ արժեք են ներկա
յացնում, քանի որ, ըստ մարքսիստական իմացաբանության սկզբունքների, 
զարգացման ստորին ձևերն ավելի խորն են ըմբռնվում միայն այն միտում
ների լույսի տակ, որոնք լիովին դրսևորվում են ուսումնասիրվող օբյեկտների

4 Տե՞ս Д . Г и л ь б е р т , !  նշվ. աչքս., էշ 349։
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հասուն վիճակի մակարդակում, Այսպես էր, օրինակ, ամբողջի ու մասի հա
րաբերությունը բացա հայտ ելու ժամանակ, Բնական թվերի առաջացման 
անսպառ պրո՛ցեսի յուրաքանչյուր քայլում, ինչպես տեսանք, ամբողջը մեծ 
Ւո իր մասից։ Ու թեպետ կատարվող քայլերն ինչքան ավելանում էին, այն
քան ամբողջին « մոտենում էրя իր մասը, ա է ն ո ւ ա մ  ենա յնիվ, ինչպես թվերի 
կառուցման պրոցեսն էր անավարտ, այնպես էլ ամբողջի և նրա մասի 
միմյանց «հասնելը», Այդ բանն իրականալի էր դառնում նոր վերացարկման 
ոեպքոլմ միայն, երբ այդ պրոցեսը պատկերացնում ենք ավարտված, իսկ 
տարրերն ընկալում ամբողջությամբ ու միանգամից. Որակական այս անց
ման արդյունքում ամբողջի և իր մասի հարաբերությունը վերջավորի և <սն- 
վերջի միավորված բնագավառում ընդհանրացվում է «ամբողջից մեծ չէ իր 
ս՜ասըа դրույթո ՜վ, Այս ամենն ասում՛ է, որ նշված հարաբերության վերջնական 
և համընդհանուր բացահայտումը կատարվում է այս բանից հետո, երբ օբ
յեկտների լինելության պրոցեսը ներկայանում է կատարյալ և ավարտուն ձե- 
վով, այսինքն' հասուն վիճակում. Դրա հես, միասին որոշակի են դաոնում 
թե ամբողջի և թե մասի գաղափարները։ Ամբողջն այն է, որից մօ,ձ չէ իր 
մասը, այն է, որը փոքր չէ իր մասից։ Նման ձևով, մասն այն է, որը մեծ չէ 
ամբողջից, որի մասն ինքն է։ Սա ամբողջի ու մասի նոր հարաբերություն է, 
բոլորովին նոր ըմբռնում։ Այս ըմբռնման շնորհիվ, մի կողմից, ավելի որո
շակի է դառնում անվերջի գաղավւարը, մյուս կողմից, նորովի, այլ երանգ
ներով են ներկայանում վերջավորը, ինչպես նաև վերջավորից անվերջին 
անցման պրոցեսն ու այդ պրոցեսի յուրաքանչյուր թայլը> որպես հասուն ,էի- 
ճակի (անվերջության) ստորին մակարդակներ.

Երևույթների և օբյեկտների ուսումնասիրման այս մեթոդին է վերաբերում 
Մարքսի հայտնի աֆորիզմն այն մասին, որ մարդու անատոմիան մի բա
նալի է կապկի անատոմիան ըմբռնելու համար։ Այդ առումով ուզում ենք 
ընդգծել, որ բոլոր բազմությունների բազմությունը և այդ մակարդակի այլ 
օբյեկտները ներկայանում են որպես հասուն վիճակ, որտեղ լիուԼին ի հայտ են 
գալու որևէ բազմությունից նորանոր բազմությունների առաջացման օրինա
չափությունները, Եթե բոլոր բազմությունների բազմությունն ու նրա կարգի 
այլ օբյեկտներն ուսումնասիրենք ոչ թե ուրիշ բազմություններից ու օբյեկտ
ներից կտրված, այլ նորանոր, ավելի հզոր բազմություններ առաջանալու 
պրոցեսում, որպես արդյունք, ապա դա թույլ կտա, մի կողմից, ավելի խորն 
ըմբռնել դրանցից ավելի ստ֊որին մակարդակներում գտնվող օբյեկտների 
էությունը, մյուս կողմից, դրանց առաջացման պատմությունը կօգնի այէելի 
խորն ընկալել դրանք որպես զարգացած և հասուն երևույթներ,՝

Հետաքրքիր է ՛այն փաստը, որ, չնայած Կանտորի պարադոքսի մեջ հա
վասարապես ապացուցվում են երկու իրարամերժ դրույթներ, սակայն տե
սության հետագա զարգացման մեջ ինչ-որ իմաստով առաջնություն է տրվել 
դրանցից միայն մեկինւ Կանտորի թեորեմին՛ Այն պնդումը, որ М -ի ենթա
բազմությունների բազմության կամայական տարրը միաժամանակ պատկա
նում է նաև իրեն' М -ին, այսինքն հ\*-ը  М ֊ի ց  մեծ հզորություն չունի, անմի
ջապես բխում է т ш г г , բազմություն և հզորություն գաղափարներից և չի պա
հանջում ոչ մի հատուկ դատողություն և ապացուցման հատուկ ապարատ։ 
Մինչդեռ Կանտորի թեորեմը և նրա ապացուցումը թե' ինտուիտիվ իմաստով 
և թե ձևական-տրամաբանական տեսակետից, գոնե այդ դրույթի մակար
դակով պարզ յււ ըմբռնելի չեն, քանի որ նշված գաղափարներից բացի այս
տեղ ենթադրվում են շատ ու շատ այլ գաղափարներ ու սկզբունքներ, ինչպես 
օրինակ' այսպես կոչված անկյունագծային մեթոդը. Բնականաբար հարց է 
առաջանում, բազմությունների ՛տեսության ձևայնացված համակարգերում 
ի նչ հիմքով է կասկածելի համ արվել հենց բոլոր բազմությունների բազմու
թյան գաղափարը և ոչ թե Կանտորի թեորեմը։

Ստեղծված իրավիճակում, ըստ երևույթին, իրենց դերն են ունեցել սո- 
վորույթի ուժը և անմիջական կիրառական խնդիրները։ Այն բազմությունները,
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որոնց Հետ ամեն օր գործ ունեն մաթեմատիկոսները, օժտված են այնպիսի 
Հատկությամբ, որն արտաՀայտվոլմ է Կանտորի թեորեմով։ Այդ տեսակետից 
րնական է Համարվել բազմության զաղափարն ընդՀ ան րացն ելիս ընդունել 
։սյդ։դիսի Հատկության առկայությունըւ Այդ ֆոնի վրա բոլոր բազմություն
ների բազմությունը շատերի կողմից դիտվել է սոսկ որպես մտքի Հնարանք, 
որը, իբրև թև, չի կարող կոնկրետ կիրառական նշանակություն ունենալ մա
թեմատիկայի և ոչ մի բնագավառում! Կարելի Է Համարձակորեն ասել, որ 
նման մոտեցման Համար Հավաստի Հիմքեր լեն եղել, որ ընտրությունը կա
տարված Է պայմանականորեն և ոչ թե անՀրաժեշտաբար։ Այսօր ստեղծված Է 
մի տեսակ խառնաշփոթ իրավիճակ, զավեշտական Է, որ, մի կողմից, բազ
մությունների տեսությունը անկատար և կասկածելի Է, մյուս կողմից' այն 
անի անսահմանափակ կիրառություն մաթեմատիկայի և այլ գիտությունների 
մեջ։ Այս Հանգամանքն ավելի Հրատապ Է դարձնում այդ դժվարությունների 
ՀաղթաՀարումը, քանի որ անՀրաժեշտ Է ճանաչել այն Հիմքը, որի վրա բարձ
րանում Է մաթեմատիկանг Այս պրոբլեմի լուծման նշանակությունը ոչ այն
քան կիրառական Է, որքան իմացաբանական և աշխ արՀա յա ցքային г

Այժմ փորձենք ցույց տալ Հասուն բազմությունների առաջացման մտա
յին մեխանիզմը և Հետաղոտել ստացված արդյունքը։ Բազմությունների տե
սության սկզբունքներով կարելի Է ցույց տալ, որ ցանկացած А  բազմությու
նից ավելի ծավալուն բազմություն Է սաացվում, եթե այդ բազմությանը միա
վորում Է նրա ենթաբազմությունների բազմությունը' Аг= А  Ս 2А * Ամեն ան
գամ, երբ ստացված բազմությանը դարձյալ միավորում Է իր ենթաբազ
մությունների բազմությունը, ստացվոլմ Է մի նոր, Էլ ավելի ծավալուն բազ
մություն։ Այժմ պատկերացնենք նորանոր բազմությունների առաջացման մի 
անվերջ պրոցես, երբ յուրաքանչյուր քայլում ստացված բազմությանը միա
վորում Է նրա ենթաբազմությունների բազմությունը, ստացվածին դարձյալ 
միավորվում Է իր ենթաբազմությունների բազմությունը և այդպես շարունակ.
А х =  А и 2А ; А2= А 2 и 2 А’ ; А3= А 8 и 2А*. այսինքն' А П + 1 = А П Ս 2Ап, որտեղ Ո-ը
անվերջ աճում Է։ Այս ընթացքով առաջանում են այնպիսի բազմություններ, 
որոնց տարր կարող են լինել նաև իրենց ենթաբազմությունները, ընդ որում 
Ո-րդ քայլում ստացված Ап բազմության բոլոր ենթաբազմություններից, եթե 
ոչ բոլորն են պատկանում իրեն' К а -ին, ապա բոլորը պատկանում են Հա
ջորդ Ո-\-1-րդ քայլում ստացված բազմությանը' А п + 1~^Ь» Իսկ եթե այդ 
քայլերը դիտենք ավարտված, մեկ ամբողջության մեջ, որի տարրերը ներկա
յանում են միանգամից, պատրաստի ձևով, ապա արդյունքում ստացվում Է 
մի այնպիսի բազմություն, որի յուրաքանչյուր ենթաբազմություն միաժամա
նակ այդ բազմության տարր Է։ Առանձնացնելու Համար, այս Հատկությամբ 
օժտված բազմությունները Համարենք ինք&սււ1փոփ: Ինքնամփոփ բազմու
թյան առաջացման այս պրոցեսը նման Է բնական թվերի ստացման պրոցե
սին, երբ բնական թվերի անվերջ շարքի առաջացման յուրաքանչյուր քայլում 
տեղի ունի Ո <Ո +  -7 առնչությունը, որը, սակայն, անՀետանում Է անվերջին 
անցնելիս, երբ այդ պրոցեսը ներկայանում Է ավարտված տեսքովի 
(Нш ո =  11ա(ո +  1): Պարզ Էգ որ այդպիսի ինքնամփոփ բազմությունը

Հզորությամբ ավելի փոքր չէ, քան իր ենթաբազմությունների բազմությունը, 
քանի որ վերջինիս տարրերը միաժամանակ տարրեր են նաև ինքնամփոփ 
բազմության Համար։

Ասվածն ավելի պատկերավոր դարձնելու Համար ցույց տանք նաև օրի
նակով։ Ենթադրենք, ունենք А =  { а } վերջավոր բազմությունը։ Դրանից 
ստացվող ինքնամփոփ բազմության տարրերը կլինեն' Я] { } ;  {а }: {а, (а )) ; { ( а ,  
{а } ) ] ;  {а , { а } ,  {а, {а }} } ; { {а }, {а , { а } } }  և այսպես անվերջ։ Եթե խոսենք
զուտ սիմվոլներով, ապա А ֊ի ց  ստացված ինքնամփոփ բազմության տ ա ր ֊ 
1г ш р Ь г  9 — 2
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րերը կլինեն { ե } փակագծերի, Я-ի և ստորակետի տարբեր հաջորդականու
թյամբ առաջացած բոլոր հնարավոր կոմբինացիաները։ Ակնհայտ է, որ այս 
ձևով ստացված բազմության ենթաբազմությունների բազմություն կազմելիս 
նոր տարրեր չեն ավելանում, քանի որ դրանք մինչ այդ արդեն կային։ Դա 
նշանակում է, որ այդ ձևով ավելի հզոր բազմություն չի առաջանում։ Բերված 
դատողությունները թեև ինչ-որ չափով համոզում են կամայական А բազ
մությունից հասուն, ինքնամփոփ բազմության առաջանա/ու և այդպիսի բազ
մության լինելության տեսակետից, բա յց, այնուամենայնիվ, հենվում են 
ինտուիտիվ ակնհայտության վրա է Այդ իսկ պատճառով ավելորդ չեն թ համա
րում այդ մտահանգումները ներկայացնել նաև խիստ տրամաբանական 
ձևերով։ Որպեսզի ցույց տանք, որ ցանկացած А բազմությունից կարելի Է 
ստանալ այդպիսի Տ (А) ինքնամվափ բազմություն, որի կամայական ենթա
բազմություն լինեն նաև նրա տարրերը, մտցնենք А բազմության « ժառանգիս 
գաղափարը հետևչալ կերպ*

1) А-/» ցանկացած տարր А-/* ժառանգ» Էճ

X ^  А - * К ( х ,  А ;

2յ  Եթե Ճ ֊Ի  բոլոր տարրերը А-Д «ժառանգ» են, ապա Х -ը ևս А-/* «ժա- 
ռանգյ) է։

у х (х ^ Х )& К (х ,  А )- *К (Х , А)

3) А -ն ուրիշ Ժառանգներ չունի։
Հեշտ է տեսնել, որ А -ի բոլոր « ժառանգներըЛ կազմում են մի որոշակի 

բազմություն, որն ինքնամփովւ է։ Դրա համար պետք է ցույց տալ, որ այդ 
տ (А ) =  ( Х / К ( Х ,  А )} բազմության կամայական ենթաբազմությունը որ
պես տարր պատկանում է իրեն' Տ  {А^-ին։ Իրոք, եթե 2 -ր  Տ (А)~Д կամայա
կան ենթաբազմություն է' 2  С1Տ (А) > ապա Х-ի համար, 2-ին պատկանելոլ 
պայմանից բխում է, որ Х-ը պատկանում է նաև Տ (А)-/гЬ« Դա նշանակում է, 
որ 2-ի  ԲոլոՐ տարրերը պատկանում են Տ [Իւ)-ին, այսինքն' А -ի ժառանգ են։ 
Իսկ այդ դեպքում, ըստ ժառանգ լինելուա 2-րդ ՛պայմանի, ինքը' 2-ը  ևս А -ի 
ժառանգ է, այսինքն' նա ևս պատկանում է Տ (А)~ДЬ< Այսպիսով, ամեն մի 
բազմությունից ստացվում է մի ինքնամփովւ բազմություն։ Բայց չէ՞ որ նրա 
մեջ ընդգրկվում է նաև իր ենթաբազմությունների բազմությունը։ Նկատենք 
նաև, որ գոյություն կունենան այդպիսի անվերջ քանակությամբ ինքնամփոփ 
բազմություններ, քանի որ, եթե նախնական բազմությունները միմյանցից 
տարբեր են, ապա տարբեր կլինեն նաև ստացված ինքնամփոփ բազմություն
ները։ Ինչ վերաբերում է բոլոր բազմությունների բազմությանը, ապա այն 
այդպիսի մի մասնավոր օրինակ է։ .

Անվերջ թվով հասուն, ինքնամփոփ բաոմությոլններք, գոյության փաստն 
ինքնին խոսում է Կանտորի թեորեմի սահմ անափ ակութ յան մասինւ Ծայրաս
տիճան ծավալուն բազմությունների առաջացման անվերշ պրոցեսի ա րգա ւն֊ 
քում ստացվում է մի վիճակ, երբ բազմության ենթաբազմություններն ավե
լացնելիս նրա ծավա/ը չ!, մեծանում։ Аг, А 2. А3, АП|--- շարքն ավար
տուն վիճակում ներկայանում է նոր որակով։ Այդ մակարդակում բազմու
թյունը դառնում է համարժեք իր ենթաբազմությունների բազմությանը։ Ստեղծ
ված այս պատկերը շատ կողմերով հիշեցնում է ամբողջի ու մասի հարա
բերության պատմությունը, Ինչպես տեսանք, բնական թվերի 1, 2, 3 ,. . . ,  Ո ,... 
շարքի առաջացման յուրաքանչյուր վերջավոր կոնկրետ քայլում պահպան
վում է IXամբողջը մեծ է իր մասից» դրույթը, որը, սակայն, դադարում է 
հշմարիտ լինելուց, երբ այդ թվերի ստեղծման անվերջ պրոցեսը ներկայա
նում է ավարտված և ակտուալ ձևով, Այն արդեն փոխարինվում է (էամբող-
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ջը փոբր լէ Հր մասիցս դրույթ ով։ Նման ձևով էլ կատարվում է այստեղ, երբ 
քանակական փոփոխություններն առաջ են բերում նոր որակ։ Ավելի ծավա
լուն բաղմությունների առաջացման А\, А-շ, Аз» <"ւ А П с »  2 արքի յուրա
քանչյուր կոնկրետ թայլում ճիշտ է <Հբազմության Հզորությունը փոքր է իր 
ենթաբազմությունների բազմության հզորությունիցս դրույթը։ Սակայն այդ 
անվերշ պրոցեսն ավարտուն և ակտուալ ներկայանալոլց հետո ճիշտ է դառ
նում V բաղմ ութ յան հզորությունը մեծ լէ իր ենթաբազմությունների բազմու
թյան Հզորությունից» դրույթը, և դա էլ դառնում է հասուն վիճակի բնոլթա-
դիրր՛

Հետաքրքիր է նաև, որ ինլպես Vանվերջը մեծ է իր մասիցս դրույթն է 
մի ժամանակ համ արվել առարկություն անվերջության դեմ, այնպես էլ 
Կանտորի թեորեմը' ծայրաստիճան ծավալուն բազմության դեմ։ Այսպիսով, 
ամբողջի ու մասի հարաբերության մասին պրոբլեմը, որը գիտության մեջ 
Հայտնի է Գալիլեյի պարադոքս անունով, և բոլոր բազմությունների բա զ
մության ու նրա ենթաբազմությունների բազմության Հզորությունների համե
մատության Հարցը, որը Հայտնի է Կանտորի պարադոքս անունով թե' ա ռա ֊ 
կ՛ացման և թե բացատրության տեսակետից ունեն միևնույն բնույթը։

Այս վերլուծության շնորհիվ թեև փիլիսոփայական առումով բացատըր- 
վում է անվերջության քանակական բնութագրի Հարցը, այդ թվում լուծվում է 
նաև Կանտորի պարադոքսը, սակայն այն դեռևս չի կարելի համարել լիար- 
մ ե ք ՝ հարցին զուտ մաթեմատիկայի, բազմությունների տեսության դիրքերից 
նայելիս։ Այս հայեցակետից նախ պետք է հիմնավորել, թե հասուն բաղմու- 
թ յ ւ1ւնների վրա ինչո՞ւ չի։ տարածվում Կանտորի թեորեմը։ Անհրււ՚ժեշտ է 
պսւրղել նաև, թե Հասուն բաղմությունների որակական առանձնահատկու
թյունների ուսումնասիրման լույսի տակ ինլպ.ե ս է բացատրվում բազմություն
ների տեսության մյուս պրոբլեմը' Ռասելի պարադոքսը։ Այս պարադոքսն 
առաջանում էր, երբ վերցնում էինք բոլոր իրենք իրենց լպատկանող 
բազմությունների բազմությունը' Ո'աս ելի բազմությունը, և փորձում էինք 
պարզել, թե այն ինքն իրեն պատկանո՞ւմ է որպես տարր, թե" ոլ։ Այս Հարցի 
պատասխանը ներքուստ Հակասական է. այդ բազմությունն ինքն իրեն պատ

կանում է, եթե ինքն իրեն չի պատկանում (Տ  Տ =  Տ (՜ Տ ) ' Նախ կարևոր է 
նկատել, որ նմանատիպ պարադոքս է առաջանում ոչ միայն Ռասելի, այլև 
ամեն մի Հասուն բազմության Հետ։ Եթե վերցնենք որևէ ինքնամփոփ У բազ
մություն և դիտարկենք նրա այն տարրերի բազմությունը, որոնք իրենք իրենց 
չեն պատկանում, ապա նրա Հետ կապվում է Ռասելի պարադոքսի տիպի մի 
հակասություն։ Կարելի է ցույց տալ, որ եթե 2.-ը որոշվում է այդ կերպ.

2 = = | х / ( х ^ у ) & ( х ^ х ) ) ,  ասլա ս։յն Հարցը, թ ե  պատկանո՞ւմ է  2-ը  ինքն

իրեն, բերում է 2 Е  2 ^ 2  պարադոքսին։ Այստեղ դատողությունները
կատարվում են ճիշտ այնպես, ինչպես Ռասելի պարադոքսի առաջացման 
դեպքում։ Ստացված խնդիրը Հաղթահ՛արելու Համար պարադոքսալ օբյեկտ
ները դարձյալ ուսումնասիրենք դրանց առաջացման ընթացքից ելնելով։ 
ԻՀարկե, պետք է նկատի ունենալ, որ Հասուն մակարդակում բազմությունն 
ի Հայտ է գալիս առանձնաՀատուկ որակներով։ Այնպես որ նրա ուսումնասի
րության Հարցում անՀրաժեշտ է առավել Հետևողական լինել և այս դեպքի 
վրա իներցիայով չտարածել բազմության սովորական թվացող առնչություն
ները։ У ինքնամփոփ բազմությունն ինքն անվերջ և ավարտված պրոցեսի 
արդյունք է, գտնվում է Հասուն վիճակում, նրա նկատմամբ արդեն արված 
և ավարտված են ավելի ծավալուն բազմություն ստանա/ու բոլոր Հնարավոր 
քայլերը։ Այստեղ ստեղծվել է, այսպես ասած, կրիտիկա՛կան վիճակ, ի նլ է 
տեղի ունենում, եթե կատարվում է մի նոր քա յլ։ Չէ՞ որ, եթե փորձում ենք

X է  X  Հատկությամբ տրոՀել У-/> և ստանալ մի նոր 2  բազմություն, ապա 
ըստ էության մի նոր քայլ ենք կատարում Հասուն բազմության նկատմամբ։ 
Այդ ստացված 2.-ը արդյո՞ք բազմություն կլինի, թե՞ մի ուրիշ բան։ Կար
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ծում ենք, որ այդ տրոհման քայլի արդյունքում անխուսափելի է նոր երևույթի 
սպասումը, անցոլմր մի նոր վիճակի, Մաթեմատիկայի պասկական զարգաց
ման ընթացքում նման իրավիճակ աոաջին, անգամը չէ, որ ստեղծվում է, 
նմանատիպ պատկեր է ստացվել ամեն անգամ, երբ ընդլայնվել է մաթե
մատիկական օբյեկտների ոլորտը, Այսպես էր, օրինակ, ռացիոնալ թվերի 
բազմության դեգեկինդյան տրոհման գեպքոլմ իռացիոնալ թվի առաջացման

պահը. Այնտեղ նոր բնույթի թվի լինելությունը բնորոշվում էր վ  А =  » ( ;А  
առնչությամբ, Այդպես էր նաև իրական թվի գաղափարից կեղծ և կոմպլեքս 
թվին անցնելու դեպքում, երբ, օրինակ, կեղծ միավորի համար տրամաբանո
րեն ճշմարիտ է | < 0 = 1 > 0  առնչությունը։ Դրանց է նման նաև 7. Հշ 2. =  7. Հչ 7. 
հարաբերությունը,

2  օբյեկտը ծագման տեսակետից շատ կողմերով հիշեցնում է ինչպես 
իռացիոնալ, այնպես էլ կեղծ թվերին, Դեգեկինդյան տրոհման նմանողու
թյամբ այստեղ ևս, երբ հասուն V բազմության հետ նոր տրոհման քայլ է 
կատարվում, փաստորեն կատարվում է նոր վերացարկում. Իսկ վերացարկ
ման յուրաքանչյուր քայլում բացասվում է մի ինչ-որ հատկություն։ Ուստի 
առաջանում է նոր բնույթի օբյեկտ, նոր որոշակիություն. Վերջինս տվյալ 
դեպքում ներկայանում է առաջին հայացքից հակասական թվացող հարաբե

րությամբւ' 2  Հ  2  Е  2  ^  2 , այսինքն' այն իբր ինքն իրեն և' պատկանում է, 
և'  չի պատկանում։ Այստեղ, մեր կարծիքով, այդ առնչությանն արդեն պետք 
է վերագրել բոլորովին այլ իմաստ, պարզապես պետք է ենթադրել, 
որ 2-ի  համար անիմաստ է ինքն իրեն պատկանելոլ հարցն ընդհան
րապես, Վերացարկման արդյունքում նրա համար բացառվել է տար ֊

րայնռլթյան հատկությունը, 2  Հլ 2  և 2 ^ 2  արտահայտությունները բազ
մությունների տեսության հայեցակետից իմաստազուրկ են, ինչպես, օրինակ, 
՚1<Լ0 և արտահայտությունները՝ թվերի տեսության մեջ. Ուրեմն

7 Հ - 7  _  2 ^ 2  առնչության մեջ ձևական առումով համարժեք են այնպիսի 
արտահայտություններ, որոնք միաժամանակ տրամաբանորեն կեղծ են։ Այդ
տեղ արդեն խոսք չի կարող լինել ո'չ հակասության և ո"չ էլ պարադոքսի մա
սին։ Ավելին, այժմ թևակոխում ենք անվերջ տարրերից կազմված այնպիսի 
օբյեկտների ոլորտ, որտեղ համախմբության համար անհրաժեշտաբար չի են
թադրվում, որ այն իր հերթին պետք է լինի նաև տարր, այաինքն՝ բացասվում 
է տարրայնության հատկությունը։

Ուշագրավ է այն փաստը, որ Կանտորի թեորեմի ապացոլցման մեջ աչն
քա ն անառարկելիորեն օգտագործվող անկյունագծային մեթոդի ոլսոլմնա- 
սիրությոլնը բերում է հենց նույն արդյունքին, ինչ Ռասելի պարադոքսինը՛ 
թ՛եորեմի ապացուցումն իրականացվում է մի լրացուցիչ օբյեկտի կառուցու
մով, որն ունի հենց այն սկզբունքը, ինչ 7 ֊ը  ինքնամփոփ բազմության հա
մար։ Ըստ էության դա անկյունագծային մեթոդի կիրառությունն է։ Քանի 
դեռ գործ ունենք բազմության «ստորին» մակարդակների հետ, երբ անցում - 
ները միայն քանակական են ու պահպանվում են բազմության սովորական 
թվացող և' համախմբության, և' տարրայնության հատկությունները, թեո
րեմը ճիշտ է։ Սակայն ծայրաստիճան ծավալուն բազմությունների ոլորտում, 
որտեղ քանակական փոփոխություններն առաջ են բերում որակական փոփո
խություններ, թեորեմն արդեն կորցնում է իր իմաստը։ Այստեղ անկյու
նագծային մեթոդի կիրառումով իսկ դուրս ենք գալիս բազմությունների ոլոր
տից, քանի որ կատարում ենք նոր վերացարկում, որի արդյունքում բացաս
վում է բազմության տարրայնությունը։ Այնպես որ այդ մակարդակում 
անկյունագծային մեթոդի կիրառությոձւը թեորեմի օգտին չի վկայում այն
քանով, որքանով ստացված նոր օբյեկտն իր բնույթով տարրեր է ելակետա
յին բազմություններից։ Այսպիսով, Կանտորի թեորեմում նախ աննկատ կեր
պով ենթադրվել է, որ բազմությունն ունի և'  տարրայնության, և' համախմբու-
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թ /ա ն  հ ա տ կ ո ւթ յո ւն , իսկ ա յդ  թ ե ո ր ե մ ի  կիրա ււութ յա ն  ժ ա մ ա նա կ  ա յղ  ենթ ա -  
դ ր ո ւթ յուն ր  չի  պ ա հ պ ա նվ ե լ' դ ա ր ձյա լ ա ննկա տ  կ ե ր պ ո վ , մի  բ ա ն , որի պ ա տ 
ճ ա ռ ո վ  «ծ ա ռ ս  են ե ղ ե լ»  պ ա րա դոքսներըէ

Հի շա տ ա կ ո ւթ յա ն  Է ա րժա նի ա յն  փ ա ս տ ը , որ բա զ մ ո ւթ յո ւն ն ե ր ի  տ եսու
թ յա ն  հ ի մ ն ա դ ի ր ը ' Կա նտ որը, բ ա զ մ ո ւթ յա ն ը  տ վ ա ծ իր սա հմա ն՛մա ն մեջ ա մ ե 
նևին Էլ չի  ն շե լ տ ա ր ր ա յն ո ւթ յա ն  մ ա ս ի ն ։ Ըստ  ն րա , բ ա զ մ ո ւթ յո ւն ը  հա մ ա ր
վում  Է ո ր ո շվա ծ, եթե յո ւր ա ք ա ն չյո ւր  օ բ յե կ տ ի  հա մ ա ր , կա րելի  Է ա ս ե լ, ա ր-  
դ յոթ  ա յն  պ ա տ կա նում  Է ա յդ  բ ա զ մ ո ւթ յա ն ը , թ ե  ո յ$ ։ Ա յս  ձև ա կ երպ ո ւմ ի ց  
պ ա րզորոշ ե ր և ո ւմ  Է, որ օ բ յե կ տ ի ' բ ա զ մ ո ւթ յո ւն  լի ն ե լո ւ հա մա ր կա րևոր Է, 
որ նրա  տ ա րրերը որոշա կի լի ն ե ն  և որ նրա  ն կ ա տ մ ա մ բ  որոշա կի լի ն ի  ա յլ  
օբ յե կ տ ն ե ր ի  պ ա տ կ ա ն ե լո ւթ յա ն  հ ա ր ց ը ։ Մ ի ա ժա մ ա նա կ  ն կ ա տ ո ւմ  ե ն ք , որ օ բ 
յե կ տ ի ' բ ա զ մ ո ւթ յո ւն  լի ն ե լո ւ պ ա հա նջի ց ա ն հր ա ժեշտ ա բա ր  չի  բ խ ո ւմ  նրա  
տ ա ր ր ա յն ո ւթ յո լն ը , չի  հ ե տ և ո ւմ , թ ե  ա յն  իր հերթ ին պ ետ ք Է ունենա  ւպ ա տ կա 
ն ե լո ւթ յա ն  հ ա տ կո ւթ յո ւն  ա յլ օ բ յե կ տ ն ե ր ի  ն կ ա տ մ ա մ բ ։ Մ ի ն չդ ե ռ  բ ա զ մ ո ւթ յո ւն 
ների տ ե ս ո ւթ յա ն  մ ե ջ  լռ ե լ յա յն  ե ն թ ա դ ր վ ո ւմ  Է, որ ց ա ն կ ա ց ա ծ  բ ա զ մ ո ւթ յո ւն  
ա նվերա պ ա հորեն օ ժ տ վ ա ծ  Է Ա՛յդ երկու հ ա տ կ ո ւթ յո ւն ն ե ր ո վ  Է լ։ Այնին՛չ դա  չի  
բ խ ե լ ո 'չ  բ ա զ մ ո ւթ յա ն  ս ա հ մ ա ն ո ւմ ի ց  և ո 'լ  Էլ ա յդ  տ ե ս ո ւթ յա ն  մ յո ւս  օր ի ն ա 
չա փ ո ւթ յո ւն ն ե ր ի ց , ա յն պ ե ս  որ ը ն դ ո ւն վ ե լ Է տ ա ր ե ր ա յն ո ր ե ն , զուտ  ս ո վ ո ր ո ւյթ ի  
ո ւժ ո վ ։ Ա յս  ա մ ե նն  ա վ ե լի  բ ա ց ա հ ա յտ  Է ն կ ա տ վ ո ւմ  ծա յր ա ս տ ի ճ ա ն ծա վա լո ւն  
բա զ մ ո ւթ յո ւն ն ե ր ի  ո լո ր տ ո ւմ ։

Ա յս ք ա ն ի ց  հետ ո ա ն վ ե ր ջո ւթ յա ն  ք ա նա կա կա ն  բն ո ւթ ա գ ի ր ը  ևս ս տ ա նո ւմ  Է 
մ ի ա ն գ ա մ ա յն  նոր մ ե կ ն ա բ ա ն ո ւթ յո ւն , ք ա նի  որ մ ի ն չև  ա յժ մ  ա յն  իր վ ր ա  Էր 
կրում  Կա նտ որի թ ե ո ր ե մ ի  հ ե տ և ա ն ք ն ե ր ը ։ Ը ն դ ո ւն վ ո ւմ  Էր, որ ա մ են մ ի  ա ն 
վե ր ջո ւթ յո ւն  գ ե ր ա զ ա ն ցե լի  Է մ ե կ  ա յլ կա րգի ա ն վ ե ր ջ ո ւթ յա մ բ , որ ա նվերջ  
կա րդինա լ թ վ ե ր ը  ն ե ր կ ա յա ն ո ւմ  են չս ա հ մ ա ն ա փ ա կ վ ո ղ  շա րքի տ ե ս ք ո վ , որտ եղ  
ա մ ե ն ա մ ե ծ ը  գ ո յո ւթ յո ւն  չո ւն ի ։ Ա յս  տ ե ս ք ո վ  ա ն վ ե ր ջո ւթ յո ւն ը  ի ն չք ա ն  ա սես  
կա րող Էր ծ ա վ ա լվ ե լ ու հզորա նալ-, բ ա յց  հ զ ո ր ա ց ա ծ , ա վ ա ր տ վ ա ծ ն ե ր կ ա յա ն ա լ  
շէր կ ա ր ո ղ ։ Վ երջա վո րից ա նվերջին ա ն ցմ ա ն  պ ր ո ցե ս ը  մ ի ա յն  մ ի  պ ա հ '  ա կ 
տ ուա լ ա ն վ ե ր ջո ւթ յա ն ն  ա ն ցն ե լի ս , ը ն կ ա լվ ո ւմ  էր որպ ես ա վա րտ վսՀձ, կ ա 
տ ա ր յա լ և որոշա կի ե ր և ո ւյթ , իսկ  ա յն ո ւհ ե տ և  նոր կա րգի ա ն վ ե ր ջո ւթ յո ւն ն ե ր ի  
ա ռա ջա ցում ը դի տ վ ո ւմ  էր  որպ ես հնա րա վոր պ ր ո ց ե ս , որը ե ր բե ք  չէր  ա վ ա ր տ 
վ ո ւմ ։ Ա ն վեր ջութ յա ն  ա յգ  ծա վ ա լո ւմ ը  ս խ ե մ ա տ ի կ  կա րելի  է ներ կ ա յա ցնեք  
հ ե տ և յա լ կ ե ր պ . պ ո տ ե ն ցի ա լ ի ր ա կ ա ն ա ցմ ա ն  վ ե ր ա ց ա ր կ ո ւմ ո վ  վ ե ր ջա վ ո ր ի ց  
ա ն ցո ւմ  էր կ ա տ ա ր վո ւմ  պ ո տ ե ն ցի ա լ ա ն վ ե ր ջո ւթ յա ն  գա ղ ա փ ա ր ի ն , իսկ  վ ե ր 
ջի ն ի ց  էլ ա կտ ուա լ ա ն վ ե ր ջո ւթ յա ն  վերա ցա րկումովս  ա կտ ուա լ ա ն վ ե ր ջո ւթ յա ն  
գա ղ ա փ ա ր ին ։ Ա յս  մ ա կ ա ր դ ա կ ո ւմ  ա ն ցո ւմ  է կ ա տ ա ր վում  նոր ո րա կի ։

Ա նվեր ջո ւթ յա ն հ զ ո ր ա ցո ւմ  ը  ա յս ք ա ն ո վ  չի  ս ա հ մ ա ն ա փ ա կ վ ո ւմ , ա յն ո ւհ ե տ և , 
ո ր պ ես  ե լա կետ  ը ն դ ո ւն ե լո վ  ա կտ ուա լ ա ն վ ե ր ջ ո ւթ յա մ բ  ը ն կ ա լվ ա ծ  բ ա զ մ ո ւ
թ յո ւն ՛ներ ը , ա ն ցո ւմ  է կ ա տ ա ր վո ւմ  նոր կա րգի ա ն վ ե ր ջո ւթ յո ւն ն ե ր ի , և ա յդ  ա ն 
ց ո ւմ ն ե ր ը  կա րող են նո րի ց ու նո ր ի ց շա րունա կվելւ Ա յս տ ե ղ  ա նվերջը  գ ե ր ա ֊ 
գ ա ն ց ե լի  է մ եկ  այք կա րգի ա ն վ ե ր ջո վ , ի ս կ  այղ. պ ր ո ց ե ս ը  շա ր ունա կ ելի  է 
և ան ա վա րտ  ե լի ։ Պ ետ ք է ա ս ե ի  որ գիտ ա կա ն ի մ ա ց ո ւթ յա ն  մ ե ջ  ա ն վ ե ր ջո ւթ յա ն  
բ ա զ մ ա ց մ ա ն  հնա ր ա վ ո ր ո ւթ յո ւնն ե ր ի  ը մ բ ռ ն ո ւմ  ը սրա ն ից ա յն  կ ո ղ մ  ը ն դ հ ա 
տ ում է ո ւն ե ց ե լ ։ Մ ի ն չդ ե ռ  թ ե ' բ ա զ մ ո ւթ յա ն  և թ ե '  ա ն վ ե ր ք ո լթ յա ն  ը ն կ ա լո ւմ ը  
ա յդ ք ա ն  ո վ  չէր  կա րոդ ս ա հ մ ա ն ա փ ա կ վ ե լ, ա յդ  դ ե պ քո ւմ  ա յն  կիսա տ  և ա ն կ ա 
տ ա ր կ մ ն ա ր , մ ի  բ ա ն , ի ն չի  մ ա ս ի ն  վ կ ա յո ւմ  են ա ռ ա ջա ցա ծ պ ա ր ա դ ո ք ս ն ե ր ը ։ 
Հ ե ր թ ա կ ա ն  ՛օրինա չա փ  ա ն ցո ւմ ը  կ լի ն ե ր  ա վ ելի  բա ր ձր  կա րգի ա նվերջ բ ա զ 
մ ո ւթ յո ւն ն ե ր ի  ա ռ ա ջա ցմ ա ն ա ն վերջ պ ր ո ց ե ս ը  ա րդեն ա վ ա ր տ վ ա ծ և ա կտ ուա լ  
տ ե ս ք ո վ  ը ն կ ա լե լը ։ Հ ե ն ց  դա էլ բ ե ր ո ւմ  է ծա յր ա ս տ ի ճ ա ն  ծա վ ա լո ւն  և հա սուն  
բ ա զ մ ո ւթ յո ւն ն ե ր ի  մ ա կ ա ր դ ա կ ի ն ։ Ե թե Կա նտ որի թ ե ո ր ե մ ը  թ ո ւ յլ  է տ ա լիս  ա կ 
տ ուա լ ը ն կ ա լվ ա ծ  ա ն վ ե ր ջո ւթ յա ն  ե լա կ ե տ ի ց  նորա նոր կա րգի ա ն վ ե ր ջ ո ւթ յո ւն 
ներ  ստ ա նա լ պ ո տ ե նցի ա լ ի ր ա կ ա ն ա ցմ ա ն  վ ե ր ա ց ա ր կ մ ա ն  մ ի ջ ո ց ո վ , ա պ ա  
ի ն ք ն ա մ փ ո փ  բ ա զ մ ո ւթ յո ւն ն ե ր ի  ա ռ ա ջա ցմ ա ն  ս կ զ բո ւն ք ը  հնա րա վոր է դ ա ր ձն ո ւմ

5 Տւ'ս  Г. К а н т о р ,  Основы общего учения о многообразиях, М., 1937, с. 183.
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այդ նույն ելակետից ստանալ Հզորացած և ծայրաստիճան ծավալուն անվեր
ջություն' ակտուալ անվերջության վերացարկման շնորհիվ։ Առաջին դես,բում 
փոփոխություններր քանակական են, երկրորդ դեպքում այդ փոփոխ,,,թյուն. 
ների արդյունքում առաջ է դալիս նաև նոր որակ։ Փիլիսոփայական առումով 
անվերջության առաջին ըմբռնումը վերջին հաշվով մետաֆիզիկական է, իսկ 
երկրորդը' դիալեկտիկական,

Հասունացած ինքնամվւոփ բազմությունների ոաումնասիրության ար
դյունքում ստացվում է մեկ այլ եզրակացություն ես, որը կարևոր I; ինչպես 
կոնկրետ բազմությունների տեսության, այնպես էլ իմացաբանության հա
մար։ Բազմությունների տեսության լեզվով այն կարելի է ձևակերպել հետևյալ 
կերպ, ամենամեծ կարդինալ թիվը հասանելի է, կամ գոյություն ունի ամե- 
նահզոր բազմություն։ Այդպիսի բազմություն կարող է լինել բոլոր ինքնա մ ֊ 
փով։ բազմությունների միավորումը. Ձևական տեսքով այն ստացվում է հե
տևյալ կերպ։ Եթե Ս-Ь ինքնամփոփ բազմությունների ընտանիքն է, ա յ
սինքն եթե и = ! х / у у ( ( у с х ) - ( у ^ х ) ) } ,  ապա 0  =  11х հենց այն

բազմությունն է, որի համար կամայական վերցված Т բազմությունը ենթա
բազմություն է։ Այդ բանը պարզորոշ բխում է Т С  Տ ( I ) С  О առնչությու
նից, որտեղ Տ (Т)-Ь այդ Т -ի ժառանգների բազմությունն է։ Սա նշանակում 
է՛, որ О բազմությունից ավելի հզոր բազմություն գոյություն ունենալ չի կա
րող։ Ըստ էության Օ-ն .ստացվում է բոլոր հնարավոր բազմությունների մ ի ա ֊ 
Հորումից, այսինքն' այն բոլոր հնարավոր օբյեկտների բազմությունն է։ 
Ակնհայտ է, որ Օ-ն ավելի ծավալուն է, քան բոլոր բազմությունների բազմու
թյունը, քանի որ վերջինիս տարրերը միայն բազմություններն են, իսկ Օ-ի 
տարրերը' բոլոր հնարավոր օբյեկտները, ինչպիսին էլ որ դրանք լինեն. Երր 
բովանդակային լեզվի մեջ օ՛գտագործվում է <ւսմե'յ արտահայտությու
նը, ՛այն համապատասխանում է Հենց О բազմությանը, քանի որ թե' մեկի 
և թե մյուսի ընդգրկումները համատարած են, ուրեմն և համընկնում են։ 
Ստացված О բազմությունը ամենածավալոլնն է, իսկ նրա կարդինալ թիվյը 
ամենամեծը։

Այսպիսով, ստացվում է հետևյալ պատկերր. ծայրաստիճան ծավալուն 
բազմությունների ոլորտում գոյություն ունի ամենածավալոլնը։ նրա տարրե
րի անվերջությունը քանակապես անգերազանցելի է, այն ընդգրկում է ցան
կացած սկզբունքով գոյություն ունեցող ամեն մի լինե/ություն, ամեն մի 
օբյեկտ։ Այս ձևով ներկայացող անվերջի քանակական բնութագրի՝ կարդինալ 
թվի համար բացասվում է որևէ բանից փոքր լինելու հատկությունը, քանակի 
առումով ոչինչ չի կարող լինել դրանից ավելի մեծ։ Քանակին վերաբերող 
ամեն մի հնարավորություն ձուլվում է նրա մեջ։ Բոլոր օբ/եկտների րաղմոլ- 
թյունը' Օ-ն և դատարկ բազմությունը' 0 - ն  գտնվում են քանակություն ար
տահայտող մեծությունների եզրերում այնպես, ինչպես «ամեն ինչը» և ո-ոչին-  
չը»։ Եթե այդ բազմություններից առաջինի ընդգրկումր բոլոր հնարավոր օ բ ֊ 
յեկտներն են, ապա երկրորղինը' ընդհակառակը, ոչ մի տարր։ Եթե առաջինի 
կարդինալ թվի համար բացասվում է փոքր լինելու, ապա երկրորդի համար' 
մեծ լինելու հատկությունը։ Ստացվում է, որ քանակություն արտահայտող 
մեծությունների մեջ գոյություն ունի ինչպես ամենափոքրը, այնպես էլ ա մ ե ֊ 
նամեծը։ Այս երկու « դատարկից» մինչև «ամենալիքը», սահմաններում է 
գտնվում ամեն մի հնարավոր լինելության ծավալը, Այդ հարաբերության ար
տացոլումը բազմությունների տեսության մեջ ամբողջական ու լրիվ է արտա
հայտվում, երբ բազմությունը դիտարկվում է ծայրաստիճան ծավալուն և հա
սուն մակարդակում։
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КО ЛИ Ч ЕСТ ВЕН НАЯ ХА Р АКТЕ Р И СТИ КА 
БЕСКОНЕЧНОСТИ

САРИБЕК АКОПЯН 

Р е з ю м е

Проблема бесконечности — одна из вечных проблем человеческого 
дознания. Вопрос о бесконечности особенно остро встает в математи
ке, где мы с самого начала имеем дело с бесконечным. Здесь уплотня
ются разные проблемы, как математического, так и философского х а
рактера, одной из которых является проблема количественной харак
теристики бесконечности. Философский и математический анализ при
водит к выводу, что в развитии этого понятия следует учесть переходы 
от одной качественной ступени к другой. В результате диалектическо
го подхода в основном решаются существующие трудности, нашедшие 
выражение в антиномиях бесконечности. В частности, выясняется, что 
с точки зрения количественной характеристики возможно достижение 
«зрелой» бесконечности, в отношении которой отрицается сбыкновен- 
чое свойство «быть меньшим».
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