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 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 

СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ  

ДЛЯ ДВУХСЛОЙНОЙ ПОЛОСЫ  (СЛОИ 

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮТ  

ПО ЗАКОНУ СУХОГО ТРЕНИЯ) 

 
Обсуждается вопрос определения напряженно-деформированного 

состояния в двухмерной задаче для анизотропной двухслойной 

полосы, когда упругие слои взаимодействуют по закону сухого 

трения при неполном контакте между слоями. Считается, что на 

одной из продольных кромок полосы заданы компонента вектора 

перемещения и касательное напряжение, а на другой – компонента 

вектора перемещения и нормальное напряжение. Асимптотическим 

методом построено решение внутренней задачи. Рассмотрены 

конкретные примеры.  

 Ключевые слова: асимптотический метод, малый параметр, 

напряжение, перемещение, анизотропия, двухслойная полоса, 

неполный контакт. 
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THE ASYMPTOTIC SOLUTION OF THE MIXED BOUNDARY 

PROBLEMS FOR TWO-LAYER ANISOTROPIC STRIPE (LAYERS 

INTERACT BY THE LOW OF DRY FRICTION) 
The article considers the problem of determination of stress-strain state in 

a plane  for an asymptotic two- stripe with full or incomplete contact 

between the layers. Mixed boundary conditions of theory of elasticity are 

given in the longitudinal sides of the stripe. Solutions of the internal 

problems are constructed with the application of the asymptotic method. 

Some concrete examples are considered. 

Keywords: asymptotic method, small parameter, stress, displacement, 

anisotropy, а two-layer stripe, incomplete contact. 

 

 

Введение. В работе [1] асимптотическим методом построена приближенная 

теория изгиба пластин из изотропных материалов. Классические статические 

краевые задачи анизотропных полос, пластин и оболочек асимптотическим 

методом решены в [2]. Асимптотический метод использован для решения 

второй и смешанных краевых задач в [3]. В [4] тем же методом определено 

напряженно-деформированное состояние слоистой полосы, слои которой 

обладают анизотропией общего вида. Смешанные краевые задачи для 

анизотропной пластинки решены в [6,7].  Асимптотические решения задач 

для анизотропной двухслойной полосы и пластинки по геометрически 

нелинейной теории упругости при неполном контакте между слоями получено 

в работах [8,9]. 

В настоящей работе на основе линейных уравнений теории упругости 

асимптотическим методом построено решение, соответствующее внутренней 

задаче двухслойной полосы, когда на одной из продольных кромок полосы 

заданы компонента вектора перемещения и касательное напряжение, а на 

другой – компонента вектора перемещения и нормальное напряжение. 

Предполагается, что упругие слои взаимодействуют по закону сухого трения 

Кулона или по закону постоянной силы трения.  

 

1. Постановка задачи и основные соотношения. Рассматривается задача 

теории упругости для двухслойной анизотропной полосы: 

  2 1, :0 , ,x y x l h y h       1 2h h l  . Величины, относящиеся к 

верхнему слою, отметим индексом (1), а к нижнему слою - индексом (2). 

Толщины слоев равны kh  а коэффициенты упругости 
 k

ija , общая толщина 

полосы – 1 22h h h  ,  1,2k k  – номер слоя. Выберем координатную 

систему  таким образом, чтобы осьOx располагалась между слоями.   

На продольных сторонах полосы заданы следующие граничные условия: 

                  

       
       

1 11 1

1

2 2 1

2

, ,

, ,

y y

xy xy

x u u x y h

x v v x y h

   

  

   

  

  

   

ïðè 

ïðè
               

(1.1) 

где h l  малый геометрический параметр.  
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На полосу действуют заданные объемные силы с компонентами 
  yxF k

x ,  и 

  yxF k

y , . Краевые условия на торцах lx ,0  пока произвольные. 

На линии раздела слоев 0y   должны быть выполнены следующие условия 

неполного контакта: 

                                    
           ,),(, 212121 vvxfxyxyyy  

                     
(1.2) 

где  xf - заданная функция. 

Ставится задача: найти решение уравнений теории упругости для 

анизотропной двухслойной полосы, когда на нижней и верхней сторонах 

полосы заданы условия (1.1), а на линии раздела слоев – условия неполного 

контакта (1.2). 

Для решения поставленной задачи будем исходить из двухмерных 

уравнений  теории упругости [5]. Вводя безразмерную координатную систему 

,lx hy  и безразмерные перемещения luU  , lvV  , получим 

систему, которая содержит малый геометрический параметр  . Решение 

полученной системы состоит из решений внутренней задачи и пограничного 

слоя.  

Для решения внутренней задачи используется асимптотический метод 

интегрирования и все напряжения и перемещения представляются в виде 

суммы [1-4]: 

                                         

   ,

0

,k

S
k k sq s

s

Q Q 



 
                                  

(1.3) 

где 
 k

Q –любое из напряжений или безразмерных перемещений, S –число 

приближений. Значения для kq  подбираются таким образом, чтобы получить 

непротиворечивую систему относительно 
 skQ ,

. Для данной задаче эта цель 

достигается при [3]: 

                         
1kq для 

       ,,,, kkk

y

k

x VU 0kq  для 
 k

xy :        (1.4) 

Вклад объемных сил в общее напряженное состояние будет соизмеримым со 

вкладом поверхностных сил, т.е. соответствующие слагаемые будут входить в 

уравнения исходного приближения, если  

          

           






 
S

s

sk

y

sk

y

S

s

sk

x

sk

x yxFFyxFF
0

,2

0

,1 ,,, 
 

:

             

(1.5) 

Подставляя (1.3), с учетом (1.4) и (1.5) в преобразованные уравнения теории 

упругости и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  , получим 

систему: 

   
 

   
 

, , 2 ,,
, ,

0, 0

k s k s k sk s
xy k s xy y k sx

x yF F
  

   


  

     
   

,

 
 

           
,

, , , 1

11 12 16

k s
k k s k k s k k s

x y xy

U
a a a  




  


, 



  

  
54  Բնական գիտություններ 

 

                 

 
           

   
           

,
, 1 , 1 , 2

12 22 26

, , 1
, 1 , 1 , 2

16 26 66

k s
k k s k k s k k s

x y xy

k s k s
k k s k k s k k s

x y xy

V
a a a

U V
a a a

  


  
 

  


  


  



 
   

              

(1.6) 

Интегрируя полученную систему по  , получим 

       
                   , , , , , ,

0 0, , ,
k s k s k s k s k s k s

V v v U u u     
 

   
,         

(1.7)
 

           

 

   

 

   
,

, , , , , ,0 12
0 0

11 11

1
, ,

k s k
k s k s k s k s k s k s

y y y x y xk k

d u a

da a
        



 
     , 

   
 

   

 

 
 .

1 ,

,

0

11

12

2

,

0

2

11

,

0

, sk

xy

sk

y

k

ksk

k

sk

xy

sk

xy
d

d

a

a

d

ud

a

 






  

где величины со звездочками, входящие в выражения (1.7), известны для 

каждого приближения s  и определяются по формулам: 

 
 

   
 

 

              

             
 

 
 

   

 
 

 

 
 .

1

,
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1,
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16,

11
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2,
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,

0
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1,

22

1,
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,
,

,

0

,

2,

,

























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
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
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



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











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












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
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
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xyk

k
sk
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y
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x
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x
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xsk
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y
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xysk

y

a

a

a
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a

d
V

aaau

daaav

dFdF


















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





 

(1.8) 

Предполагается, что 
  0, iskQ , если is  . 

               , , , ,

0 0 0 0, , ,
k s k s k s k s

xy y u v        - неизвестные функции 

интегрирования и будут определены ниже, с помощью условий (1.1) и (1.2). 

2. Решение внутренней задачи. 

 Удовлетворив условиям неполного контакта слоев (1.2) с учетом (1.7), 

получим: 

                               
   s

y

s

y

,2

0

,1

0   ,    1, 2,

0 0 ,
s s

v v
   1, 2,

0 0 ( )
s s

xy xy f   
     

(2.1) 

 

Удовлетворив граничным условиям (1.1), получим следующие формулы для 

определения неизвестных функций интегрирования: 

                       

                           

1, 2, 1, 1, 2,

0 0 1 0 0

1, 2, 2, 1, 1,

0 0 2 0 1

, , ( )

, , ,

s s s s s s s

y y y y xy xy

s s s s s s s

f

v v v v u u u

            

        

 

   

    

    
 (2.2) 
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Здесь 

                      

     1

0

,
S

ss

s

f f   



           0
, 0,

s
f f x l f  

 

при 0s  ,  

                             
               0 0

, , 0, 0
s s

y y xy xy y xyx l x l s       
         ,             (2.3) 

           0 0
, , 0, 0

s sx x
u u v v u v s

l l
 

       
       

   
, 

                    ., 2211 hhhh                                             

Для определения перемещения 
   2,

0

s
u  , получим уравнение 

                                        

 
     

2,2

0
2 2

( )

s
s sd u

C f p
d

 


  ,                      (2.4) 

где 
 
2

2 2

11

C
a


  -жёсткость при растяжении, а 

   s
p   -обобщенная нагрузка и 

равна 

     
 

 

         
1,2

1 2,12
2 22

11

,
,

s s

s s y y s

xy xy

d da
p

d da

   
     

 

 

 
 

     
 
 

. 

Если сравнить решения задач при полном и неполном контакте слоев, то 

заметим, что перемещение 
       2, 1,

0 0

s s
u u   и для определения перемещения 

   2,

0

s
u   получено дифференциальное уравнение (2.4). Заметим также, что в 

правой части уравнения (2.4) содержится функция 
   s

f  , которая, в 

зависимости от выбранной модели, может повысить порядок уравнения. 

Рассмотрим две модели взаимодействия слоев. 

а) Взаимодействие слоев по закону постоянной силы трения. 

Рассмотрим случай, когда упругие слои взаимодействуют по закону 

постоянной силы трения. Закон постоянной силы трения предполагает, что на 

контактной поверхности величина касательного напряжения постоянная 

[10,11]. 

                                       
   1 2

xy xy s const     .                                     (2.5) 

Параметр 
s можно интерпретировать как предел текучести материала 

контактного слоя. 

Из (2.3), как следствие, получим  

                                          
     s s

sf   ,                                                  (2.6) 

где  

                                          
   0

, 0
s

s s s    при 0s .                             (2.7) 
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Тогда, как следствие, из (2.4), с учетом (2.6), получим 

                                         

 
 

2,2

0
2 2

s
sd u

C p
d

 ,                                             (2.8) 

где                                  
     s s s

sp p   . 

б) Взаимодействие слоев по закону сухого трения Кулона  

Рассмотрим другой случай, когда упругие слои взаимодействуют по закону 

сухого трения Кулона. Тогда  

                                      

     1 2 1

0 0 00
,xy y xy xy yy

    


     

где 

                                            

        1 1,

0 1( ) ,
s s

y y yf       
 

   .         (2.9) 

Из (2.4), с учетом (2.9), снова получим уравнение (2.8), где 

                                        

          1,

1,
s s s s

y yp p    
 

  
               

(2.10) 

Постоянная величина  есть коэффициент трения. В частности, если 0  , 

то отсутствует сила трения между слоями.  

Решение уравнения (2.8) имеет вид  

                               
 

       2,

0 1 22

2 0 011

1 1s s s s
u p d d C C

a

 

  


    , 

где 
 
1

s
C  и 

 
2

s
C  произвольные постовнные. 

После итегрирования уравнения (2.8) решение задачи примет вид: 

 
               1, 1, 1,

1, , ,
s s s s

U u u u      
  

   ,
 

                                       
           2, 2, 2,

0, ,
s s s

U u u    


  ,
                                               

 

               , * , * 2,

2, , ,
k s s k s s

V v v v      


   ,
                

               , * , * 1,

1, , ,
k s s k s s

y y y y          


   , 

      

     

   

 

     

     

 

       
* 1,1 1

1, * 1, 1,112 12
11 1 1 1

11 11 11 11

,1 1
, , ,

ss
s s s s

x y y x

d ua ad u

d da a a a

 
          

 


 

     , 

     

   

 

   
 

 

       
2, 2 1

2, * 1, 2,0 12 12
12 2 1

11 11 11

1
, , ,

s
s s s s

x y y x

d u a a

da a a
          



 
    , 

        
 

 
     

 
        ,,,

1
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1
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1
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1
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1

11

1

12
1

,1,1











s

xy

ss

s

y

s

y

s

y

s

y

s

xy

uu
d

d

a

d

d

a

a


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



       (2.11)
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           

     .,,

,1,,
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2
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
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
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










s

xy

s

xy

s

y
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y
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xy

s

xy

















           
Решение внутренней задачи (2.11) не достаточно для точного 

удовлетворения условиям при 0,x l . Для удовлетворения этим условиям 

необходимо построить также решение типа пограничного слоя и представить 

общий интеграл задачи в виде суммы решений внутренней задачи и 

пограничных слоев, соответствующее краям 0,x l . Решение типа 

пограничного слоя можно построить как в работе [12]. 

3. Частное решение внутренней задачи. 

Пусть на нижней и верхней сторонах двухслойной полосы заданы 

следующие условия для напряжений и перемещений  

     
   

, 0, 0, 0, 0,
k k

y xy x yp const u v F F           
              

(3.1) 

из (2.3) следует 

                                         
   1,0 1,

, 0, 0,
s

y y yp s  
       

В рассматриваемой задаче асимптотический процесс обрывается при 2s  , 

а точное решение задачи имеет вид 

 1
,y

l
p

h
    

 

 

1
1 12

1

11

,x

al
p

h a
 

 1
,xy p    

        1 1 1

66 12 1u a a p y h    ,

 
   

     1 2 2 02
2 12 12 11 2

22 22

1 1 hl
v y h p a px a C

h hB B


 
     

 
 

 2
,y

l
p

h
  

 
 

   

2
2 12

12 2

2 11 11

1
x

al
px p C

h h a a


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 2

2

1 ,xy

y
p

h
 

 
   

 
 

         

      
 22

2 2 2 211
66 12 1 2

2 22 2

ay
u p a a y x C x C

h h


  
       

  
,                 (3.2) 

 

           2 2 2 0

2 12 12 1 22

222

1
l p y l

v y h a px a C y h
h h hB


 

      
 

, 

       
2

2 0 0 0

11 , 1.2i i i l

l h h
C a C C C i

h l l

  
        

.

 
 

Заключение. В работе асимптотическим методом построено решение 

внутренней задачи для анизотропной двухслойной полосы, когда упругие слои 

взаимодействуют по закону сухого трения. Из двухмерных уравнений теории 

упругости выведены дифференциальные уравнения для расчёта двухслойной 
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анизотропной полосы, на продольных сторонах которой заданы смешанные 

краевые условия теории упругости.  
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