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Ïðåäñòàâëåíû àíàëèòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ òèïà Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãàçîâûõ ïîëèòðîï â çàìêíóòîé ôîðìå.
Ýòî óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíîãî ýêâèâàëåíòà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Ëåéíà-Ýìäåíà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïèñûâàþùåãî èçâåñòíûå ïîëèòðîïíûå ìîäåëè â
ðàìêàõ çàäà÷è Êîøè. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è
îáùèõ ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà, à òàêæå ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ è âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé, ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå
âûðàæåíèÿ ôóíêöèé Ýìäåíà è áåçðàçìåðíîé ïëîòíîñòè â çàìêíóòîì âèäå ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé
òî÷íîñòüþ îò ~10

-4
 äî íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ äëÿ ñåðèè çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ïîëèòðîïû n,

ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ (   6, 4, 3, ,50.n ). Ïîëó÷åííîå íàìè ðàíåå ïðèáëèæåíèå
ïðîñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòè èçîòåðìè÷åñêîé ìîäåëè ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïñåâäîèçîòåðìè÷åñêèì çàêîíîì,
îïèñûâàþùèì ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òåìíîé ìàòåðèè âîêðóã ñïèðàëüíûõ ãàëàêòèê è
èñïîëüçóåìûì ðàçíûìè àâòîðàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ èõ êðèâûõ âðàùåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèòðîïû: óðàâíåíèå Ëåéíà-Ýìäåíà: íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå

      óðàâíåíèå òèïà Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà: ôóíêöèÿ Ýìäåíà

1. Ââåäåíèå. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ïîëèòðîï ñ ïîêàçàòåëÿìè 5 1, ,0n  íå

ñóùåñòâóåò òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëåéíà-Ýìäåíà (äàëåå - ËÝ-óðàâíåíèå)

â çàìêíóòîì âèäå [1-3]. Îäíàêî ýòî íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè ïîèñêà

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé òàêîãî òèïà. Ââèäó ñëîæíîñòè ïðîáëåìû, àíàëèòè-

÷åñêèå èëè ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû ìîãóò çäåñü ñî÷åòàòüñÿ ñ èíòóèòèâíûìè

ïðåäïîëîæåíèÿìè î âîçìîæíîì ôóíêöèîíàëüíîì âèäå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé

ôóíêöèé Ýìäåíà: ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííûå ðÿäû [1-6], ìåòîä âñïîìîãàòåëüíûõ

ôóíêöèé [7], Ïàäå-àïïðîêñèìàöèè [8], ïîëèíîìû Àäîìÿíà [9-11], îðòîãî-

íàëüíûå ïîëèíîìû [12,13] è ïîëèíîìû Áåðíñòåéíà [14] è ò.ä. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ìû íå ñòðåìèëèñü ê ïðîäîëæåíèþ ýòîé òðàäèöèè, à òàêæå íå ïûòàëèñü

íàéòè êàêèå-òî íîâûå èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû âçàìåí èçâåñòíûõ [15] äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíî âûñîêîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, îíè
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ïðèâîäÿò ê óñëîæíåíèþ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé è íåèçâåñòíî, â êàêîé

ñòåïåíè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, õîòÿ ñ èõ

ïîìîùüþ äîñòèãàåòñÿ âûñîêàÿ ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ. Íàñ èíòåðåñîâàëè

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé Ýìäåíà â âèäå ïðîñòûõ (ýëåìåíòàðíûõ) ôóíêöèé èëè

èõ êîìáèíàöèé (ïóñòü äàæå ñ íåçíà÷èòåëüíûì óùåðáîì äëÿ òî÷íîñòè ïðèáëè-

æåíèÿ), èìåþùèõ, ïî âîçìîæíîñòè, êîìïàêòíûé âèä,  êàê, íàïðèìåð, â [16],

êîòîðûå, êàê ìû íàäååìñÿ, ìîãëè áû óïðîñòèòü ðàñ÷åòû ôèçè÷åñêèõ õàðàêòå-

ðèñòèê ïîëèòðîï  â àíàëèòè÷åñêîì ïëàíå èëè â ïëàíå óäîáñòâà èõ ïðèìåíåíèÿ

â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â äàëüíåéøåì, â êà÷åñòâå îöåíêè

áëèçîñòè òî÷íîé è àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèé, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå  , îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå
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 - òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Ýìäåíà (èëè ïðîñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòè)

â i-é òî÷êå, ïîëó÷åííîå ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, f
i
 - çíà÷åíèå àïïðîêñè-

ìèðóþùåé åå ôóíêöèè â òîé æå òî÷êå, N - ÷èñëî òî÷åê, âûáðàííûõ äëÿ

âû÷èñëåíèÿ. Âî âñåõ ãðàôèêàõ, ïðèâîäèìûõ íèæå, èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ

y
i
, ïîëó÷åííûå â [17]. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå ïîëèòðîïíûå ìîäåëè

äîïóñêàþò íå îäíî áëèçêîå ïî òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèå ê ôóíêöèè Ýìäåíà è

ïðîñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòè â çàìêíóòîé ôîðìå.

Â ðàçäåëå 1 íàøåé ðàáîòû [18]1 áûëî ïðåäñòàâëåíî íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå òèïà Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà â êà÷åñòâå ýêâèâàëåíòà äèôôåðåí-

öèàëüíîãî ËÝ-óðàâíåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ðàìêàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè. Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåðìèíîì "íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå"

è â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü î ðåøåíèÿõ ïðèìåíèòåëüíî ê íåìó. Äàëåå,

íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðåäëàãàåìûå â ðàáîòå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé

Ýìäåíà è ïðîñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòè ïîëèòðîï â çàìêíóòîé ôîðìå íå

îáÿçàòåëüíî âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî óðàâíåíèÿ èëè åãî ëèíåéíîãî

ïðèáëèæåíèÿ, íî íåêîòîðûå ìîãóò áûòü îáîñíîâàíû ñ åãî ïîìîùüþ ëèáî

àíàëèòè÷åñêè, ëèáî ÷èñëåííî. Íà ãðàôèêàõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â

òåêñòå, ïðîôèëè ïëîòíîñòè è ôóíêöèè Ýìäåíà ïðèâîäÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè â òîì

æå ïîðÿäêå, ÷òî è â òåêñòå. Òî÷êè íà ãðàôèêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷íûì

ðåøåíèÿì ËÝ-óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûì â [17], èñïîëüçóþòñÿ çäåñü â êà÷åñòâå

ñòàíäàðòà ñðàâíåíèÿ äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè íàøèõ ïðèáëèæåíèé.

2. Ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Óïîìÿíóòîå âûøå

íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ

ãàçîâûõ ïîëèòðîï èìååò âèä:

Â ðàáîòå [18] â ôîðìóëå (33) âìåñòî ñòåïåíè "  " äîëæíî áûòü "  "
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 dxxxxn (2)

Îíî cïðàâåäëèâî äëÿ ïîêàçàòåëåé ïîëèòðîïû n  ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

    . 00, 10  (3)

Â ñëó÷àå èçîòåðìè÷åñêîé ñôåðû àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

    


 
0

1 dxxe x
(4)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

    . 00, 00  (5)

Â ïðèâåäåííûõ âûøå óðàâíåíèÿõ    è    ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Ýìäåíà

äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâåííî, ò.å., áåçðàçìåðíûìè ãðàâèòàöèîííûìè

ïîòåíöèàëàìè óêàçàííûõ ïîëèòðîï.

Ïîìèìî óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ Ýìäåíà â ðàìêàõ çàäà÷è Êîøè,

ìîæíî òàêæå íàëîæèòü è äîïîëíèòåëüíûå åñòåñòâåííûå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòè ôóíêöèè, âûòåêàþùèå èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé

- ýòî ÷åòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé  , ñóùåñòâîâàíèå ó íåå òî÷êè

ïåðåãèáà ïðè 1n , êîíå÷íîñòü ìàññû ïîëèòðîïû, çàâèñÿùàÿ îò n.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå (2) â ìíîãîìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ó÷àñòèåì èíòåãðàëîâ

ïîâûøàþùåéñÿ êðàòíîñòè, êàê ýòî ïîêàçàíî â [18]. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

    n , òî óðàâíåíèå (2), ïîñëå âîçâåäåíèÿ åãî îáåèõ ÷àñòåé â n-þ

ñòåïåíü, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
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Çäåñü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äàåò ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà

Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà, çàâèñÿùåå îò ïîêàçàòåëÿ ïîëèòðîïû êàê îò ïàðàìåòðà.

Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà

 nj0 . Îäíàêî ãðàôè÷åñêîå ñðàâíåíèå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷íîé ôóíêöèè

Ýìäåíà, ïîëó÷åííîé ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [17], ïîêàçûâàåò,

÷òî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê íåé óäîáíåå áðàòü ôóíêöèþ

 nj 0 , ãäå n > 1, à   - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ïîðÿäêà åäèíèöû

[19]. Ñîïîñòàâëåíèå ãðàôèêà òî÷íîé ôóíêöèè Ýìäåíà ñî ñôåðè÷åñêîé

ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå óäà÷íîãî àíàëèòè-

÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â çàìêíóòîé ôîðìå, íåîáõîäèìî óìíîæèòü ýòó ôóíêöèþ

Áåññåëÿ íà íåêîòîðûé êîððåêòèðóþùèé ôàêòîð ìåíüøå åäèíèöû, êîòîðûé,

èñõîäÿ èç íåîáõîäèìîñòè ñîõðàíåíèÿ ÷åòíîñòè ôóíêöèè Ýìäåíà, òàêæå äîëæåí
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áûòü ÷åòíîé ôóíêöèåé, âîçìîæíî, çàâèñÿùåé îò ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà (èëè

ïàðàìåòðîâ). Âûáîð ýòîãî ôàêòîðà çàâèñèò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ïîêàçàòåëÿ

ïîëèòðîïû.

2.1. Ñëó÷àé n = 0.5. Ýòîò ïîêàçàòåëü áëèçîê ê îáëàñòè çíà÷åíèé

(0.5 < n < 1.0), êîòîðûå, êàê ñ÷èòàåòñÿ [20], ïðèáëèæåííî ñîîòâåòñòâóþò

óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî âûðîæäåííîãî íåéòðîííîãî ãàçà

â íåéòðîííûõ çâåçäàõ, õîòÿ òî÷íîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà ïðè ñòîëü

âûñîêèõ ïëîòíîñòÿõ, ïîðÿäêà ÿäåðíîé è âûøå, íåèçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð,

[21]) èç-çà íåóâåðåííîñòè â îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íåéòðîíàìè

(êðîìå òîãî, â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå, âìåñòî áàðèîííîé ïëîòíîñòè,

êàê â îáû÷íîé òåîðèè ïîëèòðîï, â óðàâíåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ ïðèñóòñòâóåò

ïëîòíîñòü ýíåðãèè). Óðàâíåíèå (2) ïðè n = 0.5 ïðèìåò âèä:
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Ââîäÿ, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ïîäñòàíîâêó    xx 21 , ìîæíî ïðèâåñòè

óðàâíåíèå ê âèäó
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Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè íåëèíåéíîñòü èç ïîäûíòåãðàëüíîé ÷àñòè âûíîñèòñÿ

â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Îäíàêî îíî íå ïîääàåòñÿ ðåøåíèþ â çàìêíóòîì

âèäå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

ôóíêöèÿ Ýìäåíà íå ïðåâûøàåò åäèíèöó, ôîðìàëüíî ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ (8) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì èíòåãðàëà êàê ïåðåìåííîé, ÷òî

àíàëîãè÷íî ðàçëîæåíèþ áèíîìà Íüþòîíà ñ ïîëóöåëîé ñòåïåíüþ (ñì. òàêæå

óðàâíåíèå (6) è  óðàâíåíèÿ (53)-(55) â ðàçäåëå 1 [18]):
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Îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ â (10), ïîëó÷èì ëèíåéíîå

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

   20  j  èëè, ââèäó ïðèáëèæåííîñòè,     20 2 j . Íàïîìíèì,

÷òî    ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåçðàçìåðíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðîôèëü

ïëîòíîñòè). Îíà î÷åíü õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ñôåðè÷åñêîé

ôóíêöèåé Áåññåëÿ âïëîòü äî ðàññòîÿíèé 2  ïðè ðàäèóñå ïîëèòðîïû
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7526980521 . . Ãðàôè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âêëàä îòáðî-

øåííûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (9) ìîæåò áûòü ó÷òåí ïðîñòûì âîçâåäåíèåì

ôóíêöèè Áåññåëÿ â íåêîòîðóþ ñòåïåíü, çàâèñÿùóþ îò ÷åòíîé ñòåïåíè  , à

èìåííî, â ñòåïåíü 3191 6 .  Êàê ñòåïåíü, òàê è çíàìåíàòåëü ðàññìàòðèâàëèñü

â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå âàðüèðîâàëèñü âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ ìèíè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ  :

     .2
3191

0

6
 j (11)

Îíî î÷åíü õîðîøî îïèñûâàåò ïðîôèëü ïëîòíîñòè ïîëèòðîïû ( 3108.9382  )

âïëîòü äî çíà÷åíèÿ 62. , ò.å., ïðàêòè÷åñêè, âî âñåé îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ,

çà èñêëþ÷åíèåì êîíöåâîé ÷àñòè. Äëÿ ôóíêöèè Ýìäåíà, ïîñëå âîçâåäåíèÿ

(11) â êâàäðàò, ïðèáëèæåíèå èìååò âèä:

      
.2

31912

0

6
 j (12)

Òî÷íîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè âïëîòü äî çíà÷åíèÿ 62.  ñîñòàâëÿåò
2102781  . , ÷òî ÷óòü õóæå, ÷åì äëÿ ïëîòíîñòè. Òàêèå ðàñõîæäåíèÿ åñòåñò-

âåííû äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ ôóíêöèé, ïîñêîëüêó îíè íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè

ðåøåíèÿìè èíòåðåñóþùèõ íàñ óðàâíåíèé. Âîçìîæíî ñëàáîå óëó÷øåíèå

çíà÷åíèÿ   (äî 2102641 . ) ïóòåì çàìåíû ñòåïåíè 6 íà 6.04 â (11) è (12),

êîòîðîå ïðåäñòàâëåíî íèæå ãðàôè÷åñêè.

Ìîæíî, îäíàêî, ïîäîáðàòü áîëåå óäà÷íóþ ôóíêöèþ âî âñåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ, èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ íàâîäÿùèõ ñîîáðàæåíèé, áåç ñòðîãîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ââèäó áëèçîñòè ïîêàçàòåëåé

ïîëèòðîï n = 0 è n = 0.5, áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü, êàê è ôóíêöèÿ Ýìäåíà,

ïðè n = 0.5 äîëæíà ñîäåðæàòü òàêîå æå êâàäðàòè÷íîå âûðàæåíèå, êàê ôóíêöèÿ

Ýìäåíà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè 61 2 , íî â áîëåå îáîáùåííîì âèäå:

    , 1
2
0

2
21




















 (13)

ãäå 0  è   - ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿåìûå ïóòåì ãðàôè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ. Âàðèàöèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ äàþò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
310414788  .  ïðè 7526980520 .  (ðàäèóñå ïîëèòðîïû) è 58740. , ÷òî

áëèçêî ê çíà÷åíèþ ïîêàçàòåëÿ ïîëèòðîïû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

  . 1

58740

2
0

2
21

.


















 (14)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè çàìåíèòü ïîñòîÿííóþ ñòåïåíü 0.5874

íà ïåðåìåííóþ â âèäå ÷åòíîé ôóíêöèè  , èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ ñèììåòðèè

ôóíêöèè Ýìäåíà. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå ïðèåìëåìîé ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè 4E-D  , ãäå êîýôôèöèåíòû  D è E ïîäáèðàþòñÿ
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òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ ê èñêîìîé òî÷íîé

ôóíêöèè. Òàê, äëÿ ïðîôèëÿ ïëîòíîñòè íàõîäèì:

 

400140506290

2
0

2
21 1






















..

(15)

ïðè 310691  . , òîãäà êàê äëÿ ôóíêöèè Ýìäåíà 3101731641  .  ïðè

D = 1.2618 è E = 0.00281. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì:

    . 1

400281026181

2
0

2





















..

(16)

Çàìåòèì, ÷òî (16) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè òî÷íûì êâàäðàòîì (15), êàê è äîëæíî áûòü

â  èäåàëå, à ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (7), ïîñëå ïîäñòàíîâêè â

íåãî ïëîòíîñòè (15), äàåò ïðèáëèæåíèå ê ôóíêöèè Ýìäåíà, îòëè÷àþùååñÿ îò

(16) íà 34 1010   . Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò ôóíêöèè (14) ïðèáëèæàåò

ôóíêöèþ Ýìäåíà ñ 31086697  . .

Âûðàæåíèå (14) óäîáíî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â (7)

è ïîëó÷åíèÿ åùå îäíîãî ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ ôóíêöèè

Ýìäåíà ýòîé ìîäåëè, âåñüìà áëèçêîãî ê (16). Âû÷èñëåíèå äàåò:

Ðèñ.1. a) Ïðîôèëü ïëîòíîñòè ïîëèòðîïû ñ n = 0.5. Êðèâàÿ 1 (c õâîñòèêîì) çàäàíà

ôîðìóëîé (11), à 3 - ôîðìóëîé (15). Êðèâàÿ (2) îïèñûâàåò ïðîôèëü  ïëîòíîñòè (14),
êîòîðàÿ âèçóàëüíî ïî÷òè íåîòëè÷èìà îò ôóíêöèè 3. b) Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè Ýìäåíà
ïîëèòðîïû ñ n = 0.5. Ñïëîøíûå êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè. Êðèâàÿ

1 îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (16), à ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ 3 - ôîðìóëîé (12). Êðèâàÿ 2 ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì (14) è ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó (1) è (3). Îíà âèçóàëüíî ïî÷òè íåîòëè÷èìà îò (16)
è (17), êîòîðàÿ çäåñü íå ïðåäñòàâëåíà.
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B (17)

ãäå 

















1 ,

2
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 ;
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0

2

B  - íåïîëíàÿ áåòà-ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èíòåãðàëîì [22]:

    .0Re  ,0Re, 1 , ;
0

11  
 yxdtttyxzB

z
yx

(18)

Ïðè óêàçàííûõ âûøå çíà÷åíèÿõ 0.5874  è ,7526980520 .  ïîëó÷åííîå

ïðèáëèæåíèå ê ôóíêöèè Ýìäåíà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè 738670512. (ñ

òî÷íîñòüþ ~10-7), ò.å., îõâàòûâàåò ïðàêòè÷åñêè âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåàëüíîé

ôóíêöèè Ýìäåíà. Ïðè ýòîì îòêëîíåíèå îò òî÷íîé ôóíêöèè íà ýòîì  èíòåðâàëå

ñîñòàâëÿåò 310481673  . . Ãðàôèêè ôóíêöèé (11), (12) è (14)-(16) ïðåäñòàâ-

ëåíû íà ðèñ.1a, b. Ôóíêöèè (16) è (17) ðàçëè÷àþòñÿ íà ~10-4-10-3 â çàâèñèìîñòè

îò òî÷êè âíóòðè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

2.2. Ñëó÷àè n = 1.5 è n = 2.0. Ïåðâûé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âûðîæäåííîìó

íåðåëÿòèâèñòñêîìó ýëåêòðîííîìó ãàçó â ìàëîìàññèâíûõ áåëûõ êàðëèêàõ.

Ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ ôóíêöèè Ýìäåíà äëÿ ýòèõ ïîëèòðîï, ñîäåðæàùèå

ñôåðè÷åñêóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, ïðèâåäåíû â [19], ïîýòîìó

ìû íà íèõ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ

âûñîêîé ñòåïåíüþ ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè n = 1.5, 3100878  . , à ïðè n = 2,
310123214  .  ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé.

Íà ïðèìåðå ïîëèòðîïû ñ n = 2 ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì îäèí ìåòîä íàõîæäåíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ïðîöåäóðû,  èçëîæåííîé â Ïðèìå÷àíèè 1 [18] íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ

Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà. Îíà äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ èòåðèðîâàííûõ ÿäåð

è ðÿäà Íåéìàíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçîëüâåíòíóþ ôóíêöèþ,

à çíà÷èò, è ðåøåíèå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ îí

ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå ïîëèòðîïíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî âîçðàñ-

òàþùèì ñòåïåíÿì  .

Óðàâíåíèå (1) ïðè n = 2 èìååò âèä

    . 11
0

2













 dx
x

xx (19)

Âìåñòî  ôóíêöèè  x  â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â (19) ïîäñòàâèì âñþ

ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ (íàçîâåì ýòó ïîäñòàíîâêó "ìàòðåøêîé"). Áóäåì

èìåòü:
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(20)

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

   ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé   âïëîòü äî ïåðâûõ ÷åòûðåõ ÷ëåíîâ

  , ...
7560

11

606
1

642










 (21)

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 6  ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè

ïðèáëèæåíèÿìè Ïèêàðà è ñ ðàçëîæåíèåì    â ðÿä Òåéëîðà äëÿ ìàëûõ

çíà÷åíèé   (ñì. òàêæå [9,10] îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äåêîìïîçèöèè

Àäîìÿíà äëÿ ðåøåíèÿ ËÝ-óðàâíåíèÿ)

     
...

3265920

70183122

15120

58

1206
1 8

2642














nnnnnn

(22)

ïðè n = 2.

2.3. Ñëó÷àé n = 3. Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ ïîëèòðîïíàÿ ìîäåëü ïðèìåíÿåòñÿ

äëÿ îïèñàíèÿ çâåçä ãëàâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñî

ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ Ýääèíãòîíà [23]. Êðîìå òîãî, îíà îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå

âûðîæäåííîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà â áåëûõ êàðëèêàõ. Äëÿ

ýòîãî ñëó÷àÿ áûëî ïðåäëîæåíî âåñüìà õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè Ýìäåíà

â âèäå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåêàíñà [16]:

. 
2

3
sech

3 33  








 








 


ee
(23)

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îöåíêà àïïðîêñèìàöèè ñîñòàâëÿåò 210706191  . . Åñëè

áû ýòî ðåøåíèå áûëî òî÷íûì, òî â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè íóæíî

áûëî áû áðàòü ôóíêöèþ 3))3((  . Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ

ôóíêöèÿ áëèçêà ê òî÷íîìó ïðîôèëþ ïëîòíîñòè ïîëèòðîïû íà âåëè÷èíó
210009541  . . Åå ìîæíî íåñêîëüêî óëó÷øèòü, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïåðå-

ìåííóþ ñòåïåíü âèäà 23 dx , ãäå d - ñâîáîäíûé ïàðàìåòð. Âàðüèðóÿ d,

ìîæíî äîáèòüñÿ ìèíèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ îò òî÷íîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îíî

èìååò ñëåäóþùèé âèä (ïðè 31013269  . ):
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Îäíàêî ôóíêöèÿ òèïà (24) íå óäîáíà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Ñ ýòîé

òî÷êè çðåíèÿ ãîðàçäî áîëåå ïîäõîäÿùèì ïðèáëèæåíèåì ïëîòíîñòè îêàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ  2-exp q , ãäå êîýôôèöèåíò q íàõîäèòñÿ òàê æå, êàê è ïàðàìåòðû

ðàíåå îáñóæäàåìûõ ôóíêöèé. Ìèíèìóì   äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè
210702521 .  äëÿ q = 0.427, ÷òî íåñêîëüêî õóæå ïðèâåäåííîãî âûøå çíà÷åíèÿ

äëÿ ôóíêöèè (24). Ãðàôè÷åñêè ôóíêöèè  2.4270-exp   è (24) î÷åíü áëèçêè

äðóã ê äðóãó (ñì. ðèñ.2à). Íîâîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè Ýìäåíà ìîæíî

ïîëó÷èòü, åñëè ïîäñòàâèòü  2-exp q  â óðàâíåíèå (2) è ïðîèçâåñòè íåîáõîäèìîå

èíòåãðèðîâàíèå. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì âûðàæåíèå:
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(25)

ãäå  2 ,23 z  - íèæíÿÿ íåïîëíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ, à  zerf  - ôóíêöèÿ îøèáîê.

Ïðè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ

äàííûõ ôóíêöèé [23]:

     .  ,
2

1
,  , ,1 xerfxexxssxs xs 








 

(26)

Ïðè q  = 0.427 àïïðîêñèìàöèÿ (25) ôóíêöèè Ýìäåíà ñ òî÷íîñòüþ
2-103.21205   ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîâåäåíèåì (23). Ìàêñèìàëüíîå ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ôóíêöèé (23) è (25) âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèè Ýìäåíà ( 896848660 . ) ñîñòàâëÿåò 21054863 . .

Çàìåòèì, ÷òî ðàäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàññû (îòíîøåíèå ìàññû,

çàêëþ÷åííîé â îáúåìå ñ ðàäèóñîì   ê ïîëíîé ìàññå ïîëèòðîïû), ÷èñëåííî

ðàññ÷èòàííîå ïî îòêîððåêòèðîâàííîé ôóíêöèè (24), õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñî

ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ Ñîëíöà [24]. Ïî ýòèì ðàñ÷åòàì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïî÷òè

95% ìàññû Ñîëíöà ñîñðåäîòî÷åíî â îáúåìå, çàíèìàþùåì ïðèìåðíî 22%

îáúåìà çâåçäû, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ ñðåäíåé äëÿ ýòîãî îáúåìà ïëîòíîñòè

â 6.204 ã/ñì3, òèïè÷íîé äëÿ ìåòàëëîâ.

Â ðàìêàõ îïèñûâàåìîãî ïîäõîäà, êàê è â ñëó÷àå ñ n = 1.5, ïðèáëèæåííîå

âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ýìäåíà ìîæíî áûëî áû èñêàòü, èñïîëüçóÿ ñôåðè-

÷åñêóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ  30 j , ïîìíîæåííóþ íà êîððåêòèðóþùèé

ôàêòîð ñ êâàäðàòíûì ÷ëåíîì (ñì. [19]). Îäíàêî íàéäåííûå ïðèáëèæåíèÿ

óñòóïàþò ïî òî÷íîñòè ïîëó÷åííûì âûøå è ìû èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Ãðàôè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

ïîêàçûâàåò îäíàêî, ÷òî ïðè 8968486653 ..   áîëåå òî÷íûì, ÷åì (23) è (25),

îêàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå:
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 (27)

Ïðèáëèæåíèÿ (23) è (27) ñøèâàþòñÿ â òî÷êå 4.27325  è äàþò ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îò ôóíêöèè Ýìäåíà âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

íà óðîâíå îäíîãî ïðîöåíòà 2101.09537  . Èõ êîìáèíàöèÿ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå

      , 273254
89684866

1
874

273254
3

sech

9487650

2

2

2
.H

.

x

x
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 (28)

ãäå  xH  - åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà:   10 xH ,   00 xH . Ãðàôèêè

ôóíêöèé (23)-(25), (27) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.2a, b.

2.4. Ñëó÷àè n = 4.0 è n = 6.0. Õîòÿ ýòè ïîëèòðîïíûå ìîäåëè íå

àññîöèèðóþòñÿ ñ êàêèìè-ëèáî èçâåñòíûìè êîíêðåòíûìè àñòðîôèçè÷åñêèìè

îáúåêòàìè, òåì íå ìåíåå, íåëüçÿ èñêëþ÷àòü âîçìîæíîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ â

áóäóùåì â ðàìêàõ êîìïîçèòíûõ ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé, îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññó

óæå çíàêîìûõ îáúåêòîâ èëè ñèñòåì.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

â íèõ áóäåì èñõîäèòü èç ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè â ìîäåëè Ïëàììåðà-

Ðèñ.2. a) Ïðèáëèæåíèå ïðîôèëÿ ïëîòíîñòè ïîëèòðîïû ñ n = 3. Êðèâûå, îïðåäåëÿåìûå
ôîðìóëàìè (23) â êóáè÷åñêîé ñòåïåíè è (24), ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþòñÿ â (1) è ëîæàòñÿ íà òî÷êè,

ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íûì ðåøåíèÿì ËÝ-óðàâíåíèÿ. Ñàìàÿ íèæíÿÿ êðèâàÿ (2) îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëîé exp(-0.427x

2
). b) Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè Ýìäåíà ïîëèòðîïû ñ n = 3. Ãðàôèêè 1-3

îáðûâàþòñÿ íà ðàññòîÿíèè 89684866. . Ôóíêöèÿ (1) îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (23), 2 - ôîðìóëîé

(25) è 3 - ôóíêöèÿ (27) ïðè 273254. .  Ôóíêöèè 1 è 3 ñøèâàþòñÿ â òî÷êå 273254.
è îáðàçóþò êàê áû åäèíóþ êðèâóþ, îïèñûâàåìóþ ôîðìóëîé (28).
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Øóñòåðà:

 
 

, 
31

1
252

5


 (29)

ò.å., ïîëèòðîïû ñ n = 5, â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ óñëîâíóþ ïîëèòðîïíóþ ìîäåëü ñ   15n , ãäå ïàðàìåòð

1 . Ðàçëîæèì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 
   15

â ðÿä ïî ñòåïåíÿì  , îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûìè ÷åòûðüìÿ ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ.

Ïîõîæèé ìåòîä óæå ïðèìåíÿëñÿ â [25] ê ËÝ-óðàâíåíèþ â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî äàííûé ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî ìàëîé âåëè÷èíîé ïî ñðàâíåíèþ

ñ ïîêàçàòåëåì ñàìîé ïîëèòðîïû, à åùå ðàíåå òàêàÿ èäåÿ áûëà ïðåäëîæåíà

â ðàáîòå [26], â êîòîðîé ïðåäëàãàëèñü íîâûå ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå

ðåøåíèÿ ËÝ-óðàâíåíèÿ. Ðàçëîæåíèå èìååò âèä:

                 333222515 ln!35ln!25ln51   (30)

èëè, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (29),

  
 

       

    . ...31ln485

31ln8531ln251
31

1

2333

22222

252

15






 

(31)

Ïðè n = 4, 51 , à ïðè n = 6, 51 . Ïîäñòàâëÿÿ óêàçàííûå çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà   â ïðèâåäåííîå âûøå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷èì:

 
 

      , ...31ln
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 (32)
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 (33)

Ïðèâåäåííûå ðàçëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî áëèçêè ê òî÷íûì ôóíêöèÿì ïðîñòðàíñò-

âåííîé ïëîòíîñòè äëÿ óêàçàííûõ ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé. Îäíàêî ïðîâåðêà

ïîêàçûâàåò, ÷òî ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè ñîõðàíèòü òðè

÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé, à âêëàä

îïóùåííûõ ÷ëåíîâ ó÷åñòü ïóòåì âîçâåäåíèÿ ýòèõ ñêîáîê â íåêîòîðóþ ñòåïåíü,

çàâèñÿùóþ îò  . Ãðàôè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ñòåïåíü

õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé îò 2 , çàâèñÿùåé îò

ïàðàìåòðà, ïîäëåæàùåãî îïðåäåëåíèþ ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷íîé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè. Òàê, äëÿ ïîëèòðîïû n = 4 ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå:
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 (34)
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ïðè 4103518536  . . Äëÿ ïîëèòðîïû  n = 6 íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå èìååò

âèä:

 
 

   
 20.197exp
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252
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 (35)

ñ  31019808871  . . Cîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàôèêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.3a.

Â ñëó÷àå ïîäñòàíîâêè ïðèâåäåííûõ ïðîôèëåé ïëîòíîñòè â óðàâíåíèå (2),

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ýìäåíà óêàçàííûõ ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé

âîçíèêàþò  ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ, î ïðàêòè÷åñêîé ïîëüçå êîòîðûõ ãîâîðèòü

íå ïðèõîäèòñÿ. Ïðîùå âñåãî âû÷èñëèòü êîðíè 4-é è 6-é ñòåïåíè îò (34) è

(35) (êàê åñëè áû îíè áûëè òî÷íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2)), êîòîðûå, êàê

îêàçàëîñü, îáåñïå÷èâàþò ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷íûì ôóíêöèÿì Ýìäåíà íà

óðîâíå íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ è ìåíåå ïðîöåíòà (ïðè n = 4, 2105563  .  âî

âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, à ïðè 070 . , 31039279  . , ÷òî îõâàòûâàåò

îñíîâíóþ îáëàñòü êîíöåíòðàöèè âñåé ìàññû ïîëèòðîïû. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ

n = 6 òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ íà âûáðàííîì èíòåðâàëå ðàññòîÿíèé 160 

ñîñòàâëÿåò 2105941  . , â òî âðåìÿ êàê â äèàïàçîíå 080 . , 3100441  . .

Ýòè äàííûå óêàçûâàþò íà íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå ìåæäó òî÷íûìè ôóíêöèÿìè

Ýìäåíà è èõ ïðèáëèæåíèÿìè â õâîñòîâîé ÷àñòè, ÷òî ìîæíî óâèäåòü íà

ðèñ.3b, ãäå òî÷êè, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ñîîòâåòñòâóþò òî÷íûì ðåøåíèÿì,

ïîëó÷åííûì â [17] ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ËÝ-óðàâíåíèÿ. Îæèäàòü

òàêîé æå òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé äëÿ ôóíêöèé Ýìäåíà, êàê ýòî èìååò ìåñòî

äëÿ áåçðàçìåðíûõ ïðîôèëåé ïëîòíîñòè, êîíå÷íî, íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò

î ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèÿõ â çàìêíóòîì âèäå, à íå òî÷íûõ ðåøåíèÿõ.

Ðèñ.3. a) Ïðèáëèæåíèå ïðîôèëåé ïëîòíîñòè ïîëèòðîï ñ n = 4 è n = 6. b) Ïðèáëèæåíèå

ôóíêöèé Ýìäåíà ïîëèòðîï ñ n = 4 è n = 6.



0


/

0

0.2

5 10

0.4

0.6

0.8

1

0

n=4



0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

n=6
n=4

n=6



0 4 8 12 16

a b



313ÒÅÎÐÈß  ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ  ÃÀÇÎÂÛÕ  ÏÎËÈÒÐÎÏ. II

2.5. Ñëó÷àé n . Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò èçîòåðìè÷åñêîé ìîäåëè,

êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4). Îí ïîäðîáíî

èññëåäîâàëñÿ ×àíäðàñåêàðîì [2]. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ýêñïîíåíòà

â (3) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî çàìåíåíà íà 1, è òîãäà ìû ïîëó÷àåì ïîâåäåíèå

ôóíêöèè Ýìäåíà   62  â îêðåñòíîñòè öåíòðà. Äëÿ ïëîòíîñòè ýòî äàåò
  61 2  xe , ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ âñåõ ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé. Ïîâåäåíèå

ôóíêöèè Ýìäåíà â ýòîé ìîäåëè ïðè ìàëûõ   ìîæíî óòî÷íèòü, åñëè ïðîèçâåñòè

çàìåíó

    , 1 xe x  (36)

÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè (3) ê íåîäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

    , 1
6

0

2

















 dx

x
xx (37)

ðåøåíèå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ýëåìåíòàðíî:

  . 
6

1
sh 2





 (38)

Àíàëèòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè Ýìäåíà äëÿ èçîòåðìè÷åñêîé ñôåðû

â çàìêíóòîì âèäå áûëî ïðåäëîæåíî è äåòàëüíî îïèñàíî íàìè â ðàáîòå [19].

Ïðèáëèæåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòè èìååò âèä:
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2

1
2

0














 
 re (39)

  . 
43

41
2

2




 (40)

Åñëè ïðåäñòàâèòü, ÷òî ñïèðàëüíûå ãàëàêòèêè ïîãðóæåíû â èçîòåðìè÷åñåêîå ãàëî,

òî ïðè äàííîì ïðîôèëå ïëîòíîñòè ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ âðàùåíèÿ (ñì. [19]) ñ

ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ v íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò

öåíòðà. Çäåñü v - áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ V/V
0
, V - îðáèòàëüíàÿ ñêîðîñòü,

V
0
 - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ íèæå. Íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ

ñêîðîñòè ðàñòóò ëèíåéíî ( ~v ), ÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìîé â

ýòèõ ãàëàêòèêàõ êàðòèíå. Ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ (39) òåîðåòè÷åñêàÿ êðèâàÿ

âðàùåíèÿ ñîõðàíÿåò ëèíåéíîñòü íà áîëüøåì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà ãàëàêòèêè,

÷åì àíàëîãè÷íàÿ êðèâàÿ, âûâîäèìàÿ èç ïñåâäîèçîòåðìè÷åñêîãî çàêîíà [27,28]:

 
 

, 
1

1
20

cRr
r


 r (41)

(ãäå 0r  - öåíòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü, r - ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñèñòåìû, à R
c
 -

ðàäèóñ åå ÿäðà), èñïîëüçóåìîãî ïðè îïèñàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ õîëîäíîé òåìíîé

ìàòåðèè â ãàëî ãàëàêòèê â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ìîäåëè Íàâàððî-Ôðýíêà-
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Óàéòà [29,30]:

 
  

, 
1

1
20

ss RrRr
r


 r (42)

èìåþùåé îñîáåííîñòü â öåíòðå. Çäåñü 0  è ìàñøòàáíûé ðàäèóñ R
s
 - ïàðàìåòðû,

çàâèñÿùèå îò ãàëî. Â ïñåâäîèçîòåðìè÷åñêîé ìîäåëè àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü

V  íà êðèâîé âðàùåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ cc RGV  40 . Â íàøåé

ìîäåëè 02VV  , à ìàêñèìóì êðèâîé âðàùåíèÿ 0551 V.Vm  . Ñðàâíåíèå (39)

è (41) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ.4a. Íà ðèñ.4b ïîêàçàíû êðèâûå âðàùåíèÿ íàøåé

ìîäåëè è ïñåâäîèçîòåðìè÷åñêîé ìîäåëè, ãäå â êà÷åñòâå áåçðàçìåðíîãî

ðàññòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà r/R
c
.

Âîïðîñ î òîì, ìîãóò ëè ïðåäëîæåííûå íàìè ïðèáëèæåíèå ïðîôèëÿ

ïëîòíîñòè èçîòåðìè÷åñêîé ñôåðû è òåîðåòè÷åñêàÿ êðèâàÿ âðàùåíèÿ ñòàòü

àëüòåðíàòèâàìè óæå ñóùåñòâóþùèì ìîäåëÿì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîíèìàíèÿ

îñîáåííîñòåé ñïèðàëüíûõ ãàëàêòèê, òðåáóåò îòäåëüíîãî àíàëèçà ñ ïðèìåíåíèåì

íàáëþäàòåëüíîãî ìàòåðèàëà.

3. Âûâîäû è îáñóæäåíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû ïðèáëè-

æåíèÿ ôóíêöèé Ýìäåíà è ïðîôèëÿ áåçðàçìåðíîé ïëîòíîñòè äëÿ ðàçíûõ

ïîëèòðîïíûõ ìîäåëåé ñ ïîêàçàòåëÿìè ïîëèòðîïû   6, 4, 3, ,50.n . Ýòè

ïðèáëèæåíèÿ îòëè÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ (îò 10-4 äî 10-2) è

ïðåäñòàâëåíû â çàìêíóòîì âèäå, ñîñòîÿùåì èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Äëÿ

Ðèñ.4. a) Ñðàâíåíèå íàøåãî ïðîôèëÿ ïëîòíîñòè èçîòåðìè÷åñêîé ñôåðû (1) ñ ïñåâäî-
èçîòåðìè÷åñêèì ïðîôèëåì (2). b) Êðèâàÿ âðàùåíèÿ (1) ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó ïðèáëèæåíèþ

èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîôèëÿ ïëîòíîñòè, (2) - ïñåâäîèçîòåðìè÷åñêîìó çàêîíó.
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íàõîæäåíèÿ è îáîñíîâàíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ èñïîëüçîâàëîñü íåëèíåéíîå

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2). Ïðè ýòîì èç íàëîæåííûõ ðàíåå íà èñêîìûå ôóíêöèè

Ýìäåíà óñëîâèé ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà (÷åòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñâîåé ïåðåìåííîé,

íàëè÷èå òî÷êè ïåðåãèáà ïðè n > 1, êîíå÷íîñòü ìàññû äëÿ îïðåäåëåííûõ n), çäåñü

èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî óñëîâèå ÷åòíîñòè è, êîñâåííî, âòîðîå óñëîâèå. Ðàññìîòðåííûå

çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïîëèòðîïû (âìåñòå ñ òåìè, ÷òî îáñóæäàëèñü â [19]) îõâàòûâàþò

äîñòàòî÷íî îáøèðíûé êëàññ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åííûå

ïðèáëèæåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ, êàê ìû íàäååìñÿ, ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíûìè êàê ñ

ôèçè÷åñêîé, òàê è âû÷èñëèòåëüíîé òî÷åê çðåíèÿ.

Êàäðîâîå àãåíòñòâî, Êåëëè Ñåðâèñèñ, Êàíçàñ Ñèòè, ÑØÀ

e-mail: grigori_saiyan@hotmail.com

THEORY OF CLASSICAL GAS POLYTROPES IN THE
INTEGRAL REPRESENTATION. II. ANALYTIC

APPROXIMATIONS TO EMDEN FUNCTIONS AND
DENSITY PROFILES IN A CLOSED FORM

G.A.SAIYAN

Analytic approximations in closed forms to exact solutions of the nonlinear

integral Volterra type equation of the second kind are presented. This equation

is considered as the integral equivalent of the Lane-Emden differential equation

with boundary conditions, which describes known polytropic models within the

Cauchy problem. By means of a linear approximation to this integral equation

and general heuristic considerations of a physical nature, as well as by means of

graphical modeling and variation of the parameters of the approximating functions,

approximate expressions of the Emden functions and dimensionless density are

obtained in a closed form with a mean square accuracy from ~10-4 to a few

percents  for  a series of values of the polytropic index n of practical interest

(   6, 4, 3, ,50.n ). The earlier obtained approximation to the spatial density of

the isothermal model is compared with the pseudo isothermal law, which describes

the distribution of the density of dark matter around spiral galaxies and is used

by various authors to study their rotation curves.

Keywords: polytropes: Lane-Emden equation: Volterra type nonlinear integral

      equation of the second kind: Emden function
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