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ԴՐԱԿԱՆ ԳՈՐԾԱԿԻՑՆԵՐՈՎ  ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ 

ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ  ԳԾԱՅԻՆ ՀԱՄԱՍԵՌ ՀԱՄԱԿԱՐԳԻ 
ԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐԻ ՈՐՈՇ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ 

Աշխատանքում ամբողջ թվային առանցքի վրա անընդհատ և 
դրական գործակիցներով գծային համասեռ դիֆերենցիալ 
հավասարումների համակարգերի  համար դիտարկվում են 
լուծումների որոշ հատկությունները: 
Բանալի բառեր՝ գծային դիֆերենցիալ հավասարումների 
համակարգ, լուծումների հատկությունները 

В работе рассматриваются некоторые свойства решений линейной 
однородной системы дифференциальных уравнений с 
положительными и непрерывными на всей числовой оси 
коэффициентами.  
Ключевые слова։ система линейных дифференциальных уравнений, 
свойства решений 

G. H. Sahakyan 
ON SOME PROPERTIES OF SOLUTIONS OF A LINEAR 

HOMOGENEOUS SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 

WITH A POSITIVE COEFFFICIENTS  
The paper considers the some properties of solutions of a linear 
homogeneous system of differential equations with a postive and 
continuous on the whole numerical line coefficients.  
Key words: system of linear differential equations, properties of solutions 
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1. Введение  
 
 Рассматривается следующая линейная однородная   система обыкновенных 
дифференциальных уравнений с непрерывными на всей числовой прямой 
коэффициентами [1]) 

𝒚′ = 𝑨(𝑡)𝒚,                                                                    (1) 

где     

𝑨(𝑡) = ൛𝑎(𝑡)ൟ,   𝑎(𝑡) ≥ 0,   𝒚 = 𝒚(𝑡) = ቌ

𝑦ଵ(𝑡)

𝑦ଶ(𝑡)
…

𝑦(𝑡)

ቍ ,    𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛.   

Известно ([1], [4]), что компоненты всякого решения системы (1) являются 
непрерывными на всей числовой прямой функциями. Если воспользоваться 
преобразованием ([2]) 

0

( ) ( ) exp ( )
t

i i ii

t

y t z t a d
 

    
 
 ,                                                   (2) 

то система (1)  преобразуется  в  равносильную систему  

𝒛′ = 𝑩(𝑡)𝒛,                                                                       (3) 

в которой коэффициенты матрицы  𝑩(𝑡) определятся соотношениями: 

 
0

( ) ( ) exp ( ) ( )
t

ij ij jj ii

t

b t a t a a d
 

      
 
 ,                                           (4) 

и, в частности,  диагональные элементы матрицы  𝑩(𝑡)  окажутся равными нулю. С 
другой стороны,  из формул (4)  следует, что в результате такого преобразования 
знаки коэффициентов матрицы  𝑨(𝑡)  сохранятся в матрице 𝑩(𝑡). Заметим также, что 

если компонента ( )iz t  какого-либо решения 𝒛(𝒕) системы (3) принимаeт только 

положительные значения, то   из возрастания этой компоненты будет следовать и 

возрастание соответствующей ей компоненты  ( )iy t . Последнее будет следовать из 

соотношений (2)  при ( ) 0iy t    и  ' ( ) 0iz t  , так как при этом будем иметь 

0 0 0

'

' '( ) ( )exp ( ) ( )exp ( ) ( ) ( )exp ( ) 0
t t t

i i ii i ii i ii ii

t t t

z t y t a d y t a d y t a a d
      
                               

   , 

откуда, разделив неравенство на выражение 
0

еxp ( )
t

ii

t

a d
 
    
 
 , получим, что 
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' ( ) ( ) ( ) 0i i iiy t y t a   . 

Из вышепроведенных рассуждений следует, что  при рассмотрении вопросов 
монотонности компонент решений системы (1) в рассматриваемом случае, не теряя 
общности рассуждений, можно ограничиться случаем, когда диагональные 
элементы матрицы  𝑨(𝑡)  равны нулю. Такиим образом, в дальнейших обсуждениях 

мы будем предполагать, что коэффициенты (t) 0, 1,2,3.iia i   

Определение 1. Нетривиальное решение системы (1) называется 
осциллирующим на всей числовой прямой ([3]), если  каждая из его компонент имеет 
последовательность нулей, стремящейся к бесконечности; в противном случае 
называется неосциллирующим. 

Определение 2. Система  (1)  называется осциллирующей на всей числовой 
прямой ([3]), если  каждое его решение является осциллирующим; в противном 
случае система называется неосциллирующей. 
 

2. Основные результаты 

 Имеет место  

 Теорема 1.  Компоненты всякого  решение системы (1)  с положительными 
начальными значениями  являются всюду возрастающими функциями. 
 Доказательство.  Для простоты изложения и ясности предлагаемого 
доказательства ограничимся случаем, когда матрица 𝑨(𝑡)- четырехмерная. Процесс 
доказательства в общем случае проводится аналогично. Предположим,что 

 𝒚(𝑡) = ൮

𝑦ଵ(𝑡)
𝑦ଶ(𝑡)
𝑦ଷ(𝑡)
𝑦ସ(𝑡)

൲ –решение системы (1), удовлетворяюее условию 

𝑦(𝑡) > 0, 𝑖 = 1,2,3,4.  

Запишем систему (1)  в раскрытом виде, а именно  

⎩
⎨

⎧
𝑦ଵ

ᇱ = 𝑎ଵଶ(𝑡)𝑦ଶ + 𝑎ଵଷ(𝑡)𝑦ଷ+𝑎ଵସ(𝑡)𝑦ସ,  
𝑦ଶ

ᇱ = 𝑎ଶଵ(𝑡)𝑦ଵ + 𝑎ଶଷ(𝑡)𝑦ଷ + 𝑎ଶସ(𝑡)𝑦ସ,

𝑦ଷ
ᇱ = 𝑎ଷଵ(𝑡)𝑦ଵ + 𝑎ଷଶ(𝑡)𝑦ଶ + 𝑎ଷସ(𝑡)𝑦ସ,

𝑦ସ
ᇱ = 𝑎ସଵ(𝑡)𝑦ଵ + 𝑎ସଶ(𝑡)𝑦ଶ + 𝑎ସଷ(𝑡)𝑦ଷ.

                                                 (5) 

Из системы (5) в силу наших предположений  следует, что  все компоненты решения 
в точке 𝑡  возрастают.  Не теряя общности рассуждений, допустим теперь,  что одна 
из компонент решения системы (5), например, 𝑦ଵ(𝑡), не сохраняет характер 
монотонности. Для этого предположим, что 𝑦ଵ

′ (𝑡) > 0  при  𝑡 ∈ [𝑡, 𝑡ଵ)   и    𝑦ଵ
′ (𝑡) < 0  
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при 𝑡 ∈ (𝑡ଵ, 𝑡ଵ
′ ), и, следовательно,  𝑦ଵ

′ (𝑡ଵ) = 0 в силу непрерывности 𝑦ଵ(𝑡). Заметим, 
что  

𝑦ଵ(𝑡) > 0                                                                        (6)  

на интервале  [𝑡, 𝑡ଵ).   Тогда из первого уравнения системы (2) будем иметь 

𝑎ଵଶ(𝑡ଵ)𝑦ଶ(𝑡ଵ) + 𝑎ଵଷ(𝑡ଵ)𝑦ଷ(𝑡ଵ) + 𝑎ଵସ(𝑡ଵ)𝑦ଵ(𝑡ଵ) = 0, 

откуда     будет       следовать, что      на     некотором       интервале, например    при   
  𝑡 ∈ (𝑡ଵ − 𝜀ଵ, 𝑡ଵ + 𝜀ଵ ),  хотя     бы    одно     из    слагаемых  отрицательно. Не теряя 
общности расссуждений, допустим, что  

𝑦ଶ(𝑡) < 0,   𝑡 ∈ (𝑡ଵ − 𝜀ଵ, 𝑡ଵ + 𝜀ଵ ) . 

Поскольку   𝑦ଶ(𝑡) > 0,  то    в      силу       непрерывности 𝑦ଶ(𝑡), найдется        точка 
  𝑡ଶ ∈ (𝑡, 𝑡ଵ − 𝜀ଵ)  так, что      

𝑦ଶ
′ (𝑡ଶ) = 0. 

 
Тогда из второго  уравнения системы (5) получим, что 
 

𝑎ଶଵ(𝑡ଶ)𝑦ଵ(𝑡ଶ) + 𝑎ଶଷ(𝑡ଶ)𝑦ଷ(𝑡ଶ) + 𝑎ଶସ(𝑡ଶ)𝑦ସ(𝑡ଶ) = 0. 
 
Так как  𝑦ଵ(𝑡ଶ) > 0, то хотя бы одно из слагаемых 𝑎ଶଷ(𝑡ଶ)𝑦ଷ(𝑡ଶ)  и   𝑎ଶସ(𝑡ଶ)𝑦ସ(𝑡ଶ)   
должно быть отрицательным на некотором интервале  (𝑡ଶ − 𝜀ଶ, 𝑡ଶ + 𝜀ଶ ).  
Предположим, что на этом интервале 
 

𝑦ଷ(𝑡) < 0 . 
 
Аналогично вышепровенным рассуждениям мы придем к выводу, что найдется 
точка  𝑡ଷ ∈ (𝑡, 𝑡ଶ − 𝜀ଶ) ⊂ (𝑡, 𝑡ଵ − 𝜀ଵ)   такая, что  

𝑦ଷ
′ (𝑡ଷ) = 0. 

 
Тогда из третьего уравнения системы (5) получим, что 
 

𝑎ଷଵ(𝑡ଷ)𝑦ଵ(𝑡ଷ) + 𝑎ଷଶ(𝑡ଷ)𝑦ଷ(𝑡ଷ) + 𝑎ଷସ(𝑡ଷ)𝑦ସ(𝑡ଷ) = 0, 
и, поскольку  

𝑦ଵ(𝑡ଷ) > 0,   𝑦ଷ(𝑡ଷ) > 0, 
 
то   из последнего равенства найдем,  что 

𝑦ସ(𝑡) < 0 
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на некотором интервале  (𝑡ଷ − 𝜀ଷ, 𝑡ଷ + 𝜀ଷ ).  И, вновь повторив наши рассуждения, 
мы найдем, что существует  точка 𝑡ସ ∈ (𝑡, 𝑡ଷ − 𝜀ଷ), для которой    

𝑦ସ
′ (𝑡ସ) = 0. 

 
Тогда из первого уравнения системы (5)  будем иметь, что 
 

𝑎ଵଶ(𝑡ସ)𝑦ଵ(𝑡ସ) + 𝑎ଵଷ(𝑡ସ)𝑦ଷ(𝑡ସ) + 𝑎ଵସ(𝑡ସ)𝑦ସ(𝑡ସ) = 0, 
 
откуда найдем, что на некотором интервале, содержащимся в интервале   [𝑡, 𝑡ଵ) 

𝑦ଵ(𝑡) < 0. 

Последнее противоречит условию  (6),  что и доказывает теорему. 
 Из утверждения теоремы 1 непосредственно вытекают. 
 Следствие 1. Компоненты всякого  решения системы (2)  с положительными 

начальными значениями в точке   𝑡   принимают на интервале 0[t , )   лишь 

положительные значения. 
 Следствие 2. Системы (2) на всей числовой прямой  является 
неосциллирующей.  
 Действительно, согласно теоереме 1, частные решения системы (1) с 
положительными начальными значениями в точке  𝑡, будут принимать на интервале 

0[t , ) лишь положительные значения, и, следовательно, эти решения не могут 

иметь    последовательность нулей, стремящейся к бесконечности. 
 Теорема 2.  Для всякого  решения системы (1) 𝒚(𝑡) с положительными 
начальными данными в точке  𝑡   выполняется неравенство 

‖𝒚‖ ≤ 𝐶 exp ቌ
1

8
න‖𝑨‖

௧

௧బ

𝑑𝜏ቍ ,                                                               (7) 

где   𝐶 = ‖𝑦‖|௧ୀ௧బ
.   

Доказательство.  Предположим вновь, что 𝒚(𝑡) = ቌ

𝑦ଵ(𝑡)
𝑦ଶ(𝑡)

…
𝑦(𝑡)

ቍ –решение системы 

(5), удовлетворяющее начальным условиям  𝑦(𝑡) > 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛.   Умножив 
каждое i ое (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) уравнение системы на  𝑦 , а затем сложив полученные,  
придем к следующему уравнению 

 

(𝑦ଵ
ଶ + 𝑦ଶ

ଶ + ⋯ + 𝑦
ଶ)′ =

1

2
[(𝑎ଵଶ(𝑡) + 𝑎ଶଵ(𝑡))𝑦ଵ𝑦ଶ + (𝑎ଵଷ(𝑡) + 𝑎ଷଵ(𝑡))𝑦ଵ𝑦ଷ + ⋯ + 

+(𝑎ିଵ,(𝑡) + 𝑎,ିଵ(𝑡))𝑦ିଵ𝑦൧.                                                            (8) 
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Далее, воспользовавшись очевидным неравенством    

𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) ≤
ଵ

ଶ
൫𝑥ଶ(𝑡) + 𝑦ଶ(𝑡)൯,                                                            (9) 

будем иметь 

ቮ൭ 𝑦
ଶ



ୀଵ

൱

′

ቮ ≤
1

4
ห𝑎ଵଶ(𝑡) + 𝑎ଶଵ(𝑡)|(𝑦ଵ

ଶ + 𝑦ଶ
ଶ) + |𝑎ଵଷ(𝑡) + 𝑎ଷଵ(𝑡)|(𝑦ଵ

ଶ + 𝑦ଷ
ଶ) + ⋯ + 

+|𝑎ିଵ,(𝑡) + 𝑎,ିଵ(𝑡)|(𝑦ିଵ
ଶ + 𝑦

ଶ) ≤ 

≤
1

4
|𝑎ଵଶ(𝑡) + 𝑎ଶଵ(𝑡)|(𝑦ଵ

ଶ + 𝑦ଶ
ଶ + … + 𝑦

ଶ) + |𝑎ଵଷ(𝑡) + 𝑎ଷଵ(𝑡)|(𝑦ଵ
ଶ + 𝑦ଶ

ଶ+. . . +𝑦
ଶ) + ⋯

+ 

+|𝑎ିଵ,(𝑡) + 𝑎,ିଵ(𝑡)|(𝑦ଵ
ଶ + 𝑦ଶ

ଶ + ⋯ + 𝑦
ଶ) ≤

ଵ

ସ
∑ ൫|𝑎(𝑡)| + |𝑎(𝑡)|൯(𝑦ଵ

ଶ +
,ୀଵ
ழ

𝑦ଶ
ଶ+. . . +𝑦

ଶ).    (10) 
Введем обозначение 

𝑢(𝑡) = ‖𝒚‖ଶ = ∑ 𝑦ଶ
ଶ(𝑡)

ୀଵ ,                                                   (11) 

тогда неравенство (9) запишется в виде 

ห𝑢′(𝑡)ห ≤
ଵ

ସ
∑ ൫|𝑎(𝑡)| + |𝑎(𝑡)|൯

,ୀଵ
ழ

𝑢(𝑡).                                         (12) 

Примем  

‖𝐴‖ =  ൫|𝑎(𝑡)| + |𝑎(𝑡)|൯



,ୀଵ
ழ

. 

Тогда, поскольку, согласно вышепроведенным рассуждениям, а также следствию 1,  
𝑢(𝑡) > 0  и  𝑢′(𝑡) > 0, то неравенство  (12)  можно записать в виде  

𝑢′(𝑡) ≤
1

4
‖𝐴‖𝑢(𝑡), 

или 

ቀ𝑢′(𝑡)ቁ
′

𝑢(𝑡)
≤

1

4
‖𝐴‖. 

 
Проинтегрировав это неравенство в пределах от    𝑡  до 𝑡, и, учитывая (11), 
получим 

‖𝑦‖ ≤ 𝐶 exp ቌ
1

8
න‖𝐴‖

௧

௧బ

𝑑𝜏ቍ , 

где   𝐶 = ‖𝑦‖|௧ୀ௧బ
. Теорема доказана. 
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 Следствие 1. Для  всякого  решение системы (1)  𝒚(𝑡)  с положительными 
начальными значениями в точке 𝑡   ‖𝒚‖  является возрастающей функцией на 

интервале  0[t , ) .  

 Доказательство следует из  соотношения (8) и  утверждения теоремы 1.  

 Следствие 2.  Произведение компонент всякого  решение системы (1)  𝒚(𝑡) с 

положительными начальными значениями в точке 0t  стремится к бесконечности 

при 𝑡 → ∞.      
 Доказательство.  Предположим, что 𝒚(𝑡)– решение системы (1) с начальными 
условиями 𝑦(𝑡) > 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛.   Тогда, согласно следствию из теоремы 1, 
компоненты рассматриваемого решения будут положительными на всей числовой 
прямой. Умножив первое уравнение системы на 𝑦ଶ𝑦ଷ … 𝑦, второе уравнение-на 
𝑦ଵ𝑦ଷ … 𝑦, и так далее, последнее - на 𝑦ଵ𝑦ଶ … 𝑦, а затем сложив полученные, будем 
иметь 

(𝑦ଵ𝑦ଶ … 𝑦)′ = (𝑎ଵଶ(𝑡) + 𝑎ଶଵ(𝑡))𝑦ଷ𝑦ସ … 𝑦(𝑦ଵ
ଶ + 𝑦ଶ

ଶ) + (𝑎ଵଷ(𝑡) + 𝑎ଷଵ(𝑡))𝑦ଶ𝑦ଷ … 𝑦(𝑦ଵ
ଶ

+ 𝑦ଷ
ଶ) + 

+(𝑎ିଵ,(𝑡) + 𝑎,ିଵ(𝑡))𝑦ଵ𝑦ଶ … 𝑦ିଶ(𝑦ିଵ
ଶ + 𝑦

ଶ)). 

Вновь  воспользовавшись неравенством (9), а также учитывая положительность  
компонент решения, получим  

(𝑦ଵ𝑦ଶ … 𝑦)′ ≥ 2 ቀඥ𝑎ଵଶ(𝑡)𝑎ଶଵ(𝑡)𝑦ଵ𝑦ଶ … 𝑦 + ඥ𝑎ଵଷ(𝑡)𝑎ଷଵ(𝑡)𝑦ଵ𝑦ଶ … 𝑦 + 

+ඥ𝑎ଵଶ(𝑡)𝑎ଶଵ(𝑡)𝑦ଵ𝑦ଶ … 𝑦ቁ = 2  ඥ𝑎ଵଶ(𝑡)𝑎ଶଵ(𝑡)



,ୀଵ
ழ

𝑦ଵ𝑦ଶ … 𝑦.                               (13) 

Обозначим 
𝑣(𝑡) = 𝑦ଵ(𝑡)𝑦ଶ(𝑡) … 𝑦(𝑡) = ∏ 𝑦(𝑡)

ୀଵ , 
 
тогда неравенство (13) запишется в виде 

𝑣 ′ ≥ 2  ට𝑎(𝑡)𝑎(𝑡)



,ୀଵ
ழ

𝑣, 

проинтегрировав которое в пределах от   𝑡  до  𝑡, получим неравенство 
 

𝑣(𝑡) ≥ 𝐶𝑒(௧),                                                                      (14) 
в котором  𝐶 > 0, а  

𝑎(𝑡) = 2 න  ට𝑎(𝜏)𝑎(𝜏)



,ୀଵ
ழ

௧

௧బ

𝑑𝜏. 
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Поскольку подинтегральное выражение в  этом соотношении положительно, то 
функция   𝑎(𝑡) является возрастающей, и, следовательно,  при 𝑡 → ∞  будем иметь    
𝑎(𝑡) → ∞.    В этом случае из неравенства (14) будет следовать, что и    𝑣(𝑡) → ∞   при  
𝑡 → ∞,  что и требовалoсь доказать.     
 Ниже, на рисункe, приводятся графические интерпретации утверждений 
доказанных теорем  на примере одного  частного решения системы 

       

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑦ଵ

ᇱ = 0.02𝑡𝑦ଶ + 0.06(𝑡 + 1)𝑦ଷ + 0.008𝑡ଶ𝑦ସ,      

𝑦ଶ
ᇱ = 0.03𝑦ଵ + 0.05𝑡𝑦ଷ + 0.01(2𝑡 + 1)𝑦ସ,         

𝑦ଷ
ᇱ = 0.05𝑡𝑦ଵ + 0.015𝑦ଶ + 0.05𝑦ସ,                    

𝑦ସ
ᇱ = 0.005𝑡ଶ𝑦ଵ + 0.06𝑡𝑦ଶ + 0.037𝑦ଷ               

                                     (14) 

с начальными условиями:   𝑦ଵ(1) = 25, 𝑦ଶ(1) = 10, 𝑦ଷ(1) = 10, 𝑦ସ(1) = 20      (𝑡 =

1),   на отрезке  [1,  10], построенные в среде Mathcad  (на рисункe y0 соответствует  
компоненте 𝑦ଵ,   y1–компоненте 𝑦ଶ,  y2 –компоненте 𝑦ଷ, a  y3 –компоненте 𝑦ସ). 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

Рис. Графики компонент 𝒚(𝑡) − частного решения системы (14) 
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