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Բազմությունների տեսության հիմնադրման դեռևս առաջին շրջանում բա-
ցահայտվեցին հակասություններ, որոնք հայտնի են բազմությունների տեսու-
թյան պարադոքսներ անունով։ Այդ պատճառով անհրաժեշտություն զգացվեց 
վերանայելու մաթեմատիկական իմացության ակունքները՝ նրա ելակետայի՛ն 
հասկացություններն ու դրույթները, ինչպես նաև նրա տրամաբանական 
ապացուցւէան միջոցները։ Շատ մաթեմատիկոսներ այս փաստը դիտեցին 
որպես ճգնաժամային իրս/վիճակ, որն առաշանոլմ Է ոչ միայն մաթեմատի-
կայի ինչ-որ մեկ մեկ,ուսանված մասում, այլև դժվարություններ Է ստեղծում 
մաթեմատիկական մտածելակերպի մեջ ընդհանրապես, քանի որ բազմու-
թյ՛ունների տեսությունն, ըստ Էությա՛ն, ոչ թե մաթեմատիկայի մի ուրույն 
բնագավառ Է, այլ ինչ-որ իմաստով կազմում Է այն ընդհանուր հիմքը, որի 
միջոցով մ եկն,игբանվում են գրեթե բռլոր մաթեմատիկական տեսությունները^ ։ 

Բազմությունների տեսությունում հայտնի են հիմնականում երկու պա-
րադոքսներ, որոնցից առաջինը կապված Է հենց այդ տեսության հիմնադիր-
ներից մեկի՝ Կանտորի ա՛նվան հետ։ Եթե М - ք բոլոր բազմությունների բազ-
մությունն Է , ապա նրա հզորությունը մի կողմից ըստ Կանտորի հայտնի թեո-
րեմի փոքր է իր ենթաբազմությունների բազմության Հզորությունից, իսկ մյուս 
կողմից՝ քանի որ նրա ենթաբազմությունների բազմության յուրաքանչյուր 
տարր բազմություն Է և, հետևաբար, պատկանում Է ի\֊ին, ուրեմն №-ի հզո-
րությունը ենթաբազմությունների բազմության հզորությունից փոքր չէ : 
Ստացված հակասությունը կոչվում Է Կանտորի պարադոքս։ Եթե դիտարկում 
ենք 0՝ասելի բազմությունը, այսինքն այն բազմությունների բազմությունը՝ 
Տ ֊ լ ՚ յ որոնք .իրենք իրեն՛ց չեն պսոտկանոս?, առաջանում Է մեկ այլ հակասու-
թյուն։ Այս դեպքում Տ-ը Տ ֊ ի ն պատկանում Է , թե ոչ հաիցը հանգում Է Ռա-
սելի պարադոքսին։ 

Իրոք, եթե Տ-ը պատ,կաներ Տ-ին, ապա Տ-ը Տ-ին չպետք Է պատկաներ, 
քանի որ Տ-ին պատկանում են միայն իրենք իրենց չպատկանող բազմու-
թյունները։ Իսկ եթե Տ-ը Տ-ին չսքատկաներ, ապա Տ ֊ ը Տ-ին պետք Է պատ-
կաներ, որովհետև իրենք իրենց չպատկանող բազմությունները պատկանում 

են Տ-ին։ 

Այսպիսով, ստացվոլմ Է Տ ^ Տ = Տ € Տ հակասությունըէ 

Պարադոքսների հրապարակման առաջին տարիներին դրանց քննությամբ 

1 Ս. Հ. Ավետիս ՛ան, Իմացաբանականի և տրամաբանականի ւիոխհարաբերություձը 

մաթեմատիկայում, Երևան, 1>?3, Էշ 103՚ 
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դրաղվոսք էին հիմնականում մաթեմատիկոսները։ Հետագայում դրանք ամե-
նալայն ուսումնասիրության առարկա դարձան տրամաբանությամբ, մեթո-
դաբանությամբ, փիլիսոփայությամբ և շատ այլ մասնագիտոլթյոլններով 
զբաղվողների համար։ Եվ սա միանգամայն հասկանալի է, քանի որ մաթե-
մատիկայի հիմնավորման խնդիրը, ըստ էության, մարդկային գիտելիքի 
ճշմարտության հարցն է, որը և կազմում է ընդհանուր իմացության հիմքը։ 

Պարադոքսներով զբաղվող բոլոր մտածողներն էլ (տրոշ բացառությամբ) 
ներքնապես համոզված են եղել, որ դրանք ժամանակավոր և անցողիկ բնույթ 
ունեն և կհաղթահարվեն կարճ ժամանակում։ Այն փաստը, որ շատերը գե-
րադասել են ստեղծված իրավիճակը անվանել ոչ թե Քակսւսության, այլ պ ա -
րադոքս կամ ա ն տ ի ն ո մ ի ա , վկայում է, որ ժամանակի մաթեմատիկոսների, 
մեծ մասը հոգեբանորեն պատրաստ չի եղել аարտաքսվելու այն դրախտից„ 
դեպի ուր իրենց տարել են Կանտորի հայտնագործոլթյոսԱներըճ։ Այնուամե-
նայնիվ, առ այսօր պարադոքսների առաջացման ու հաղթահարման խնդիրը՛ 
մնում է որպես տարաձայնությունների առարկա և հայտնի տրամաբան• 
Կլինի ի վկայությամբ՝ մաթեմատիկական աշխարհայք այգ հարցում ոչ միայն< 
չկա լրիվ համաձայնություն, այլև խիստ կասկածելի է, թե երբևէ այն կլինի։ 
նշված խնդրի դժվարություններից մեկն էլ այն է, որ պարադոքսները երբեմն-. 
քննվում են կամ ընդհանուր աշխարհայացքային մակարդակ՛ով, կամ էլ զուտ-
մաթեմատիկական տեսանկյունից, ընդ որում, շատ հաճախ՝ տարրեր դիր-
քերից և, հետևաբար, տարբեր ծրա՛գրերով։ Մինչդեռ, դրանց լիարժեք բա--
ցահայտման համար, ըստ երևույթին, պաՀանջվոօք է բազմակողմանի և հա֊ 
մսատ-եղ վերլուծություն։ Դա ակնհայտ է դառնում, երբ քննում ենք պարտ--
դոքսնհւփ տեւլր դիտական ի մ ա ց ո ւ թ յ ա ն պ ր ո ց ե ս ո ւ մ : 

Պարադոքսների առաջացումն առնչվում է մի կարևոր հարցի՝ մաթեմա-
տիկական գոյության պրոբլեմի հետ։ Ո՞ր օբյեկտը համարել մաթեմատիկա--
չում գոյություն ունեցող։ Մասնավորապես գոյություն ունե՛ն արդյոք բո՛լոր 
բազմությունների բազմությունը կամ Ռասելի բազմությունը (դրանք կհա-
մարենք М և Տ բազմություններ), որոնց հետ կապվում են վերը բերված՝ 
պարադոքսները։ Ընդհանրապես, երբ մ ա թ եմ ա տ իկա կան о р չեկ տ՛ներ գտնելու 
կամ դրանց գոյության հարցն է բարձրացվում, ապա մաթեմատիկայում հեն-
վում են գոյության երկու տիպի ապացույցների վրա. 

1. Ո չ - է ֆ ե կ տ ի վ ա պ ա ց ո ւ ց ո ւ մ , երբ օբյեկտի գոյությունը ապացուցված է 
համարվում, եթե նրա գոյության մերժումը հանգեցնում է հակաս՛ության։ 
Այս դեպքոսւ որոնելի օբյեկտը կոնկրետ ձևով չի կառուցվում։ Գոյության՛ 
այս ապացույցի մասին Ա, Պոլանկարեն գրել է, «Մաթեմատիկայում գ ո յ ո ւ -
թյուն ունենալ բառը կարող է արտահայտել միայն մեկ իմաստ—դա նշանա-
կում է հակասությունների բացաէլումս՛2։ 

2. է ֆ ե կ տ ի վ ա պ ա ց ո ւ ց ո ւ մ , երբ մաթեմատիկական օբյեկտի գոյությունը՛ 

ապացուցված Է համարվում, եթե այդ օբյեկտը կոնկրետ ձևով կառուցված Է. 

կամ հաշվված։ Մինչև ՛մեր գարի սկիզբը այս երկու ապացույցներն ըստ Էու-

թյան չեն տարբերվել։ Սակայն դարասկզբոսէ ապացուցման ոչ-Էֆեկտիվ ձևը 

որոշ մաթեմատիկոսների կողմից քննադատության ենթարկվեց։ Ինտուիցիո-

նիզմի համաձայն, մաթեմատիկական օբյեկտը համարվում է գոյություն՛ 

2 А. П у а н к а р е , Наука и метод, СПб., 1910, стр. 124. ; 
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ունեցող միայն այն դեպքում, իթե այն կարելի է կառուցել կամ հաշվել էֆեկ-
տիվ եղանակով։ Ւնլպես գրում է Հեյթինգր, (էԳոյություն ունենալ նշանակում 
է կառուցված լինել!)3։ 

Համաձայն այն խնդրի, թե օբյեկտների գոյության ո՞ր ապացույցն է 
հիմք ընդունվում, մաթեմատիկայում ստեղծվել են մի քանի ուղղություններ, 
որոնք յուրով՝ի են մեկնաբանում պարադոքսների հարցը։ Սակայն պարզ-
վում է, որ անկախ էֆեկտիվ և ոչ-էֆեկտիվ ապացուցման կողմնակից լինե-
լոլց, պարադոքսալ օբյեկտները (ինչպես, օրինակ՝ բոլոր բազմությունների 
բազմությունը և Ռասելի բազմությունը) չեն կարող գոյություն ունեցող հա-
մարվել ո՛չ էֆեկտիվ և ո՛չ էլ ո՛չ-էֆեկտիվ իմաստով։ Կարելի է ցույց տալ, 
որ դրանք ոչ մ ի ա յ ն չունեն կոնստրուկտիվ բ ն ո ւ յ թ , ա յ լ և չեն բավարարում 
նաև ա ն հ ա կ ա ս ե լ ի ո ւ թ յ ա ն պ ա յ մ ա ն ի ն : Հետևաբար, այն օբյեկտները, որոնց հետ 
կապվում են պարադոքսները ( № ֊ ը և Տ-ը) .որոշ առումով մաթեմատիկական 
օբյեկտներ չեն։ Սա նշանակում է, որ պարադոքսների քննությունը, խիստ 
ասած, մաթեմատիկայի ներքին հարց չէ այնքանով, որքանով դրանց հետ 
առնչվող օբյեկտները մաթե՛մատիկական չեն։ Ուստի, այդ հարցի պարզա-
բանման համար պաՀանշվոլմ է նաև ըՆդհսձնոլր իմացաբանական, փիլիսո-
փայական վերլուծություն։ Մ յուս կողմից՝ պարադոքսալ օբյեկտները ծնվում 
են մաթեմատիկայի ոլորտում և նրա զարգացման տրամաբանական ար-
դյունքն են։ Այս առումով դրանց վերլուծությունը պսՀհանշում է նաև մաթե-
մատ՛իկական մեթոդ։ 

Այսպիսով, որքանով որ պարադոքսները ծնվել և աճել են բուն մաթեմա-
տիկայում ու դուրս են ե.կել նրա սահմաններից, այնքանով էլ ղրանց նաւլթւս-
ճարումը պահանջում Է մ ա թ ե մ ա տ ի կ ա կ ա ն և փ ի լ ի ս ո փ ա յ ա կ ա ն հ ա մ ա տ ե ղ 
վերլուծութ յուն : 

Վերոհիշյաղ պարադոքսալ օբյեկտները, այնուամենայնիվ, ունեն որոշա-
կիություն, առանձնահատկություններ, .որոնցով և զանազանվում են մնա-
ցած օբյեկտներից։ Հազիվ թե գսսէվի մեկը, որ, ասենք, բոլոր բազմություն-
ների բազմությունը կամ Ռասելի բազմությունը շփոթի մեկ այլ օբյեկտի 
հետ։ Նշանակում Է , դրանց բնույթի բացահայտումը միանգամայն օրինական 
հարց Է ։ 

Կանտորի պարադոքսը, ինչպես նշվեց, առաջանում Է , երբ դրվում Է այն 
հարցը, թե բոլոր բազմությունների բազմության հզորությունը մեծ Է , թե 
փոքր իր ենթա՛բազմությունների բազմության հզորությունից։ Քանի որ այս 
հարցը սերտորեն կապված Է Կանտորի թեորեմի հետ, և վերջինս կարևոր գեր 
ունի նաև բազմությունների տեսության հիմնական հասկացությունն՛երից մեկի՝ 
բազմոլթյս/ն հզորության և կարդինալ թվի գաղափարի ըմբռնման հարցում, 
ուստի հարկ Է ընդգծել, որ, ինչպես կտեսնենք ստորև, նրա ապացուցման 
մեջ առկա են որոշ անորոշություններ։ Թեորեմի ապացուցման ընթացքում 
կիրառված Է մի լրացուցիչ օբյեկտ, որը, ինչպես ցույց Է տալիս վերլուծու-
թյունը, որոշակի բազմություն չէ։ Մասնավորապես, եթե ապացույցը կիրառ-
վում է բոլոր բազմությունների բազմության համար, ապա այդ լրացուցիչ 

3 Г е й т и н г, Интуиционизм, М., 1965, стр. 11. 
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բազմությունը Ռասելի հենց այն բազմությունն Է, որի հետ հակասություն 
և պարադոքս է առնչվում։ 

Այժմ անդրադառնանք Կանտորի թեորեմի ապացուցմանը։ Այստեղ, որ-
պեսզի ցույց տրվի, որ М. բազմության ենթաբազմությունների բազմությունը՝ 
Ի\շ-ը М ֊ ի ց հզոր է, փորձ է արված ցույց տալ, որ ինչպիսի р փոխմիարժեք 
համապատասխանություն էլ լինի Ւ>\-ի կամայական ենթաբազմություն Т-ի 
Г с М և М-/г ենթաբազմությունների բազմություն հ\շ-ի միջև., կա մի 2 բազ-
մություն, որը պատկանոսէ է Ւ>\շ-ին, սակայն չունի իրեն համապատասխա-
նող տարրը Т ֊ ո ւ մ ։ Այն որոշվում է այսպես՝ 2 = ( X I ( X ^ Т ) & ( Х ^ Р ( Х ) ) } , 
որտեղ \՝(\)-ը Х-ին համապատասխանող տարր է։ 2-ը М - А այն տարրերի 
բազմությունն է, որոնք իրենց համապատասխանող տարրին չեն պատկանում։ 
Իրոք, եթե 2-ին համապատասխաներ .ինչ-որ տարր 1 - р ՝ М-/гց (ք՝(\) = 2 ) , 
ապա այդ դեպքում կստացՎեր հակասություն՝ I ^ 2=տ1յլՐ(1), ալսինքն՝\ ^ 2 = 

1Т2 
Դիտարկենք հենց այդ 2 բազմությունը։ Եթե իւ\-ը բոլոր բազմություն-

ների բազմությունն է, ապա, քանի որ ТсМ կամայական ենթաբազմու-
թյուն է, և քանի որ ի/[շ-ը ևս Ի\-ի ենթաբազմություն է, ապա Т-ն կարող է 
հավասար լինել №շ-ին։ Այս դեպքում Р համապատասխանությունը (այն կա-
րող է լինել կամայական) մասնավոր դեպքում լինում է նույնական համա-
պատասխանություն՝ Р(Х) = Х, իսկ 2-ը՝ այն բազմությունների բազմու-
թյունը, որոնք իրենք իրենց չեն պատկանում, այսինքն՝ 2 = Հ X ' . ( X ֊ ը բազ-
մություն է & ( Х Հ X ) } : Ինչպես հայտնի է, այս ձևով ներկայացված 2-ը հենց 
•Ռասելի այն հանրահայտ բազմությունն է, որը բնորոշվում է 2 է 2 = = Հ է 2 
պարադոքսով։ Ետացվում է, որ Կանտորի թեորեմի ապա՛ցուցման ընթաց-
քում կիրառված է մեկ այլ պարադոքսալ բազմություն։ Հետևաբար, այն 
թեորեմը, ըստ որի կամայական բազմության հզորությունդ փոքր է իր ենթա-
բազմությունների բազմության հզորությունից, իր իսկ ապացուցման մեջ 
պարունակում է պարա դո՝քս ալոլթյան մոմ են սէ։ Ուրեմն, Կանտորի պ ա ր ա -
դոքսը Ռասելի պ ա ր ա դ ո ք ս ի հ ե տ և ա ն ք ն է, նրա այլ դրսևորման արդյունքը։ 
Ուստի, այսոլհետև բազմությունների տեսության պարադոքսների մասին խո-
սելիս կարելի Է նկատի ունենալ միայն Ռասելի պ ա ր ա դ ո ք ս ը : Քննենք այդ պա-
րադոքսը։ 

Ռասելի բազմությունը որոշվում Է ր հետևյալ կերպ X ^ Տ = (ճ~ը բազմու-
թյուն Է ) & ( Х 1 Г Х ) : Պարզենք, [ժե Տ-ը պատկանում Է Տ-ին, թե ո չ։ Եթե 
Х-ի տեղ տեղագրե՛նք Տ-ը։ կստանանք Տ ^ Տ = (Տ-Հ» բազմություն Է Տ ^ Տ ) ՚ 
՛Բանի ո ր Տ ^ տ և Տ ք Տ ասույթներն իրար ժխտող են, ապա նույնության 
աջ և ձախ մասերը միաժամանակ ճշմարիտ արժեք չեն կարող ընդունել։ 
Ուրեմն, նույնություն կարող Է տեղի ունենալ միայն այն դեպքում, երբ ձախ 

մասը՝ Տ ^ Տ կ ե ղ ծ արժեք ընդունելիս, աջ մասը նույնպես ընդունի կ ե ղ ծ ար-
ժեք։ Դրա համար անհրաժեշտ Է , որ «Տ-ը բազմություն Է » ասույթը ևս լինի 
կեղծ։ 

Այսպիսով, ստացվոլմ Է հետևյալ պատկերը, նիշտ շէ, ՈՐ Տ - ը բ ա զ մ ո ւ -

թ յուն է և Տիշւո շէ, որ Տ - ը պ ա տ կ ա ն ո ւ մ է Տ - ի ն : Փաստորեն պարադոքսը նեղ 

իմաստով լուծվում Է , քանի ո ր հարցն այն Է , թե Տ-ը պատկանում Է ր Տ-ին, 
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թե ոչ, պարզվեց, որ Տ-ը չի պատկանում Տ-ին, որովհետև այն բազմություն 
չէ։ Աչս լուծումը լուծում է նեղ իմաստով, քանի որ դրանից բխում է ևս մեկ 
այլ հարց, եթե Տ-ը բազմություն չէ, ապա ի՞նչ է և ինչո՞վ է պատճառս:բա՛ն-
վում նրա բա՛զմություն չլինելը։ Նախքան այս հարցին անցնելը պարզենք, թե 
ի՞նչ Հ բազմությունը։ 

Բազմությունների դասական տեսության մեջ բազմությունը դիտվում է 
որպես մի օբյեկտ, որին պատկանում են այլ օբյեկտ՛ներ (տարրեր)։ Ըստ Կան-
ւռորի բազմություն ասելով պետք է հասկանալ իրական կամ վերացական 
օբյեկտների մի համախումբ, որ ընդհանրացվում է այն պայմանով, որ ցան-
կացած օբյեկտի համար հնարավոր լինի ասել, պատկանո՞ւմ է արդյոք այն 
տվյալ բազմությանը, թե ոչ։ Բազմությունների տեսությունը հենվում է այն 
ենթադրության վրա, որ բոլոր օբյեկտները (լինեն դրանք իրականության, թե 
մտքի) իրենց էական տարբերությունների հետ միասին օժտվա՛ծ են նաւև ընդ-
հանրությամբ, որով կարող են ընդգրկվել մեկ ամբողջության մեջ։ Բազմոլ֊ 
թ յան գաղափարը սերտորեն առնչվում է անվերջության, առանձնապես ակ-
տուալ անվերջության գաղափարի հետ և տարաձայնությունների տեղիք է 
տալիս։ Մասնավորապես դժվար է անվերջ բազմությունների տրման խնդի-
րը, քանի որ այս դեպքում սկզբունքորեն հնարավոր չէ բազմության բոլոր 
տարրերը ստուգել։ Ուստի, այն հա՛րցը, թե պատկանո՞ւմ է արդյոք տվյալ 
տարրը տվյալ բազմ՛ության՛ը թե ոչ, որոշվում է ին՛տուիտիվ եղանա՛կովյ Այս 
տեսակետից որոշակի տարբերությ՛ո՛ւն պետք է դրվի բա՛զմության տարրերի 
ռ ա շ մ ա ն և այդ տարրերի նանսւշման միջև։ Ամեն անգամ որևէ բազմություն՛ 
նշե՛լիս, փաստորեն նշվում է որևէ հատկություն և բոլոր այն օբյեկտները, 
որոնք օժտված են այդ հատկությամբ, պատկանում են այդ բազմությանը։ 
Նշված հատկությունը չունեցող օբյեկտները, որպես տա՛րրեր, չեն պատկա-
նում այդ բազմությանը։ Երբ նշվում է որևէ հատկոլթյոմ։, ապա ՛այն Հարցը, 
թե կամայական օբյեկտը օժտված է տվյալ հատկությամբ, թե ոչ, այսինքն•*՝ 
պատկանում է տվյալ բազմությանը, թե ոչ, որոշվում է օբյեկտի ունեցած 
հատկություններից կւտխվա՚ծ։ Հե տևաբար, այդ հարցի լուծումը անկախ է 
մեզանից և ունի օբյեկտիվ բնույթ։ Դիտարկումների շնորհիվ մենք միայն, 
ստուգում, իմանում և ճանաչում ենք քննվող տարրը, իսկ նրա տվյալ բազ-
մությանը պատկանելը կամ չպատկանե՚լը անկախ է ինչպես մեր դիտարկու-
մից, այնպես էլ նրա ճշտությունից։ 

Այսպիսով, ինտուիտիվ է բազմության մեր ճանաչումը, այլ ոչ թե բազ-
մության որոշումը։ Ուստի, այս հարցում մեր ըմբռնման, ինտուիցիայի հնա-
րավոր սխալը մնում է բազմ՛ության տարրերի ճանաչման պրոցեսում և այն 
չպետք է շփոթել բազմության տարրերի ՛որոշման հ՛ետ։ Թեև բա՛զմությունը 
որոշելու հատկությունը նշում ենք մենք, սակայն դրանից հետո այդ հատ-
կությունն ունեցող օբյեկտների բազմ՛ությունը որոշվում է արդեն մեզանից 
անկախ։ 

Բազմության մյուս առանձնահատկությունն այն է ։ որ այն որպես օբ-
յեկտ ոռնի երկու հիմնական հատկություններ, ա) հ ա մ ա խ մ բ ո ւ թ յ ա ն հ՛ատկու-
թյուն, որը նշանակում է, ար նրան պատ՛կանում են այլ օբյեկտներ, նա որո-
շակի տարրերի համախմ՛բում է, &гш ն կ ա տ մ ա մ բ դրվում է ա յ լ օ բ յ ե կ տ ն ե ր ի 
պ ա տ կ ա ն ե լ ո ւ թ յ ա ն հ ա ր ց ը , և բ) տ ա ր ր ա յ ն ո լ թ յ ա ն հատկություն, որը նշանա-
կում է, որ բազմ՛ությունն իբրև մի ամբողջություն կարող է մտնել ուրիշ բազ-
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и ուի!/անների մեջ, որպես տարր պասէկանել այլ բազմությունների, ուստի 
նրա Տ ա մ ա ր դրվում է այ լ բ ա զ մ ո ւ թ յ ո ւ ն ն ե ր ի ն պ ա տ կ ա ն ե լ ա հարցը: 

Կարևոր Է նկատել, որ բազմությունների Կանտոր յան տեսության համա-
ձայն՝ բոլոր բազմություններն անվերապահորեն օժտված են այս երկու հատ-
կություններով Էլ։ Մեր կարծիքով, դասական տեսության մեջ այս փաստն 
ընդունված Է տարերայնորեն, ուստի վերանայման կարիք անի։ 

Ինչպես վերր ցույց տրվեց, Ռասելի Տ բազմության համար, երբ առաջ 
ենք քաջում ինքն իրեն պատկանելոլ հարցը, պարզվում Է, որ Տ-ը բազմու-
թյան չէ։ Այստեղից Էլ կարող ենք ասել, որ Տ-ը Տ-ի նկատմամբ չունի տար-
րայնության հատկություն, ուստի Տ-ի համար անիմաստ Է Տ-ին պատկանելոլ 
հարցը է 

Տ-ը այն բազմությունների բազէք ոլթյունն Է, որոնք իրենք իրենց չեն 
պա.տկանում ։ Փաստորեն տվյալ դեպքում վերցրել ենք բոլոր հնարավոր 
բազմությունները և փորձել ենք տրոհել դրանք, ստանալ իրենք իրենց 
չպատկանող բազմությունների բազմություն։ Մեր կարծիքովն հենց տրոհ-
մամբ կատարում ենք մի նոր վերացարկում և, ինչպես յուրաքանչյուր վե-
րացարկման ժամանակ, բացա՚սոսէ ենք аբազմությունյ> օբյեկտի մի ինչ-որ 
հատկության, ուստի և հանդում ենք որակապես մի նոր հասկացության։ Այդ 
նոր հա и կացությունն արդեն ոչ թե բազմության Է, այլ մի նոր երևույթ, որը 
կանվանենք հ ա մ ա խ մ բ ո ւ թ յ ո ւ ն : Քանի որ Տ-ը Տ-ի նկաամամբ չունի տարրայ-
նոլթյան հատկություն, կարող ենք ասել, որ համախմբությունը բազմությու-
նից տարբերվում Է նրանով, որ ՛այն միշտ չէ, որ ունի որպես մեկ ամբողջու-
թյուն ի հայտ գալու, որպես տարր այլ օբյեկտի մեջ մտնելու, նրան պատ֊ 
կանելոլ հատկության։ Այլ կերպ ասած՝ համախմբության համար անիմաստ 
է այլ բազմության պատկան ելու (կամ չպատկանելոլ) հարցը։ Օրինակ՝ Տ-ը, 
որն այն բազմությունների համախմբությունն է, որոնք իրենք իրենց չեն 
պատկանում, բ ա զ մ ո ւ թ յ ո ւ ն չէ , այլ հ ա մ ա խ մ բ ո ւ թ յ ո ւ ն է և Տ-ի նկատմամբ 
չանի որպես ամբողջություն ի հայւտ գալու և պատկանելության հատկու-
թյուն։ Այդ պատճառով Տ^Տ արտահայտությանը բազմությունների տեսու-
թյուն հայեցակետից անիմաստ է, որքան և անիմաստ է Տ^Տ արտահայտու-
թյունը։ Եվ քանի որ թե' մեկը և թե՚ մյուսը անիմաստ ,են, ապա ստանում են 
տրամաբանական կեւլծ արժեք։ Հետևաբար Տ ^ Տ = տ Տ Տ նտլյնաբար ճիշտ է, 
քանի որ կեղծ ասույթները միմյանց համարժեք են։ Ուրեմն, այդտեղ խոսք 
չի կարող լինել ո՛չ պարա՛դոքսի և ո՛չ էլ հակասության մասին։ 

Մաթեմատիկայի պատմական զարգացման ընթացքում նման իրադրու-
թյուն առաջացել է ամեն անգամ, երբ ընդլայնվել է մաթեմատիկական օբ-
յեկտների ոլորտը։ Օրինակ՝ ռացիոնալ թվերի բազմության դեդեկինդյան 
տրոհում կատարելիս հանգում ենք այնպիսի թվի գոյության, որը 1ւ պատ-
կանում է որևէ դասի (օրինակ՝ վերին դասին), և' չխ պատկանում 0. Հլ А=а"^՝А: 
Այս հակասությունից էլ հանգում ենք որակապես նոր թվի՝ իռացիոնալ 
թվի գաղափարին։ Կամ, երբ ընդլայնվում է իրական թվ]ւ գաղափարը, հան֊ 
գոսէ ենք կոմպլեքս թվի գաղափարին։ Այստեղ կեղծ միավորի՝ \-.ի համար, 
կարող ենք գրել[ՀԼ0==Ր>0 նույնությունը, որը, սակայն, չի նշանակում 
թե \-ն և' դրական Է, և' բացասական, այլ նշանակում Է, որ ընդլայնելով իրա-
կան թվի գաղափարը, անցնելով նոր վերացության, բացա սել ենք իրական 
թվի մի հատկության ևս՝ համեմատելիության (մեկ ա՛յլ թվից մեծ կամ փոքր 
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լինելու) հատկությունը և այդ իսկ պատճառով նույնությունը 
ճիշտ է, քանի որ աջ և ձախ մասերը լինելով անիմաստ, ընդունում են տրա-
մաբանա՛կան կեղծ արժեք։ նման ձևով էլ Տ ^ Տ = Տ Տ նույնությունը ճիշտ 
է, որովհետև աջ և ձախ մասերը լինելով ան,իմաստ, ընդոլնոսէ են կեղծ ար-
ժեք, որը և նշանակում է, որ հ ա մ ա խ մ բ ո ւ թ յ ա ն համար անիմաստ է այլ հա-
մախմբության պատկանելոլ (կամ չպատկանելոլ) հարցը, համախմբությունը 
չունի .որպես մի ամբողջություն, որպես տարր հանդես գալու հատկություն։ 

Բազմությունների տեսությունը օբյեկտներն ուսումնասիրում է մեկը 
մյուսի մեջ մտնելու, մեկը մյուսին պատկանելու հարաբերության մեջ: Մենք 
նշեցինք օբյեկտների երկու հատկությունները, համախմբության և տարրա յ-
ն ութ յան ։ Ինչպես ցույց տվեց Ռասելի Տ համախմբության ուսումնասիրու-
թյունը, օբյեկտի համախմբություն լինելուց չի բխում նրա տարրա յն ութ յան 
հատկությունը. հետևաբար, ճիշտ չէ նրա հաւք ար միշտ դիտարկել այլ բազ-
մության պատկանելության հարցը։ 

Այսպիսով, օ բ յ ե կ տ ի տարրսւ յնության և հ ա մ ա խ մ բ ո ւ թ յ ա ն հ ա տ կ ո ւ թ յ ո ւ ն -
ները ա ն կ ա խ են մ ի մ յ ա ն ց ի ց : Մինչդեռ դասական տեսությունում, ինչպես 
նշեցինք, յուրաքանչյուր բա՛զմությանը անվերապահորեն վերագրվում էր նաև 
տարրա յն ութ յան հատկություն։ Այնինչ դա եղել է ոչ թե կամայական համա-
խմբության հատկություն, ոչ թե տրամաբանորեն բխեցվել է բազմություն-
ների տեսության օրինաչափություններից, այլ այն, այսպես ասած, ծա՛նոթ 
բազմությունների մոտ նկա՛տված հատկություն է, որ տարերայնորեն վե-
րագրվել է նաև մյուսներին, բոլորին, այդ թվում նաև անծանոթներին, որն 
էլ պատճառ է դարձել պարադոքսների առաջացման։ Ուստի, դասական տե-
սությունը, որը երբեմն կոչվում է նաև նաիվ տեսություն, նաիվ կարող է հա-
մարվել նաև այս առումով։ 

նման տեսակետի կարելի է հանդիպել նաև բազմությունների տեսության 
որոշ աքսիոմ՛ատիկ համակարգերում (Նեյման, Ռոբինս, ք^եոնայս, Դյոդել 
և այլն), որտեղ օգտագործվող դաս հասկացությունը, թերևս, կարելի է հա-
մարել մեզ մոտ օգտագործվող համախմբության զուգանմանությունը (անա-
լոգը)։ 

Ղասի և բազմության առան՛ձնացման հարցը դեռևս անցյալ դարի 90-ա-
կան թվականներին շոշափել է նաև ինքը՝ Կանտորը, բայց նեյմանին է պատ-
կանում այն համարձակ գաղափարը, որ բազմությունների տեսության հա-
կասությունները պայմանավորված են ոչ թե ծայր աստ՛իճան ծավալուն բազ-
մությունների գոյությամբ, այլ ուրիշ բազմություններին որպես տարր պատ-
կանելու թույլտվությամբ (նրանց տարրայնոլթյամր)։ Այդ հիմքով էլ պա-
րադոքսների առաջացումը կանխելու համար այդպիսի «վտանգավորս բազ-
մություններին «արգելվումВ է պ՛ա տ կան ել այլ բազմության 

Ա յսպիսով, օբյեկտները բաժանվում են ՛երկու տիպի՝ բ ա զ մ ո ւ թ յ ա ն և 
դասի: Դասը համարվում է բազմություն, եթե այն ինչ-որ դասի տարր է։ Յու-
րաքանչյուր բազմություն միաժամանակ նաև դաս է։ Ինչպես ասացինք, ներ-

4 С. К л и н и, Математическая логика, М., 1973, стр. 227; Н. К о н д а к о в , Логи-
ческий словарь-справочник, М., 1975, стр. 247; М е н д е л ь с о н , Введение в математи-
ческую логику, М., 1971, стр. 176; А. Ф р е н к е л ь , Б а р - Х и л л ел, Основания теории 
множеств, М., 1966. 
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մուծված «դասս Հասկացությունը արտահայտում է մեր նշած հ ա մ ա խ մ բ ո ւ -
թ յ ա ն ինտուիտիվ իմաստը, որին հանգեցինք վերլուծության ընթացքում: Այդ 
գաղափարը, մեր կարծիքով, ոչ թե պարադոքսների հարցը ավելի արդյունա-
վետ քննելու համար հորինված մի բան է, այլ Ռասելի պարադոքսի վերլու-
ծության անհրաժեշտ արդյունքըւ Ի դեպ, նկատենք նաև, որ եթե որևէ հա-
մախմբություն ինչ-որ համախմբության նկատմամբ չունի տարրայնության 
հատկություն, ապա դա չի նշանակում, թե բացառվոսէ Է այդ օբյեկտի տար-
րայնության հատկությունն ընդհանրապես։ Օրինակ Տ—ը չունի տարրայնու-
թյան հատկություն Տ-ի նկատմամբ, բայց ունի այդ հատկությունը, օրինակ՝ 
բնական թվերի բազմության՝ Ы-Д նկատմամբ։ Իրոք, քանի որ Տ-ը թիվ չէէ 
ապա Տ ՚ М: Եվ դա կարելի Է պնդել առանց որևէ անորոշության։ Կամ՝ 
եթե դիտարկենք մի տարր ունեցող այն բազմությունը, որի տարրը հենց Տ ֊ ն 
է, այսինքն վերցնենք { Տ } բազմությունը, ապա չի կարելի ասել, որ { Տ } վեր-
ջավոր բազմ՛ությունը որոշակի չէ։ 

Անդրադառնալով օբյեկտների ը՛նդհանուր հատկանիշների և նրանց միջև 
հարաբերության հարցին, կարևոր է նշել, որ եթե որևէ А օբյեկտ В օբյեկտի 
նկատմամբ չունի տարրայնության հատկություն, ապա В օբյեկտն էլ ճ-ի 
նկատմամբ չի ունենա համախմբության հատկություն։ Հետևաբար, օբյեկտը 
կարող է չունենալ տարրայնության հատկություն որևէ համախմբության 
նկատմամբ, ինչպես նաև կարող է չունենալ համախմբության հատկություն 
որևէ տարրի նկատմամբ։ 

Դասական տեսությունում բոլոր համախմբությունները համարվել են 
բազմություններ և միաժամանակ ընդունվել է, որ կամայական բազմությունն 
ունի տարրայնության հատկություն։ Մինչդեռ, եթե հետևենք Կանտորի ուս-
մունքին, որի համաձայն բազմությունը տված է, եթե կամայական տարրի 
համար որոշվում է այդ բազմությանը պատկանում է, թե ոչ, ապա այստե-
ղից պարզորոշ հետևում է, որ օբյեկտի բազմություն լինելու պահանջից ան-
հրաժեշտաբար չի բխում նրա տարրայնությոլնը։ Օբյեկտը բազմություն լի-
նելու համար կարևոր է, որ նրա տարրերը որոշակի լինեն, այն որ որևէ կա-
մայական օբյեկտ նրա նկատմամբ ունենա տարրայնության հատկություն, 
այսինքն՝ որոշակի լինի նրա նկատմամբ պատկանելության հարցը։ Իսկ այն 
հարցը, թե տվյալ համախմբությունը ուրիշ համախմբության նկատմամբ 
ինչպիսի" հատկություն ունի, տարր է, թե՞ ոչ, ըստ Կանտորի ձևակերպման, 
անմիջապես չի առնչվում այդ օբյեկտի բազմություն լինելու հարցի հետ։ Այլ 
կերպ ասած, բազմության համար կարևորն այն է, թե ինչ կա իր ներսոլմ 
և ոչ թե այն, թե ինչ կա իրենից դուրս, այսինքն այն՝ թե ինչն է իրեն պատ-
կանում և ոչ թե՝ ինչին է ինքը պատկան՛ում։ Այսպիսով, օ բ յ ե կ տ ը բ ա զ մ ո ւ -
թյուն հ ա մ ա ր վ ե լ ո ւ հ ա մ ա ր ա ռ ա ջ ն ա յ ի ն ը նրա հ ա մ ա խ մ բ ո ւ թ յ ա ն եւ ոշ թե տ ա ր -
ր ա յ ն ո ւ թ յ ա ն հատկությունն է: Հետևաբար, բազմությունն այն համախմբու-
թյունն է, որի նկատմամ՛բ կամայական օբյեկտը ՛ունի տարրայնության հա՛տ-
կություն, որի նկատմամբ յուրաքանչյուր տարրի համար իմաստ ունի պատ-
կանելության հարցը։ 

Բա՛զմությունների տեսության հիմնական հարցը օբյեկտների ճանաչումն 
ու նրանց միջև եղած հարաբերության ուսումնասիրումն է. այսինքն՝ թե տվյալ 
համախմբության համար գոյություն ունի՞ այնպիսի օբյեկտ, որ չունի տար-
րայնության հա՛տկություն, այսինքն որի համար անիմաստ է նրան պատ-
1гшрЬг 3—4 
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С О О Т Н О Ш Е Н И Е Г Н О С Е О Л О Г И Ч Е С К О Г О И 

М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Г О В ЛОГИЧЕСКИХ П Р О Т И В О Р Е Ч И Я Х 

САРИБЕК АКОПЯН 

Р е з ю м е 

На путл обоснования математики (это, по существу, и вопрос вы-
явления истинности человеческого познания) в основах математики 
появились такие логические противоречия, как, например, парадоксы 
теории множеств. Парадоксы родились в математике и вышли за ее 
пределы. Следовательно, для «х исследования необходимо проводить 
совместный философский и математический анализ. 

Множество как объект может иметь два основных свойства: свой-
ство совокупности и элементности. В классической теории множество 
может одновременно выступать и в качестве совокупности, и в качестве 
элемента. Однако, как показывает анализ, эти свойства независимы 
друг от друга. Для признания объекта множеством в качестве основно-
го его свойства должна выступать совокупность, а не элементность. 

Математический и философский анализ противоречий позволит в 
основном решить их в широком и узком смысле. 


