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Рассматривается геометрическая оптика динамической дифракции 
рентгеновских лучей в слабодеформированном кристалле в приближу 
нии прямолинейных траекторий. Выведены условия применимо 
этого приближения. Показано, что в этом случае как траектории, так 
интенсивности рентгеновских пучков те же, что и в случае идеального 
кристалла. Деформация кристалла приводит к появлению фазово 
добавки в пучках, пропорциональной интегралу по траектории луча 
некой функции, задаваемой полем деформации кристалла. Наличие 
такой фазы экспериментально может проявляться в интерференционны- 
явлениях.

1. Введение

Динамическая дифракция рентгеновских лучей в деформирован

ном кристалле описывается системой дифферешщальных уравнений в 
частных производных первого порядка ֊ уравнениями Така™ [1]. Одна
ко уравнения Такаги удается решить аналитически лишь в редких слу
чаях. Развито также приближение геометрической оптики [2-3], согласно 

которому рентгеновское излучение в кристалле распространяется по 
криволинейным траекториям. Искривление траекторий лучей обуслов
лено градиентом относительной деформации решетки криоталла. Крите
рием примененное™ данной теории является малость изменения от
носительной деформации в пределах экстинкционной длины, что ес
тественно, т.к. последняя является характерной длиной формирования 
динамического волнового поля в кристалле. Но даже в приближении 
геометрической оптики аналитическое вычисление“дифрагированного в 
кристалле рентгеновского излучения ди^рширм

„ , учения удается провести лишь для отдель
ных видов полей деформаций кристаллов.

В настоящей работе рассматривается случай, когда искривлением 
лучей можно пренебречь, считая их р в

н их такими, какими они являются »
случае идеального кристалла. Не зависящими от поля деформации ока
зываются и квазиамплитуды дифрагированных пучков. Дополнительное 
фазовое слагаемое, обусловленное полем деформации, при таком подхо
де представляется интегралом по траектории луча от функции, описы
вающей локальное смещение от условия Брэгга. Следует отметить, что
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подобное приближение имеет широкое применение в оптике по иссле
дованию фазовых объектов неоднородных веществ, в которых наращи
вание фазы волны определяется интегралом по траектории луча от 
показателя преломления, зависящего от координат. Хотя наложенные в 
нашем случае ограничения на поле деформации кристалла намного 
жестче, чем при обычной геометрической оптике (в частности, 
налагаются ограничения не только на быстроту изменения, но и на саму 
величину поля деформации, а также на толщину кристалла), они все же 
Допускают деформации, приводящие к изменению фазы пучков порядка 
Я- Из сказанного следует, что предложенное приближение можно при
менять в рентгеновской интерферометрии, для исследования очень 
слабых деформаций. Следует особо отметить компьютерную томо
графию, для математического аппарата которой крайне важна незави
симость траектории регистрируемого излучения от неоднородностей 
тестируемого образца.

Отметим также, что в работе [3] уже приведены аналогичные 
расчеты для падающей на кристалл плоской волны, при ориентации под 
точным углом Брэгга. Мы же рассматриваем как случай падающей 
плоской волны для произвольного отклонения от угла Брэгга, так и 
случай падающей сферической волны.

2. Вывод основных уравнений

В двухволновом приближении дифрагированное рентгеновское 
волновое поле в упруго деформированном кристалле может быть пред
ставлено в вице суммы проходящей и отраженной квазиплоских волн:

ОД = До (г)ехр(/ког) + ОДг)е.хр(/кАг - М1(г)),

ГДе ^=к0+Ь, 1/(г) ֊ поле смещений деформированного кристалла, а 
11 ֊ вектор обратной решетки данного отражения. Квазиамплитуды Ой и 
^л Удовлетворяют уравнениям Такаги [1], которые, при выборе вектора 

к о согласно условию к0 =кь = к = Кп, запишутся в виде

'^1 +  ̂= ^, 

дг дх

££*. - ^֊ = //А О0 + 1а Он, 
^г дх

(1)

гДе введена безразмерная координатная система (х,у) в плоскости 

падения:
^вьг гд(М^, 

д А ’ А |ко +кЫ
(2)

г ~ Радиус-вектор рассматриваемой точки, а(х,г) (д/дг д/дх^И) 

Функция от координат, описывающая локальное отклонение от условия 
Брэгга из-за деформации кристалла. Постоянные /А и ун имеют следу

клций « -г-117^- Остальные параметры, вхо-
щии вид. /А =гл/7^лгл.
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дящие неявно в уравнения Такаги, имеют следующие значения: 
\ = 2лсоз0в /КС^хйх^ - экстинкционная длина, К - волновое число в 

вакууме, п - средний показатель преломления кристалла, /Л и /^ - Ь 

и -Ь коэффициенты Фурье-разложения поляризуемости кристалла (мы 
пренебрегаем поглощением, так что произведение ХнХв» входящее в 

определение Л, действительная и положительная величина), С ~ поля
ризационный фактор, равный единице для сх-поляризации и соз 20в ^я 
л-поляризации, 0в - угол Брэгга.

В случае идеального кристалла (а=о) решением (1) является

^о (х, х) = Ео ехр(/(Рх - №)), О в (х, г) = Еи схрЩРх - №)),

для произвольного значения параметра Р. Здесь амплитуды Ео и Е), 

связаны соотношением Еь/Е0 = (Р - Н)/у- , а Н = ±^1 + 1^ (два знака в 

выражении для Н соответствуют двум ветвям дисперсионной по՜ 
верхности).

Исходя из вышесказанного, в случае слабодеформированного 
кристалла (а «о) решение уравнений Такаги будем искать в виде ква- 
зиплоских волн:

Ь(х, г) = Ё(х, г) схр^Рх ֊ №)), (3)

для произвольного значения параметра Р и двух ветвей дисперсионной 
поверхности. Здесь, для компактности, мы перешли от 0 и А компонент 
кристаллического поля к двумерному вектору, так что Ь = {О0, Он)т и 

Ё = (Е0’ЕН)Т (верхний индекс Т означает транспонирование вектора)՛ 

Подставляя (3) в (1), получаем векторное уравнение (7^ + Т)Ё = О, где

Решение последнего уравнения при малых а можно искать методом 

последовательных приближений (см. [3]), согласно которому

(4)

где слагаемые Ё^ определяются бесконечной системой зацепленных 

уравнений

ТвЁт =0, 

Т$ЁМ +Т5Ё(п~') =0 (лй!).

(5)

(6)
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Так как ёе։(7'5) = 0, матрица Т3 имеет левый / =(/*, Р-Н) и пра 

вый Р = (у^Р-Н)т нуль-векгоры. Из (5) следует, что Ёт можно пред

ставить в виде Ёт(х,г) = ег0(х,г)г. Скалярная функция а0(х,г) опре

деляется из уравнения (6) при л = 1, которое после умножения слева на 
I приводится к

Н-----°- + Р—1 + ЦР-Н)^о=О. (7)
аг ах 2

Полученное уравнение соответствует уравнению переноса (см.[3], 
(6.4)) в обычной геометрической оптике. Упомянутое является урав
нением в частных производных первого порядка, с коэффициентами 
при производных, зависящих от поля деформации кристалла и, следо
вательно, от координат. В нашем случае эти коэффициенты постоян
ные, вследствие чего траектории лучей прямые и не зависят от поля 
Деформации. Это связано с нашим выбором эйконала, а именно, 
Рх-Нг (см. фазовый множитель в (3)), не зависящего от деформации 
кристалла.

Решение уравнения (7) в случае симметричной геометрии Лауэ, 

когда входная поверхность совпадает с плоскостью г - 0, удобно 

Представить в виде

Сто (^) = ^0 (х - гtg^)exp ֊ (1 - ^^(х^,^ , (8)

где

х(1) = х-(г-{'№,0, й=чз н^^^։
Для члена первого порядка малости в разложении (4) из (6) при п I и 

л = 2 имеем ,Е(|) ^г+Д, где

(9)

^ (х-г^в) + —— [ й№')2')ехР
С05 # ' (

-({-^Р^аСхКМЖ ^' >

0

д=
/ ( ^ 4.— щ^ 0 ,

Р-Н^г дх) )

СОЗв ( ^

(10)

В{Х,2} 2Н(^Н)
а0(х,г).
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Функции одного аргумента ?0 и ст, определяются из граничных усло

вий на входной поверхности кристалла.

3. Граничные условия

А. Случай падающей плоской волны. Пусть на кристалл падает 

плоская волна с волновым вектором К^ и амплитудой Е^. На вход

ной поверхности кристалла ее можно представить в виде

£>("° (х,г = 0) = Е^е'^е'^՛,

где

Р = ^------^Л^в , (П)
я

ге - радиус-вектор рассматриваемой точки на входной поверхности 

кристалла, а Ко, как и вектор К0”’, лежит в плоскости падения (плос

кость, образованная векторами ко и к ь) и определяется из условий

|КО| = К, кОх=кПх. (12)

Волновое поле внутри кристалла будем искать в виде

о(сг) = и^^^ + ^("^(кАГ-Ьи), ^(сг) ^ ^р^^г^ _ £ ^(Л^Рх-Нг) ,

7=1

где суммирование по индексу / соответствует двум ветвям дисперсион
ной поверхности, а параметр Р определяется выражением (11). Гранич
ные условия на входной поверхности кристалла с учетом (12) запишутся 

в виде ^£(;,(Х,; = О) = (Е('"),О) . Последнее, если ограничиться членами 

>=։
первого порядка малости в разложении (4), будет удовлетворено, если 

^^(х);0’^0'՛1^, ^^со^» +^«(х,2=о))=(о,о)т.

Из последнего с учетом (8-10) получаем

с0(х,г) = П ^֊г՜^ехР тО- да)]‘Ах^сР , 

о )

ст՝ (х, г) =----1-сга(х - г^О, О)сто (х, г) ~^-^ст0 (х, г) Г У{х{г՛), z')dz',
2Н2 4//2 £

Р(Х, г) = м • 777 Со (А г) «(*, г) + (1 ֊ tg^0J а, (х(1),г)сР ,
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где

' (^֊ Л) а: «, Г}) + (2 - ^  ̂(£ 7) + (1 _ ^21а^ ^ ^  ̂^ +

О

/Г ? 12
+ 2 О ֊ ^) ^. 7) + (1 - ^g^)J ах (^ - (7 -1)^9,1)с11 . 

I О J
^РВомУ^^ Х ШИ2У ФУНКЦИИ а означает дифференцирование по 

У тли второму аргументу соответственно.
ак видно из приведенных формул, при выполнении условий

I 2 1 И»

I Imax

Птах 2

Imax
(13)

МеЮт место неравенства |а1/ст0|

ТельныН°М нулевого поРВДка в примененном нами методе последова- 
х приближений. В этом случае для квазиамплитуд кристалличес-

Кого волнового поля получаем д^ ֊^Ь^ , где

« 1, \Ро/сто\« 1 и можно ограничить-

&п(х,у) =
'Р + Н՝

211
(14)

\2Н)

Гц для ^Р^ение (14) отличается от точного решения уравнения Така- 
идеального кристалла лишь добавочным фазовым членом, про-

ПоРЦиональным ^а(х{у),^<И , который является интегралом от а по пря-

Но У ОТрезкУ> параллельному вектору Пойнтинга, от входной поверх- 
Пп ™ кРисталла до точки наблюдения. Естественно эту прямую интер- 
Не ировать как траекторию распространения волны. Отметим, что она 

^висит от поля деформации кристалла.
п Б. Случай падающей сферической волны. Пусть на входную 
Изл^ХНОСТЬ кРисталла падает монохроматическая сферическая волна, 
Коо аеМаЯ ОТ источника, удаленного на вектор (-К0//С)Р от начала

£("-\г) = С\г)е^

Ԛ-Ј, Здесь г — радиус-вектор точки наблюдения, а / — расстояние 
МалТ°ЧеЧНого источника до точки наблюдения. Разлагая / в ряд по 
дС^У ^«РУ хЖ, Для квазиамплитуды падающего излучения

0 На входной поверхности кристалла z = О получаем Do (х, z-0)- 
'Zx^^P+ix2/(2R0)} Где Ro - так называемое приведенное вакуумное 

Расстояние:
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Яо =
К Л.2 5ш2 0В

Представим падающее излучение на х=0 как суперпозицию плос
ких волн:

£)('п)(х, г = 0)= |Е^,п)(Р)е'(Кл+Л)</Р, О5)

-СО

где Е^^Р)- Фурье-образ квазиамплитуды падающего излучения:

440 /— / / V
Е^(^) = ֊( ^^г = 0)е-^Л = «Рехр /1 КЯ -Р2 + ֊

V 2л- И 2 4 л
(16)

Представив дифрагированное волновое поле в кристалле как су
перпозицию откликов отдельных плосковолновых компонент пада՜ 
ющего излучения, согласно (14-16), для квазиамплитуд кристаллического 
волнового поля получаем

•КО

Ь(1\х,г) = А^ ДР, х, г) ехрр(Р, .г, г))с!Р,

-со

(17)

где

ЛР,х,г) =

'Р + Н՝

2Н

Ун
ч 2Н ,

ехр ^(1^0)|а(х(/),/)Л 

х о

Е(Р,х,2) = +^\ + Р2 —°-Р2+^р 
2г г

А = ехрГ /КЕ + /
^2я ( 4>

(верхний знак соответствует ветви дисперсионной поверхности с у = 1’ 

нижний -у = 2).
С учетом условий (13), интеграл (17) в точках, далеких от каустик 

и фокусов, можно вычислить асимптотическим методом стационарной 
фазы [4]. Согласно последнему

Ь  ̂(х, г) = И^М > х, *) ехр^йгР(Рэ ^>г) + '^^ >

где

^^О,
^Рр=р 1֊М'о<О, 

о

точка стационарной фазы Ро определяется из условия

д Е ֊ Ро х
— = +֊=—-Ро+֊=О.
91 р = р0 71 + Р02 2 2

(18)
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Аналогичным образом можно рассматривать случаи, соответствующие 
другим видам падающих на кристалл неоднородных волновых пакетов.

Семейства траекторий кристаллического волнового поля опре
деляются из условия Ро = const и, согласно (18), имеют вид прямых

не зависящих от поля деформации кристалла. Наличие деформации 
приводит лишь к появлению добавочной фазы в квазиамплитудах крис- 
таллического поля, пропорциональной интегралу от а(х,г) по траекто

рии луча ֊ ^а^^),^։. 

о
Заметим также, что не зависят от деформации и распределения 

амплитуд дифрагированных рентгеновских полей, соответствующие от
дельным ветвям дисперсионной поверхности. Однако общее распреде
ление интенсивностей дифрагированных волновых пакетов все же зави- 
сит от поля деформации кристалла, т.к. оно представляется интер
ференцией полей, соответствующих обоим ветвям дисперсионной 
поверхности.

4. Обсуждение результатов 

^угри^3*1™* образом’ мы вычислили дифрагированное волновое поле 
СлУча ₽Исталла ПРИ падающей плоской и сферической волне. В обоих 
Яйчаютс6^^6™51 '^ квазиамплиТУД кристаллических полей № от- 

Добавои Я ОТ аналогичных выражений для идеального кристалла только

нЬ1м фазовым членом

ф = ֊ О - №)/а(*(0, /}л.

ПлосЯЦ“НИ Неявно в 370 выражение параметр Р в случае падающей 
Уело °И Волны определяется выражением (11), а в случае сферической - 
Проц ИеМ ^пионарной фазы (18). В обоих случаях добавочная фаза 

опциональна интегралу от функции, описывающей поле деформа- 
е^ РИсталла а(х,а) вдоль траектории луча внутри кристалла. Эта тра-

Рйя прямая и не зависит от деформации кристалла.
рИи °ассмотрим подробно область применения вышеизложенной тео- 
(13 ~ огРаничения (13). С учетом (2), условие (13.1) (под обозначением

ИМеется ввиду 1-ое условие в системе (13)) означает, что толщина 
тРеб^аЛЛа должна быть намного больше эксгинкционной длины. Такое 
Рак ^Н6 естественно, т.к. роль длины волны при динамической диф- 
На пименовских лучей в кристаллах играет экстинкционная дли- 

усл°впях (13.2-4), налагающих ограничения на функцию, описыва-
•сри0 Поле деформации кристалла, как множитель входит толщина 
НЛиСТаЛЛа г- Следовательно, для произвольной, заранее заданной функ- 

°^>г), неограниченное увеличение толщины кристалла приводит к

КаРУШению условий (13). Согласно (13.1-2) И^ « 1. Такое ограниче-
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ние, когда пренебрегается влиянием деформации кристалла на траекто
рии лучей, естественно, если учитывать, что а(х,г) описывает локаль

ное отклонение от условия Брэгга и, следовательно, изменение направ
ления траектории лучей, обусловленное деформацией кристалла. Усло
вия (13.3-4) требуют гладкости функции а(х,г) в смысле его первой и 

второй производных. Они, конечно же, включают в себя основное тре
бование обычной геометрической оптики (оптики криволинейных тра
екторий), согласно которому характерная длина изменения поля дефор
мации Ь должна быть намного больше экстинкционной длины. В нашем 
случае £ должна быть порядка или больше толщины кристалла.

Рис.1. Пространственное распределение интенсивности в 
отраженном от кристалла рентгеновском пучке, рассчитан
ное с применением предложенного приближения (верхняя 
кривая) и непосредственно из уравнений Такаги путем чис
ленного интегрирования (нижняя кривая).

Хотя условия (13) намного жестче, чем ограничения обычной 
геометрической оптики, они все же допускают деформации, при кото
рых фазовая добавка Ф, обусловленная наличием деформации, порядка 
л. Из сказанного следует, что вышеизложенная теория может найти 
применение для исследования слабодеформированных кристаллов мето
дами, при которых регистрируемое распределение интенсивности обус
ловлено интерференцией. К таким методам относится рентгеновская 
интерферометрия, а также исследование дифракции на не сильнопог- 
лощающем кристалле, где в образовании дифракционного поля прини
мают участие обе ветви дисперсионной поверхности.

В качестве примера рассмотрено образование так называемых 
аномальных Pendellбsung полос [5] (случай падающей на кристалл сфери
ческой волны, когда Яо > г) в отраженных от плоскопараллельной 

кристаллической пластины рентгеновских лучах, при наличии в крис
талле краевой дислокации, перпендикулярной входной поверхности 
кристалла, и с вектором Бюргерса, параллельным оси х. На рис.1 приве
дено пространственное распределение аномальных Pcndellбsung полос, 
рассчитанное с применением вышеизложенной теории (верхняя кривая) 
и численным интегрированием уравнений Такаги (нижняя кривая). 
Большая интенсивность в первом случае обусловлена пренебрежением
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поглощения в наших расчетах, однако общий вид и расположение экс- 
тремумов интерференционных полос на обеих кривых совпадают. Рас
четы проведены для излучения AgKa|, отражения 51(220] и величины 

вектора Бюргерса Ь=а/Л (а - постоянная кристаллической решетки). 
Расстояние линии дислокации от плоскости падения было 16,7 мкм. 
Значения других параметров следующие: Ло = 40, г = 19 (последнее соот

ветствует толщине кристалла 283,2 мкм), проекция линии дислокации 
на плоскость рассеяния пересекает ось х при х = -38.
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ՈՒՂՂԱԳԻԾ ՀԵՏԱԳԾԵՐԻ ՄՈՏԱՎՈՐՈՒԹՅՈՒՆԸ ՌԵՆՏԳԵՆՅԱՆ
ՃԱՌԱԳԱՅԹՆԵՐԻ ԴԻՆԱՄԻԿ ԴԻՖՐԱԿՑԻԱՅԻ

ԵՐԿՐԱՉԱՓԱԿԱՆ ՕՊՏԻԿԱՅՈՒՄ

Լ. Ա. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ, Կ. Գ. ԹՐՈՒՆԻ

Կան Յ՜^^ԲԿվոԼմ է ռենտգենյան ճառագայթների դինամիկ դիֆրակցիայի երկրաչափա- 
₽յւսմթ «լ 111,10 թոլյ1- Աեֆորմացված բյուրեղներում, ուղղագիծ հետագծերի մոտավորու- 
այդ դեա ՈւԲԱ ^ ^^“^ այդ մոտավորության կիրառման պայմանները: Ցույց է տրված, որ 
կատար "^ “^“Պենյան փնջերի թե ինտենսիվությունները, թե հետագծերը նույնն են, ինչ 
1*Ում 1ոա Բյո1րեւ11’ զերթում: Բյուրեղում դեֆորմացիայի առկայությունը բերում է փնջե- 
զաշսւով ֆազային հավելման, որը համեմատական է բյուրեղի դեֆորմացիայի 
աեսանհ Ո1՝”^ա' ֆիկցիայից ինտեգրալի, ըստ ճառագայթի հետագծի: Փորձարարական 
^Բնույթնե^^ այԱս1ԻսԻ ֆազի առկայությունը կարող է դրսեարվել ինտերֆերենցիոն

RECTILINEAR PATH APPROACH IN GEOMETRIC OPTICS
OF DYNAMIC DIFFRACTION OF X-RAYS

L. A. HAROUTUNYAN, K. G. TROUNI

The016 aPproachOnfCtr,C °Ptlcs °f dynamic diffraction of X-rays in weakly distorted crystals in 
aPproach is ,°\rec։‘linear trajectories is considered. The condition of applicability of this 
densities a cnve3- ft is shown that in this approach the paths of rays as well as their 
additiona] ^ aS ^^ for 1116 ’deal crystal. The distortion of crystal gives rise to an 
°f deformat՛ SC °f 010 ^a1 proportional to the integral of some function given by the field 
Presenceofs'°n of orystal along the ray path. From the experimental point of view the 

Uch phase can be revealed in interferometric phenomena.
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