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Â ðàáîòå äëÿ ìîäåëè âðàùàþùåéñÿ çâåçäû êàê ôèãóðû Ãþéãåíñà-Ðîøà ïîëó÷åíû ïðîñòûå
àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû ýêâàòîðèàëüíîãî ðàäèóñà è îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êàê
ôóíêöèè àáñîëþòíîãî è îòíîñèòåëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðîåíèÿ âðàùàþùèõñÿ çâåçä, ïîêàçàíî,
÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîñòàòî÷íà äëÿ îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âðàùàþùàÿñÿ çâåçäà: ôèãóðà Ãþéãåíñà-Ðîøà

1. Ââåäåíèå. Çàäà÷à î äèíàìè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè ïëàíåòû ñî ñâîåé

çâåçäîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî àêòèâíî èçó÷àåòñÿ. Åñòü ìíîæåñòâî

ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìèãðàöèè ïëàíåò, îäíàêî â íèõ ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå

ó÷èòûâàåòñÿ ýâîëþöèÿ ñàìîé çâåçäû.

Îñíîâíîé ñëîæíîñòüþ ïðè ïðîâåäåíèè ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

ãëàâíûì ìåõàíèçìîì, îïðåäåëÿþùèì äèíàìè÷åñêóþ ýâîëþöèþ ïëàíåòíîé

ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ïðèëèâíîå âçàèìîäåéñòâèå. Íî â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâåííîå

âëèÿíèå íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè çâåçäû è, êàê ñëåäñòâèå, íà äèíàìè-

÷åñêóþ ýâîëþöèþ ñèñòåìû â öåëîì îêàçûâàåò ïåðåñòðîéêà âíóòðåííåé

ñòðóêòóðû çâåçäû, îïðåäåëÿåìàÿ ïðîöåññàìè çâåçäíîé ýâîëþöèè. Òàêæå

ñóùåñòâåííûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ó÷åò âðàùåíèÿ çâåçäû âîêðóã

ñîáñòâåííîé îñè. Òåì ñàìûì äàííûå ôàêòîðû òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü ñîâìåñòíî,

÷òî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó ìîäåëè çâåçäíîé

ýâîëþöèè â îáùåì ñëó÷àå íå "âñòðàèâàþòñÿ" â ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäå-

ëÿþùèõ äèíàìè÷åñêóþ ýâîëþöèþ ïëàíåòíîé ñèñòåìû.

Ïîïûòêà ðåàëèçîâàòü ïîäîáíîå áûëà ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [1], îäíàêî îíà

îêàçàëàñü ñîïðÿæåíà ñî ñëîæíîñòÿìè. Ïîëíîöåííàÿ ìîäåëü çâåçäíîé ýâîëþöèè

ñëèøêîì ñëîæíà äëÿ áûñòðîé è ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè, ïîýòîìó íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü êàêîé-ëèáî ñóùåñòâóþùèé ïàêåò ìîäåëèðîâàíèÿ âíóòðåííåãî

ñòðîåíèÿ è ýâîëþöèè çâåçä è òåì èëè èíûì ñïîñîáîì îáúåäèíÿòü åãî ñ

ìîäåëèðîâàíèåì äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè ïëàíåòíîé ñèñòåìû. Â óïîìÿíóòîé
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âûøå ðàáîòå òàêîå îáúåäèíåíèå óäàëîñü âûïîëíèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà

ìîäåëèðîâàíèÿ çâåçäíîé ýâîëþöèè MESA, îäíàêî ýòî ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè

ìîäèôèêàöèè èñõîäíûõ êîäîâ ïàêåòà.

Èñïîëüçîâàíèå ãîòîâûõ òàáëè÷íûõ äàííûõ, ñîäåðæàùèõ ñåòêè çàðàíåå

âû÷èñëåííûõ ìîäåëåé, òàêæå ñîïðÿæåíî ñî ñëîæíîñòÿìè. Íàïðèìåð, ñåòêè

ìîäåëåé ýâîëþöèè âðàùàþùèõñÿ çâåçä (ïîñòðîåííûå â ðàáîòå [2] è äðóãèõ

ðàáîòàõ òîé æå ãðóïïû) ÿâëÿþòñÿ ôàêòè÷åñêè åäèíñòâåííûìè ñóùåñòâóþùèìè

ðåçóëüòàòàìè, îäíàêî è îíè äîñòóïíû íå ïîëíîñòüþ, à îïóáëèêîâàííûå

äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàáëèöû ñ íåáîëüøîé ñòåïåíüþ äèñêðåòèçàöèè,

íåäîñòàòî÷íîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ. Îòêðûòûõ æå êîäîâ, ðåàëèçóþùèõ ó÷åò

âðàùåíèÿ çâåçäû ïðè ðàñ÷åòå ìîäåëåé çâåçäíîé ýâîëþöèè, íå ñóùåñòâóåò.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äðóãîé âîçìîæíûé ïóòü: ïîëó÷åíèå ýìïèðè-

÷åñêèõ è ïîëóýìïèðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé, îïèñûâàþùèõ ïàðàìåòðû çâåçä è

èõ ýâîëþöèè, äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ èõ â ìîäåëè äèíàìè÷åñêîé

ýâîëþöèè ïëàíåòíîé ñèñòåìû.

2. Ôèãóðà Ãþéãåíñà-Ðîøà. Øèðîêî èñïîëüçóåìîé ìîäåëüþ âðàùàþ-

ùåéñÿ çâåçäû ÿâëÿåòñÿ ôèãóðà ðàâíîâåñèÿ Ãþéãåíñà-Ðîøà [3,4] (õîòÿ ýòî è

íå åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò, â [5] ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä äðóãèõ ìîäåëåé,

íàïðèìåð, àíàëîãè ýëëèïñîèäîâ Ìàêëîðåíà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âðàùåíèÿ).

Â äàííîé ìîäåëè ôèãóðà ðàâíîâåñèÿ ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíòîâ [6]:

1. ïðèòÿãèâàþùèé òî÷å÷íûé öåíòð;

2. íåâåñîìàÿ òâåðäîòåëüíî âðàùàþùàÿñÿ îáîëî÷êà.

Äîïóñòèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî ãðóáîãî ïðèáëèæåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ

òåì, ÷òî ïëîòíîñòü â çâåçäå áûñòðî óáûâàåò ñ ðàäèóñîì.

Ôîðìà âðàùàþùåéñÿ ôèãóðû ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Ãþéãåíñà-Ðîøà çàâèñèò

îò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ [7]:

1. íåïîäâèæíàÿ îáîëî÷êà èìååò ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó;

2. ïðè ìåäëåííîì âðàùåíèè ôèãóðà áëèçêà ê ñôåðîèäó (ýëëèïñîèäó

âðàùåíèÿ);

3. äëÿ ñëó÷àÿ âûñîêèõ ñêîðîñòåé ôèãóðà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ñïëþñíóòîé;

4. íàêîíåö, êðèòè÷åñêàÿ ôèãóðà âðàùåíèÿ ñîäåðæèò îñîáåííîñòü íà ýêâàòîðå.

Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ [2] ïîëÿðíûé ðàäèóñ

ôèãóðû ñëàáî çàâèñèò îò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ çâåçäû. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì

ïðåíåáðåæåì ýòîé çàâèñèìîñòüþ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëÿðíûé ðàäèóñ íå

ìåíÿåòñÿ. Â îòëè÷èå îò ïîëÿðíîãî ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ íåèçâåñòåí è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ.

Ñóùåñòâóþò óëó÷øåíèÿ äàííîé ìîäåëè [8, 9], íî äëÿ òåêóùåé ðàáîòû èõ

ñëîæíîñòü èçáûòî÷íà, óòî÷íåíèå ìîäåëè, ïî-âèäèìîìó, íå äàåò ñóùåñòâåííîãî

óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòà.
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Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ôèãóðû Ãþéãåíñà-Ðîøà â ïðîñòåéøåé ïàðàìåò-

ðèçàöèè [6] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîòåíöèàë ñèëû òÿæåñòè íà ïîëÿðíîì

ðàññòîÿíèè   ðàâåí ãðàâèòàöèîííîìó ïîòåíöèàëó íà ïîëþñå:
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ãäå G - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, M - ìàññà çâåçäû,  R  - ðàäèóñ çâåçäû

íà ïîëÿðíîì ðàññòîÿíèè  ,   - óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ çâåçäû è R
p
 -

ïîëÿðíûé ðàäèóñ çâåçäû.
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e
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Óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ çâåçäû ìîæíî çàìåíèòü íà îòíîøåíèå óãëîâîãî

ìîìåíòà J è ïîëÿðíîãî ìîìåíòà èíåðöèè I:
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Ââåäåì 2MRIF   - ïðèâåäåííûé ìîìåíò èíåðöèè (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå

èìåíóåìûé "moment of inertia factor") - áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðè-

çóþùóþ ðàñïðåäåëåíèå ìàññû âíóòðè òåëà, è ïðåîáðàçóåì ïðåäûäóùåå ñîîò-

íîøåíèå:
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Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì äâà êîðíÿ âèäà

. 
2

2

2 23

232

,21 MGF

JRGMFRR
R

ppp
e




Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêâàòîðèàëüíîãî ðàäèóñà ôèãóðû ðàâíîâåñèÿ íóæåí

áîëüøèé êîðåíü. Äëÿ íåãî ïðè íóëåâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ýêâàòîðèàëüíûé

ðàäèóñ áóäåò ðàâåí ïîëÿðíîìó, êàê è ñëåäóåò îæèäàòü (à ìåíüøèé êîðåíü

áóäåò ðàâåí íóëþ). Â èòîãå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ýêâàòîðèàëüíîãî ðàäèóñà

êàê ôóíêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà:
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 (2)

3. Êðèòè÷åñêèé ðåæèì âðàùåíèÿ. Êðèòè÷åñêèé ðåæèì âðàùåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ìîäóëåé öåíòðîáåæíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà

íà ýêâàòîðå:
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Ïðè ïîäñòàíîâêå êâàäðàòà óãëîâîé ñêîðîñòè â èçíà÷àëüíîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ

(1) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ýêâàòîðèàëüíûé è

ïîëÿðíûé ðàäèóñ îòíîñÿòñÿ êàê:
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ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ èìïóëüñà è

èíåðöèè êàê ôóíêöèé ìàññû, ðàäèóñà è ïðèâåäåííîãî ìîìåíòà èíåðöèè:
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4. Èñïîëüçîâàíèå îòíîñèòåëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà. Ïåðåéäåì

ê îòíîñèòåëüíîìó óãëîâîìó ìîìåíòó èíåðöèè êàê íîâîé íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû: îòíîñèòåëüíûé ïàðàìåòð

âðàùåíèÿ   ( 10  ):
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è îòíîñèòåëüíûé óãëîâîé ìîìåíò j ( 10  j ):
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(6)

Ïðè ìåäëåííîì âðàùåíèè îáà ïàðàìåòðà áóäóò ìàëû, à ïðè ðåæèìå âðàùåíèÿ,

áëèçêîì ê êðèòè÷åñêîìó, áóäóò áëèçêè ê 1.

Â îáùåì ñëó÷àå R
p
 è F çàâèñÿò îò j. Êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå,

ïîëÿðíûé ðàäèóñ ñëàáî çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîãî ïàðàìåòðà âðàùåíèÿ

(ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå: ñëó÷àé çâåçäû ñ 1 M  - óìåíüøåíèå íà 5% ïðè

êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ [4]). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,
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÷òî ïîëÿðíûé ðàäèóñ âñåãäà ñîâïàäàåò ñ ïîëÿðíûì ðàäèóñîì ïðè êðèòè÷åñêîì

ðåæèìå âðàùåíèÿ, ò.å 
critpp RR  .

Ïðè íå çàâèñÿùèõ îò âðàùåíèÿ R
p
 è F âûðàæåíèå äëÿ ýêâàòîðèàëüíîãî

ðàäèóñà â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà ïðèìåò âèä:
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Òîãäà ìîìåíò èíåðöèè íà ýêâàòîðå I = FMR
e
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îòíîñèòåëüíûé óãëîâîé ìîìåíò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Òàêæå ÷åðåç îòíîñèòåëüíûé óãëîâîé ìîìåíò ìîæíî âûðàçèòü îòíîñè-

òåëüíûé ïàðàìåòð âðàùåíèÿ:
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Èç âûðàæåíèé (7) è (9) ìîæíî ïîëó÷èòü îòíîñèòåëüíûé óãëîâîé ìîìåíò

÷åðåç îòíîñèòåëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü è îòíîøåíèå ðàäèóñîâ - "ñæàòèå"

ôèãóðû ðàâíîâåñèÿ.
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5. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ äëÿ ýêâàòîðèàëüíîãî ðàäèóñà, îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè è

ëèíåéíîé ñêîðîñòè íà ýêâàòîðå êàê ôóíêöèè îòíîñèòåëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà.

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê íåïîñðåäñòâåííî, òàê è â

êà÷åñòâå ñòàðòîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ÷èñëåííîì ïîèñêå áîëåå òî÷íûõ çíà÷åíèé.

Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ñåé÷àñ â ýòîé îáëàñòè ðåçóëüòàòû ïðèâå-

äåíû â ñòàòüå [2], êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, ñòàëà îñíîâîé äëÿ íàïèñàíèÿ âòîðîé

ãëàâû â ìîíîãðàôèè [4]. Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ.1 è ðèñ.2.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàíû ìîäåëè ñî ñòàíäàðòíîé ìåòàëëè÷íîñòüþ Z = 0.02

â áîëüøîì äèàïàçîíå ìàññ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå [2] ðåçóëüòàòû

áûëè ïîëó÷åíû ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 112 çâåçäíûõ ìîäåëåé áåç
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ïðåäîñòàâëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé è èñõîäíûõ êîäîâ

ïðîãðàìì, ÷òî äåëàåò èõ ìàëîïîëåçíûìè äëÿ èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è.

Ïðèâåäåì òàêæå ñðàâíåíèå ñî ñâÿçûâàþùèì   è R
e
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Ðèñ.1. Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé îòíîøåíèÿ ýêâàòîðèàëüíîãî è ïîëÿðíîãî ðàäèóñîâ îò

îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïðî÷èõ ïàðàìåòðîâ
ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàáîòå [2].

Ðèñ.2. Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé îòíîøåíèÿ ëèíåéíîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ íà ýêâàòîðå
ê êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè îò îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ
çíà÷åíèÿõ ïðî÷èõ ïàðàìåòðîâ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàáîòå [2].
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ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [10] ïóòåì ïðÿìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Âèäíî (ñì.

ðèñ.3), ÷òî ñîâïàäåíèå îêàçûâàåòñÿ ïîëíûì.

Òåì ñàìûì äëÿ ìîäåëè âðàùàþùåéñÿ çâåçäû êàê ôèãóðû ðàâíîâåñèÿ

Ãþéãåíñà-Ðîøà ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

- íàéäåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû ýêâàòîðèàëüíîãî ðàäèóñà è

îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êàê ôóíêöèè àáñîëþòíîãî è îòíîñèòåëüíîãî

óãëîâîãî ìîìåíòà;

- ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè, ïîëó÷åí-

íûìè ðàíåå ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìñÿ è áîëåå ñëîæíûì ñïîñîáîì -

ñòàòèñè÷åñêèì èññëåäîâàíèåì ñåòîê ìîäåëåé, ïîýòîìó ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû äëÿ ïîñëåäóþùåãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè ïëàíåòíûõ

ñèñòåì.

1 Îêèíàâñêèé èíñòèòóò íàóêè è òåõíîëîãèè, Îêèíàâà, ßïîíèÿ
2 Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

 Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ, e-mail: peter@astro.spbu.ru

Ðèñ.3. Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ ýêâàòîðèàëüíîãî è ïîëÿðíîãî ðàäèóñîâ îò
îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïðî÷èõ ïàðàìåòðîâ

ñ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [10].
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THE SIMPLE MODEL OF A ROTATING STAR AS
THE HUYGENS-ROCHE FIGURE

G.M.KARELIN1, M.V.KOSTINA2, P.A.TARAKANOV2,
A.V.DEMENTYEV2, Yu.V.MILANOVA2

In the paper, simple analytical formulas for the rotating star model as a

Huygens-Roche figure are obtained for the equatorial radius and relative rotation

velocity as functions of absolute and relative angular momentum. The results are

compared with the results of numerical simulations of the structure of rotating stars

and it is shown that the considered analytical model is sufficient to describe those

parameters.

Keywords: rotating star: Huygens-Roche figure
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