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УДК 62-5017                                                           АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ 
                                                                                        УПРАВЛЕНИЯ 

Ф.П. ГРИГОРЯН  

К СИНТЕЗУ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ. II 

В линейной интегродифференциальной стационарной системе уравнений 
рассмотрена одна задача синтеза оптимального управления, которая обеспечивает 
минимизацию расхода топлива самолета или космического корабля. Она решена с 
помощью одной задачи вариационного исчисления с подвижными границами, когда 
концы траектории движущейся материальной точки перемещаются по двум 
заданным поверхностям эллипсоидов. 

Ключевые слова: синтез оптимального управления, интегродифференциальная 
стационарная система управления. 

В настоящей работе рассматривается одна актуальная задача об опти-
мизации относительно системы интегродифференциальных уравнений (СИДУ). 

Предполагается, что данная СИДУ с помощью синтеза с наперед задан-
ным спектром приводится к устойчивой системе в заданном конечном про-
межутке ሾݐ଴, ଵܶሻ	ሺ ଵܶ ൏ ∞ሻ, согласно определению К.А. Абгаряна [1,2]. 

Поскольку данную систему можно стабилизировать с различными за-
данными спектрами, то выбирается тот спектр, который должен обеспечить 
минимальное значение рассматриваемого функционала. 

1. В работе [3] рассматривается следующая стационарная управляемая 
СИДУ: 

ቐ

ሻݐሶሺݔ ൌ ሻݐሺݔܣ ൅ ,ሻݐሺݑܤ

ሻݐሺݑ ൌ ׬ ݃ሺݐ െ ᇱሻݐ
௧
ିஶ ,ᇱݐሻ݀′ݐሺߥ

ሻݐሺߥ ൌ ,ሻݐሺݔܾ

⟹ ሻݐሶሺݔ ൌ ሻݐሺݔܣ ൅ ܤ ׬ ݃ሺݐ െ ′ݎᇱሻ݀ݐሺݔᇱሻܾݐ
௧
ିஶ ,    (1.1) 

где ݔሺݐሻ ൌ ൫ݔଵሺݐሻ, ,	ሻݐଶሺݔ	 … , ሻ൯ݐ௡ሺݔ
்
 – столбцовая матрица размера ݊ ൈ 1, вектор 

состояния процесса; ݔሶሺݐሻ – производная от ݔሺݐሻ по времени ்ݔ ;ݐሺݐሻ – резуль-
тат транспонирования; ݑሺݐሻ – скалярное управляющее воздействие (рассмат-
ривается как выходной сигнал регулятора); ߥሺݐሻ  – скаляр, входной сигнал 
регулятора; ݃ሺݐ െ -мо – ′ݐ ;ᇱሻ – импульсная переходная функция регулятораݐ
мент подачи входного сигнала; ݐ – момент появления выходного сигнала, а 
также стационарные матрицы  

ܣ ൌ ൫ܽ௜௝൯, ൫݅, ݆ ൌ 1, ݊൯; ܤ ൌ ሺ݄ଵ, ݄ଶ, … , ݄௡ሻ்; ܾ ൌ ሺܾଵ, ܾଶ, … , ܾ௡ሻ. 
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 С учетом условий задачи синтеза, приведенных в работе [3], полу-
чается, что общее решение системы (1.1) имеет следующий вид: 

 
ሻݐሺݔ ൌ ,ܥሻݐሺΛ݌ݔ݁ܭܹ
Λ ൌ ݀݅ܽ݃ሺߣଵ, ,ଶߣ … , ,௡ሻߣ

  (1.2) 

где ߣ௜	ሺ݅ ൌ 1, ݊ሻ – наперед заданные различные числа; ܥ ൌ ሺܥଵ, ,ܥ … , -௡ሻ் – столܥ
бец из произвольных постоянных; 

ܹ ൌ ሺܤ, …,ܤܣ ,  ,ሻܤ௡ିଵܣ

ܭ ൌ ሺܭଵ, …,ଶܭ , ,௡ሻܭ ௜ܭ ൌ ሺ∆ଵሺߣ௜ሻ, Δଶሺߣ௜ሻ, … , Δ௡ିଵሺߣ௜ሻ, Δ௡ሺߣ௜ሻሻ், ݅ ൌ 1, ݊ , 

Δ୩ሺλ୧ሻ ൌ λ୧
୬ି୩ ൅ ρଵλ୧

୬ିሺ୩ାଵሻ ൅ ρଶλ୧
୬ିሺ୩ାଶሻ ൅ ⋯൅ ρ୬ି୩, k ൌ 1, n, i ൌ 1, n, ρ଴ ൌ 1. 

Приведем понятие устойчивости относительно заданной области, пред-
лагаемое К.А. Абгаряном [1]. 

Определение. Если при достаточно малом ߩ ൐ 0  любое возмущение 
଴ݔ ሻ процесса, начальное значениеݐሺݔ ൌ -଴ሻ которого удовлетворяет услоݐሺݔ
вию 

 ሺܵሺݐ଴ሻݔ଴, ܵሺݐ଴ሻݔ଴ሻ ൑  ଶ, (1.3)ߩ

в промежутке ݐ଴ ൑ ݐ ൏ ଵܶ удовлетворяет условию 

 ሺܵሺݐሻݔሺݐሻ, ܵሺݐሻݔሺݐሻሻ ൑  ଶ, (1.4)ߩ

где ܵሺݐሻ  – заданная ограниченная матрица, то невозмущенный процесс 
устойчив в промежутке ሾݐ଴, ଵܶሻ, ሺ ଵܶ ൏ ∞ሻ. В противном случае - неустойчив. 

Известно, что решение (1.2) является траекторией подвижной точки в  
݊-мерном фазовом пространстве [4]. 

Так как решение ݔሺݐሻ зависит от числа ߣ௜	ሺ݅ ൌ 1, ݊ሻ, значит, для различ-
ных групп получаются различные траектории движения - семейство кривых. 

Поэтому возникает следующий вопрос: возможно ли выбрать из семейства 
кривых (траекторий) ту, которая доставляет минимальное значение расхода 
топлива [5]. 

Естественно ожидать, что такая траектория, которая обеспечивает наи-
меньший расход топлива, должна иметь наименьшую длину. 

Поэтому вопрос сводится к решению простейшей задачи вариационного 
исчисления [6,7]. 

Пусть в (1.2) обозначим 

 ܹ ൌ ሺݏ௜௝ሻ, ܭ ൌ ൫݇௜௝൯,ܯ ൌ ܯ,ܭܹ ൌ ൫݉௜௝൯, ݅, ݆ ൌ 1, ݊, detሺܹܭሻ ് 0.  (1.5) 
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Тогда (1.2) приводится к виду 

ሻݐሺݔ ൌ ൮

ሻݐଵሺݔ
ሻݐଶሺݔ
⋯

ሻݐ௡ሺݔ

൲ ൌ

ۉ

ۇ

∑ ௜݉ଵ௜݁ఒ೔௧ܥ
௡
௜ୀଵ

∑ ௜݉ଶ௜݁ఒ೔௧ܥ
௡
௜ୀଵ

⋯
∑ ௜݉௡௜݁ఒ೔௧ܥ
௡
௜ୀଵ ی

	⟹	ۊ

ە
۔

ۓ
ሻݐଵሺݔ ൌ ∑ ௜݉ଵ௜݁ఒ೔௧ܥ

௡
௜ୀଵ ,

ሻݐଶሺݔ ൌ ∑ ௜݉ଶ௜݁ఒ೔௧ܥ
௡
௜ୀଵ ,
⋯

ሻݐ௡ሺݔ ൌ ∑ .	௜݉௡௜݁ఒ೔௧ܥ
௡
௜ୀଵ

          (1.6) 

Уравнения (1.6) являются параметрическими уравнениями траектории 
движения материальной точки, аргумент ݐ называется переменным парамет-
ром [8]. 

С помощью выражения (1.2) преобразуем левую сторону (1.4) (скаляр-
ное произведение). 

Вместо ܵሺݐሻ возьмем 

 ܵሺݐሻ ൌ ሺܹܭሻିଵ. (1.7) 

Подставим (1.7) в (1.4) и обозначим 

 ܸሺݐ, ሻሻݐሺݔ ൌ ൫ሺܹܭሻିଵݔሺݐሻ, ሺܹܭሻିଵݔሺݐሻ൯ ൑  ଶ, (1.8)ߩ

отсюда 

 ܸ൫ݐ, ሻ൯ݐሺݔ ൌ ൫ሺܹܭሻିଵݔሺݐሻ൯
∗
∙ ሺܹܭሻିଵݔሺݐሻ ൑  ,ଶߩ

где символ * – сопряженная матрица [9]. 
Значит, 

 ܸ൫ݐ, ሻ൯ݐሺݔ ൌ ∗ሻିଵሻܭሻሺሺܹݐሺ∗ݔ ∙ ሺܹܭሻିଵݔሺݐሻ ൑  ଶ.  (1.9)ߩ

Легко проверить, что 

 ሺሺܹܭሻିଵሻ∗ ∙ ሺܹܭሻିଵ   

является эрмитовой матрицей. Действительно, 

ሾሺሺܹܭሻିଵሻ∗ ∙ ሺܹܭሻିଵሿ∗ ൌ ሾሺܹܭሻିଵሿ∗ ∙ ሾሺሺܹܭሻିଵሻ∗ሿ∗ ൌ ሾሺܹܭሻିଵሿ∗ ∙ ሺܹܭሻିଵ, 

т.е. все характеристические числа эрмитовой матрицы (1.10) в (1.9) являются 
вещественными числами. 

Пусть 

 ሾሺܹܭሻିଵሿ∗ ∙ ሺܹܭሻିଵ ൌ ൮

∆ଵଵ
∆ଶଵ
⋮
∆௡ଵ

	

∆ଵଶ
∆22
⋮
∆௡ଶ

	

⋯
⋯
⋮
⋯

	

∆ଵ௡
∆ଶ௡
⋮
∆௡௡

൲. (1.11) 

С помощью матрицы (1.11) выражение (1.9) преобразуется к следую-
щей квадратичной форме: 
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ܸ൫ݐ, ሻ൯ݐሺݔ ൌ ∆ଵଵݔଵሺݐሻݔଵሺݐሻ ൅ ∆ଵଶݔଵሺݐሻݔଶሺݐሻ ൅ ⋯൅ ∆ଵ௡ݔଵሺݐሻݔ௡ሺݐሻ ൅
൅∆ଶଵݔଶሺݐሻݔଵሺݐሻ ൅ ∆ଶଶݔଶሺݐሻݔଶሺݐሻ ൅ ⋯൅ ∆ଶ௡ݔଶሺݐሻݔ௡ሺݐሻ ൅

⋮
൅∆௡ଵݔ௡ሺݐሻݔଵሺݐሻ ൅ ∆௡ଶݔ௡ሺݐሻݔଶሺݐሻ ൅ ⋯൅ ∆௡௡ݔ௡ሺݐሻݔ௡ሺݐሻ.

      (1.12) 

Приведем квадратичную форму (1.12) к каноническому виду методом 
Якоби [8-10]. 

При помощи метода исключения Гаусса приведем матрицу (1.11) к сле-
дующему виду [9]: 

௡ܩ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ
∆ଵଵ
0
0
⋮
0

	

∆ଵଶ
∆ଶଶ
ሺଵሻ

0
⋮
0

	

∆ଵଷ
∆ଶଷ
ሺଵሻ

∆ଷଷ
ሺଵሻ

⋮
0

	

⋯
⋯
⋯
⋮
⋯

	

∆ଵ௡
∆ଶ௡
ሺଵሻ

∆ଷ௡
ሺଵሻ

⋮
∆௡௡
ሺ௡ିଵሻ

ی

ۋ
ۋ
ۊ
, ∆ଵଵ് 0, ∆ଶଶ

ሺଵሻ് 0, ∆ଷଷ
ሺଵሻ് 0	,⋯ , ∆௡௡

ሺ௡ିଵሻ് 0.  

Тогда квадратичная форма (1.12) преобразуется к следующему виду: 

ܸ൫ݐ, ሻ൯ݐሺݔ ൌ ൫∆ଵଵݔଵሺݐሻ ൅ ∆ଵଶݔଶሺݐሻ ൅ ∆ଵଷݔଷሺݐሻ ൅ ⋯൅ ∆ଵ௡ݔ௡ሺݐሻ൯
ଶ
൅

൅ቀ∆ଶଶ
ሺଵሻݔଶሺݐሻ ൅ ∆ଶଷ

ሺଵሻݔଷሺݐሻ ൅ ⋯൅ ∆ଶ௡
ሺଵሻݔ௡ሺݐሻቁ

ଶ
൅ ⋯൅ ሺ∆௡௡ݔ௡ሺݐሻሻଶ ൑ .ଶߩ

       (1.14) 

Обозначим 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ଵܺሺݐሻ ൌ ∆ଵଵݔଵሺݐሻ ൅ ∆ଵଶݔଶሺݐሻ ൅ ∆ଵଷݔଷሺݐሻ ൅ ⋯൅ ∆ଵ௡ݔ௡ሺݐሻ,

ܺଶሺݐሻ ൌ ∆ଶଶ
ሺଵሻݔଶሺݐሻ ൅ ∆ଶଷ

ሺଵሻݔଷሺݐሻ ൅ ⋯൅ ∆ଶ௡
ሺଵሻݔ௡ሺݐሻ,

⋮	
ܺ௡ሺݐሻ ൌ ∆௡௡

ሺ௡ିଵሻݔ௡ሺݐሻ.

            (1.15) 

Систему (1.15) с помощью матрицы ܩ௡ можно написать в виде 

 ܺሺݐሻ ൌ  ሻ,  (1.16)ݐሺݔ௡ܩ

где  

ܺሺݐሻ ൌ ሺ ଵܺሺݐሻ, ܺଶሺݐሻ, … , ܺ௡ሺݐሻሻ், ሻݐሺݔ ൌ ሺݔଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺݔ … ,  .ሻሻ்ݐ௡ሺݔ

Рассмотрим так называемые главные миноры матрицы (1.11) [8-10] 

ଵܦ ൌ ∆ଵଵ, ଶܦ ൌ ฬ
∆ଵଵ ∆ଵଶ
∆ଶଵ ∆ଶଶ

ฬ , ଷܦ ൌ อ
∆ଵଵ
∆ଶଵ
∆ଷଵ

	
∆ଵଶ
∆ଶଶ
∆ଷଶ

	
∆ଵଷ
∆ଶଷ
∆ଷଷ

อ ,⋯ , ௡ܦ ൌ ተ

∆ଵଵ
∆ଶଵ
⋮
∆௡ଵ

	

∆ଵଶ
∆ଶଶ
⋮
∆௡ଶ

	

⋯
⋯
⋮
⋯

	

∆ଵ௡
∆ଶ௡
⋮
∆௡௡

ተ.     (1.17) 

Поэтому тождество (1.14) можно записать в виде [8-10] 

ܸ൫ݐ, ܺሺݐሻ൯ ൌ
஽బ
஽భ
ሺ ଵܺሺݐሻሻଶ ൅

஽భ
஽మ
ሺܺଶሺݐሻሻଶ ൅ ⋯൅

஽೙షభ
஽೙

ሺܺ௡ሺݐሻሻଶ ൑ ଴ܦሺ	ଶߩ ൌ 1ሻ.    (1.18) 

(1.13)
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Правая сторона выражения (1.18) является каноническим видом квадра-
тичной формы ܸሺݐ, ܺሺݐሻሻ. 

Уравнения (1.15) являются параметрическими уравнениями для кано-
нического вида (1.18). 

Замечания. 
1. Геометрически соотношения (1.15) или (1.18) в пространстве коор-

динат ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ при каждом фиксированном t представляют собой ݊-мер-
ный эллипсоид [1]. 

2. В ݊ ൅ 1 -мерном пространстве координат ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡  и времени ݐ 
соотношения (1.15) или (1.18) представляют некоторую трубку, каждое сече-
ние которой с гиперплоскостью ݐ ൌ  .представляет эллипсоид [1] ∗ݐ

Произведя в системе (1.15) или (1.16) параллельный перенос по направ-
лению времени на ݐ଴, получим систему 

 ܺሺݐ െ ଴ሻݐ ൌ ݐሺݔ௡ܩ െ  ଴ሻ. (1.19)ݐ

Произведя то же самое относительно ଵܶ, получим систему  

 ܺሺݐ െ ଵܶሻ ൌ ݐሺݔ௡ܩ െ ଵܶሻ. (1.20) 

Система уравнений (1.19) представляет собой ݊-мерный эллипсоид, ко-
торый является пересечением трубки (1.15) с гиперплоскостью ݐ ൌ ଴ݐ , а 
система (1.20) - то же самое с гиперплоскостью ݐ ൌ ଵܶ. 

Вышеизложенный материал позволяет сформулировать следующую 
задачу. 

2. Постановка задачи. Пусть класс функций (1.2) имеет непрерывную 
производную ݔሶሺݐሻ на отрезке ሾݐ଴, ଵܶሻ. Тогда выражение  

,ሻݐଵሺݔሾܬ  ,ሻݐଶሺݔ … , ሻሿݐ௡ሺݔ ൌ ׬ ඥݔሶଵ
ଶሺݐሻ ൅ ሶଶݔ

ଶሺݐሻ ൅ ⋯൅ ݐሻ݀ݐሶ௡ଶሺݔ
భ்

௧బ
 (2.1) 

будет функционалом, определенным на этом классе функций. Левый конец 
траекторий (1.2) перемещается по поверхности эллипсоида (1.19), а правый - 
(1.20). 

Требуется определить: 
1) экстремаль и минимальное значение функционала (2.1), когда левые 

крайние точки траекторий (1.2) перемещаются по поверхности эллипсоида 
(1.19), а правые - эллипсоида (1.20); 

2) числа ߣ௜	ሺ݅ ൌ 1, ݊ሻ, которые соответствуют найденной экстремали. 
Решение. Обозначим подынтегральную функцию (2.1) через  

,ሻݐଵሺݔሺܨ ,ሻݐଶሺݔ … , ሻሻݐ௡ሺݔ ൌ ඥݔሶଵ
ଶሺݐሻ ൅ ሶଶݔ

ଶሺݐሻ ൅ ⋯൅  ሻ.  (2.2)ݐሶ௡ଶሺݔ
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Функционал (2.1) геометрически выражает длину дуги кривой ݔሺݐሻ с 
концами ݔሺ0ሻ при ݐ ൌ 0 и ݔሺݐଵሻ при ݐ ൌ  .ଵ [6]ݐ

 Система уравнений Эйлера имеет вид [6,7]. 

ቐ
௫ೖܨ െ

݀
ݐ݀
௫ሶೖܨ ൌ 0,

௫ೖܨ ൌ 0	, ݇ ൌ 1, ݊	
⟹

݀
ݐ݀
௫ሶೖܨ ൌ 0 ⟹ ௫ሶೖ௫ሶೖܨ ∙ ሷ௞ݔ ൌ 0 ⟹ ൜

ሷ௞ݔ ൌ 0	
௫ሶೖ௫ሶೖܨ ് 0 	⟹	

	⟹ ሷ௞ݔ ൌ 0, ݇ ൌ 1, ݊ , 

или 

൞

ሻݐሷଵሺݔ ൌ 0,
ሻݐሷଶሺݔ ൌ 0,

⋯	
ሻݐሷ௡ሺݔ ൌ 0,

	⟹	൞

ሻݐሶଵሺݔ ൌ ,ଵߙ
ሻݐሶଶሺݔ ൌ ଶߙ

⋯
ሻݐሶ௡ሺݔ ൌ ,௡ߙ

	⟹	൞

ሻݐଵሺݔ ൌ ݐଵߙ ൅ ,ଵߚ
ሻݐଶሺݔ ൌ ݐଶߙ ൅ ,ଶߚ

⋯
ሻݐ௡ሺݔ ൌ ݐ௡ߙ ൅ ,௡ߚ

            (2.3) 

где ߙ௜, ,௜ߚ ሺ݅ ൌ 1, ݊ሻ – произвольные постоянные. 
Обозначим  

ሻݐሺݔ ൌ ሺݔଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺݔ … , ,ሻሻݐ௡ሺݔ ߙ ൌ ሺߙଵ, ,ଶߙ … , ,௡ሻ்ߙ ߚ ൌ ሺߚଵ, ,ଶߚ … ,  ௡ሻ், (2.4)ߚ

тогда система (2.3) примет следующий вид: 

ሻݐሺݔ ൌ ݐߙ ൅  (2.5)            .ߚ

Уравнения (2.3) являются параметрическими уравнениями экстремалей 
[6,8]. 

Параметрическую систему уравнений (2.3) можно преобразовать к сле-
дующему каноническому виду: 

௫భሺ௧ሻିఉభ
ఈభ

ൌ ௫మሺ௧ሻିఉమ
ఈమ

ൌ ⋯ ൌ ௫೙ሺ௧ሻିఉ೙
ఈ೙

ൌ  (2.6)          .ݐ

С помощью (2.3) можно получить минимальное значение функционала 
(2.1) 

,ሻݐଵሺݔሾܬ݊݅݉ ,ሻݐଶሺݔ … , ሻሿݐ௡ሺݔ ൌ ׬ ඥߙଵ
ଶ ൅ ଶߙ

ଶ ൅ ⋯൅ ݐ௡ଶ݀ߙ
భ்

௧బ
ൌ ට1ߙ

2 ൅ 2ߙ
2 ൅⋯൅2݊ߙ ∙ 0ݐ|ݐ

ܶ1 ,  (2.7) 

или 

,ሻݐଵሺݔሾܬ݊݅݉ ,ሻݐଶሺݔ … , ሻሿݐ௡ሺݔ ൌ ܸ ∙ ሺ ଵܶ െ  ଴ሻ,   (2.71)ݐ

где  

ܸ ൌ ඥߙଵ
ଶ ൅ ଶߙ

ଶ ൅ ⋯൅  ௡ଶ.   (2.8)ߙ
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Выражение ܸ из (2.8) является величиной скорости равномерного пря-
молинейного движения по направлению вектора ߙ ൌ ሼߙଵ, ,ଶߙ … ,  ௡ሽ [8]. Тогдаߙ
правая сторона выражения (2.71) представляет собой произведение скорости 
на течение времени, т.е. ܸ ∙ ሺ ଵܶ െ ଴ሻݐ  выражает длину пути материальной 
точки равномерного линейного движения на кратчайшем пути (экстремаль). 

Следовательно, можно заключить, что минимальное значение функцио-
нала (2.1) равно длине экстремали в промежутке времени ሾݐ଴, ଵܶሻ. 

Условия трансверсальности имеют вид [6] 

ܨൣ ൅ ൫ ሶܺଵ െ ௫ሶభܨሶଵ൯ݔ ൅ ൫ ሶܺଶ െ ௫ሶమܨሶଶ൯ݔ ൅ ⋯൅ ൫ ሶܺ௡ െ ௫ሶ೙൧ห௧ୀ௧బܨሶ௡൯ݔ
ൌ 0, 

отсюда при (2.1) 

ቂܨ ൅ ൫ ሶܺଵ െ ሶଵ൯ݔ
௫ሶభ
ி
൅ ൫ ሶܺଶ െ ሶଶ൯ݔ

௫ሶమ
ி
൅ ⋯൅ ൫ ሶܺ௡ െ ሶ௡൯ݔ

௫ሶ೙
ி
ቃቚ
௧ୀ௧బ

ൌ 0, 

или  

ଶܨൣ ൅ ൫ ሶܺଵ െ ሶଵݔሶଵ൯ݔ ൅ ൫ ሶܺଶ െ ሶଶݔሶଶ൯ݔ ൅ ⋯൅ ൫ ሶܺ௡ െ ሶ௡൧ห௧ୀ௧బݔሶ௡൯ݔ
ൌ 0, 

значит, 

ଶܨൣ ൅ ሶܺଵݔሶଵ ൅ ሶܺଶݔሶଶ ൅ ⋯൅ ሶܺ௡ݔሶ௡ െ ሺݔሶଵଶ ൅ ሶଶݔ
ଶ ൅ ⋯൅ ሶ௡ଶሻ൧ห௧ୀ௧బݔ

ൌ 0, 

следовательно, 

൝
൫ ሶܺଵݔሶଵ ൅ ሶܺଶݔሶଶ ൅ ⋯൅ ሶܺ௡ݔሶ௡൯ห௧ୀ௧బ

ൌ 0,

൫ ሶܺଵݔሶଵ ൅ ሶܺଶݔሶଶ ൅ ⋯൅ ሶܺ௡ݔሶ௡൯ห௧ୀ భ்
ൌ 0.

  

Подставив значения ݔሶ௜ሺݐሻ ൌ ,௜ߙ ݅ ൌ 1, ݊ из (2.3) в (2.9) и (2.10), получим 

൝
൫ ሶܺଵߙଵ ൅ ሶܺଶߙଶ ൅ ⋯൅ ሶܺ௡ߙ௡൯ห௧ୀ௧బ

ൌ 0,

൫ ሶܺଵߙଵ ൅ ሶܺଶߙଶ ൅⋯൅ ሶܺ௡ߙ௡൯ห௧ୀ భ்
ൌ 0.

  

Соотношения (2.11) и (2.12) выражают перпендикулярность искомой 
экстремали (2.5) (или (2.3)) соответственно на левой стороне поверхности 
эллипсоида (1.19) и на правой стороне поверхности эллипсоида (1.20). 

Теперь перейдем к определению произвольных постоянных ߙ௜, ,௜ߚ ݅ ൌ 1, ݊ 
из (2.3). 

Воспользуемся тем фактом, что левый конец экстремали (2.3) переме-
щается по поверхности эллипсоида (1.19), а правый – по (1.20). 

Согласно приведенным выше замечаниям, следует, что координаты всех 
точек эллипсоида (1.19) имеют одинаковые значения ݐ ൌ  ଴, а для эллипсоидаݐ
ݐ - (1.20) ൌ ଵܶ. 

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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Нетрудно заметить, что левый конец экстремали (2.5) имеет вид  

଴ሻݐሺݔ  ൌ ଴ݐߙ ൅  (2.13) ,ߚ

а правый конец: 

ሺݔ   ଵܶሻ ൌ ߙ ଵܶ ൅  (2.14) .ߚ

Таким образом, имеем следующие уравнения: 

൜
଴ݐߙ ൅ ߚ ൌ ሺݐ଴, ,଴ݐ … , ଴ሻ்ݐ ൌ ଴ݐ ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ்,
ߙ ଵܶ ൅ ߚ ൌ ሺ ଵܶ, ଵܶ, … , ଵܶሻ் ൌ ଵܶ ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ்.

 

Вычитая (2.15) из уравнения (2.16), получим 

ሺߙ ଵܶ െ ଴ሻݐ ൌ ሺ ଵܶ െ ,଴ሻሺ1,1ݐ … ,1ሻ், 

т.е. 

ߙ  ൌ ሺ1,1, … ,1ሻ், ሺݐ଴ ് ଵܶሻ. (2.17) 

Из (2.15) и (2.17) следует 

଴ݐ ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ் ൅ ߚ ൌ ,ሺ1,1	଴ݐ … ,1ሻ், 

значит, 

ߚ ൌ ,଴ሺ1,1ݐ … ,1ሻ் െ ,ሺ1,1	଴ݐ … ,1ሻ், 

следовательно, 

ߚ  ൌ ሺ0,0, … ,0ሻ். (2.18) 

Из (2.17) и (2.18) следует окончательный вид для экстремали (2.6): 

ሻݐଵሺݔ  ൌ ሻݐଶሺݔ ൌ ⋯ ൌ ሻݐ௡ሺݔ ൌ  (2.19) .ݐ

Следовательно, искомая экстремаль проходит через начало координат 
ሺ0,0, … ,0ሻ и имеет направляющий вектор 

෤ߙ  ൌ ሼ1,1, … ,1ሽ. (2.20) 

С помощью (2.17) полученное минимальное значение (2.7) для функ-
ционала (2.1) приобретает вид 

,ሻݐଵሺݔሾܬ݊݅݉ ,ሻݐଶሺݔ … , ሻሿݐ௡ሺݔ ൌ ׬ √1 ൅ 1 ൅⋯൅ భ்ݐ1݀
௧బ

ൌ √݊ ∙ ห௧బݐ
భ், 

или 

,ሻݐଵሺݔሾܬ݊݅݉  ,ሻݐଶሺݔ … , ሻሿݐ௡ሺݔ ൌ √݊ ∙ ሺ ଵܶ െ ଴ሻݐ ൌ ܸ ∙ ሺ ଵܶ െ  ଴ሻ,  (2.21)ݐ

 

(2.15)

(2.16)



128 

где 

 ܸ ൌ √݊  (2.22) 

является величиной скорости равномерного прямолинейного движения по 
направлению вектора ߙ෤ ൌ ሼ1,1, … ,1ሽ. 

Остался один из следующих основных вопросов: как определить значе-

ния ߣ௜	ሺ݅ ൌ 1, ݊ሻ, которые соответствуют полученной выше экстремали (2.3)? 
Поступим следующим образом: пусть произвольные постоянные ܥ௜, ݅ ൌ 1, ݊തതതതത 
из (1.6) уже известны при начальных условиях, когда ݐ ൌ  ଴. Экстремаль (2.3)ݐ
должна совпасть с одной из любых траекторий (1.6) при соответствующем 

выборе ߣ௜, ݅ ൌ 1, ݊. Сравнивая системы (1.6) и (2.3) при (2.14), (2.17), (2.18) и 
ݐ ൌ ଵܶ, получим следующие системы уравнений: 

ە
۔

ଵ݉ଵଵ݁ఒభܥۓ భ் ൅ ଶ݉ଵଶ݁ఒమܥ భ் ൅ ⋯൅ ௡݉ଵ௡݁ఒ೙ܥ భ் ൌ ଵܶ,
ଵ݉ଶଵ݁ఒభܥ భ் ൅ ଶ݉ଶଶ݁ఒమܥ భ் ൅ ⋯൅ ௡݉ଶ௡݁ఒ೙ܥ భ் ൌ ଵܶ,

⋯
ଵ݉௡ଵ݁ఒభܥ భ் ൅ ଶ݉௡ଶ݁ఒమܥ భ் ൅ ⋯൅ ௡݉௡௡݁ఒ೙ܥ భ் ൌ ଵܶ.

   (2.23) 

Предполагая, ܥ௜ ് 0	ሺ݅ ൌ 1, ݊ሻ и возвращаясь к работе [3], можно дока-

зать, что матрица ܰ ൌ ൫ܥ௜ ௝݉௜൯	൫݅, ݆ ൌ 1, ݊൯ невырожденная. Следовательно, 

൫݁ఒభ భ் , ݁ఒమ భ் , … , ݁ఒ೙ భ்൯
்
ൌ ܰିଵ ∙ ሺ ଵܶ, ଵܶ, … , ଵܶሻ். (2.24) 

Матрицу ܰିଵ представляем с помощью строк следующим образом: 

ܰିଵ ൌ ൮

ଵܰ

ଶܰ
⋮
௡ܰ

൲. 

Тогда выражение (2.24) можно преобразовать к виду 

൫݁ఒభ భ் , ݁ఒమ భ் , … , ݁ఒ೙ భ்൯
்
ൌ ሺ ଵܰ, ଶܰ, … , ௡ܰሻ் ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ் ∙ ଵܶ, 

откуда следует 

ە
۔

݁ۓ
ఒభ భ் ൌ ଵܰ ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ் ∙ ଵܶ,
݁ఒమ భ் ൌ ଶܰ ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ் ∙ ଵܶ,

⋮
݁ఒ೙ భ் ൌ ௡ܰ ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ் ∙ ଵܶ.

      (2.25) 

Так как левые стороны в (2.25) - положительные числа, то значит, и 
правые стороны - также положительные числа. 
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Прологарифмировав обе стороны системы (2.25) и разделив на ଵܶ ് 0, 
окончательно находим 

ە
ۖ
۔

ۖ
ଵߣۓ ൌ

ଵ

భ்
lnሾ ଵܰ ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ் ∙ ଵܶሿ,

ଶߣ ൌ
ଵ

భ்
lnሾ ଶܰ ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ் ∙ ଵܶሿ,

⋮
௡ߣ ൌ

ଵ

భ்
lnሾ ௡ܰ ∙ ሺ1,1, … ,1ሻ் ∙ ଵܶሿ.

               (2.26) 
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Ֆ.Պ. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ 

ՕՊՏԻՄԱԼ ԿԱՌԱՎԱՐՄԱՆ ՍԻՆԹԵԶԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ. II 

Գծային ինտեգրադիֆերենցիալ հավասարումների ստացիոնար համակարգում դի-

տարկված է օպտիմալ կառավարման սինթեզի մի խնդիր, որն ապահովում է ինքնաթիռի 

կամ տիեզերանավի վառելանյութի ծախսի նվազարկումը: Այն լուծվել է վարիացիոն հաշվի 

տեղաշարժվող եզրերով մի խնդրի միջոցով, երբ շարժվող նյութական կետի հետագծերի 

ծայրերը շարժվում են տրված երկու էլիպսոիդների մակերևույթների վրայով: 

Առանցքային բառեր. օպտիմալ կառավարման սինթեզ, ինտեգրադիֆերենցիալ 

հավասարումների ստացիոնար համակարգ: 
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F.P. GRIGORYAN 

THE SYNTHESIS OF OPTIMAL CONTROL. II 

In a linear integro-differential stationary system of equations, one problem of 
optimal control synthesis is considered which ensures the minimization of fuel 
consumption of an airplane or a space jar. It is solved with the help of one problem of the 
calculus of variations with moving boundaries when the ends of the trajectory of a moving 
material point move along the two given surfaces of the ellipsoids. 

Keywords: synthesis, optimal control, integro-differential stationary system of 

equations. 
  


