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УДК 62-5017                                              АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ 
                                                                            УПРАВЛЕНИЯ 

Ф.П. ГРИГОРЯН  

ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ МНОГИХ КОМПЛЕКСНЫХ 
ПЕРЕМЕННЫХ. I 

Рассматриваются передаточные функции многих комплексных переменных. 
Показано, что в задачах синтеза управления с наперед заданным спектром иногда 
передаточную функцию регулятора необходимо представить в виде аналитической 
функции многих комплексных переменных. 

Ключевые слова: задачи синтеза управления, передаточные аналитические 
функции многих комплексных переменных, стационарные управляемые системы. 

Рассматривается новое понятие: передаточные аналитические функции 
многих комплексных переменных. Одновременно показывается их примене-
ние в задачах синтеза одномерного управления с наперед заданными спектрами 
в стационарных управляемых системах. 

Иногда бывают случаи, когда передаточная функция регулятора ܹሺሻ,	

 ൌ ݔ  ,ݕ݆ ݆ ൌ √െ1 не имеет таких аналитических свойств, какие имеют от-

дельные блоки ܹሺሻ, ݇ ൌ 1, ݊. И наоборот, аналитические свойства переда-
точных функций отдельных блоков ܹሺሻ не передаются передаточным функ-
циям общей схемы ܹሺሻ (параллельное соединение). 

Поэтому возникает естественный вопрос: как сохранить взаимосвязь 
между свойствами передаточной функции параллельного соединения ܹሺሻ и 

отдельных блоков ܹሺሻ, ݇ ൌ 1, ݊. 
Этот вопрос можно решить, если принять, что иногда передаточные 

функции представляются в виде аналитических функций многих комплекс-
ных переменных, в отличие от случая с одной комплексной переменной. 

Поэтому считаем необходимым процитировать следующие факты из 
теории аналитических функций многих комплексных переменных [1-3]. 

Пространство ܥ ൌ ܥ ൈ⋯ൈ -декартово произведение из n экземпля – ܥ
ров комплексной плоскости C. Для точки из ܥ будем использовать обозна-
чение ܼ ൌ ሺݖଵ,⋯ , ሻݖ , где ݖ ൌ ݔ  ݕ݆ 	 ∈ ܥ  и ݔ,                ,– вещественные числа	ݕ

݆ ൌ √െ1. 
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Возвращаемся к следующей задаче [4]: 
1. Постановка задачи. Пусть задана следующая управляемая стацио-

нарная система: 

 ቐ

ሻݐሶሺݔ ൌ ሻݐሺݔܣ  ,ሻݐሺݑ݄

ሻݐሺݑ ൌ  ݃ሺݐ െ ᇱሻݐሺߥᇱሻݐ
௧
ିஶ ᇱݐ݀

ሻݐሺߥ ൌ ,ሻݐሺݔܾ

,⟹ ሻݐሶሺݔ ൌ ሻݐሺݔܣ  ݄  ݃ሺݐ െ ᇱሻݐሺݔᇱሻܾݐ
௧
ିஶ  ᇱ, (1.1)ݐ݀

где ݔሺݐሻ ൌ ൫ݔଵሺݐሻ, ⋯,	ሻݐଶሺݔ	 , ሻ൯ݐሺݔ
்

 – столбцовая матрица размером ݊ ൈ 1 

состояния процесса (Т – означает транспонирование); ߥሺݐሻ – скаляр, входной 
сигнал регулятора; ݃ሺݐ െ -ᇱሻ – скаляр, импульсная переходная функция регуляݐ
тора; ݑሺݐሻ – скалярное управляющее воздействие, рассматриваемое как выход-

ной сигнал регулятора; ܣ ൌ ൫ܽ൯, ሺ݅, ݆ ൌ 1,2,⋯ , ݊ሻ  ; ݄ ൌ ሺ݄ଵ, ݄ଶ,⋯ , ݄ሻ்  ;        

ܾ ൌ ሺܾଵ, ܾଶ,⋯ , ܾሻ ᇱݐ ;  – момент подачи входного сигнала; ݐ  – момент 
появления выходного сигнала. 

Наперед заданными желательными числами являются  

,ଵߣ  ⋯,ଶߣ , ;భߣ ,ߤ ⋯,ߤ , ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥߤ
మ

; 0	, ݊ଵ  ݊ଶ  1 ൌ ݊  (1.2) 

при 

ߣ  ് ,ߣ ݅, ݆ ൌ 1,2,⋯ , ݊ଵ, ߤ ് ,ߣ ߤ ് 0	.  (1.21) 

Требуется построить ܾ ൌ ሺܾଵ, ܾଶ,⋯ , ܾሻ  так, чтобы система (1.1) при 

новых неизвестных ݕሺݐሻ ൌ ൫ݕଵሺݐሻ, ,	ሻݐଶሺݕ	 ⋯ , ሻ൯ݐሺݕ
்

 была приведена к виду 

ቐ
ሻݐሶሺݕ ൌ ሺ݅	ݕߣ ൌ 1,2,⋯ , ݊ଵሻ,

ሻݐሶሺݕ ൌ ሺ݆	ݕߤ ൌ ݊ଵ  1,⋯ , ݊ଵ  ݊ଶሻ,
ሻݐሶሺݕ ൌ 0 ∙ ,ݕ

	⟹	ቐ
ݕ ൌ ݁ఒ௧ܥ,
ݕ ൌ ݁ఓ௧ܥ,
ݕ ൌ ,ܥ

	⟹	

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ሺଵሻݕ ൌ ݁భ௧ܥሺభሻ,
݆ଵ ൌ ݀݅ܽ݃൫ߣଵ,⋯ , ,భ൯ߣ

ሺଶሻݕ ൌ ݁ఓ௧ܥሺమሻ,
ݕ ൌ ,ܥ

     (1.3) 

где ܥሺభሻ ൌ ൫ܥଵ,⋯ , భ൯ܥ
்
, ሺమሻܥ ൌ ൫ܥభାଵ,⋯ , భାమ൯ܥ

்
	 – столбцы из произ-

вольных постоянных; ܥ  – постоянный скаляр; ݕሺଵሻ ൌ ൫ݕଵ,⋯ , భ൯ݕ
்

,           

ሺଶሻݕ ൌ ൫ݕభାଵ,⋯ , భାమ൯ݕ
்

ݕ , ൌ ൫ݕሺଵሻ, ,ሺଶሻݕ ൯ݕ
்

. 

Предполагаются также следующие условия: для передаточной функции 
регулятора ܹሺሻ удовлетворяются  

ܹሺߣሻ ് 0,ܹሺߤሻ ് 0,ܹሺ0ሻ ് 0, ൫݅ ൌ 1, ݊ଵ൯,
ௗௐሺሻ

ௗ
ቚ
ୀఓ

ൌ 0	൫݅ ൌ 1, ݊ଶ െ 1൯,    (1.4) 

где p – комплексный параметр [5]. 
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Более подробные преобразования решений задач, приведенных в [4], 
здесь повторять не будем. 

Здесь в основном нас интересуют другие вопросы, связанные с условиями 
(1.4), на которых мы и остановимся. В условиях (1.4) утверждается, что свой-
ства передаточной функции регулятора зависят от вида наперед заданного 
спектра (1.2). Поэтому можно представить, что регулятор образуется из трех 
звеньев (блоки), и каждый блок имеет свою передаточную функцию 

ଵܹሺሻ ൌ
ఒభ

ఉభା∏ ሺିఒሻ
భ
సభ

	 , ଶܹሺሻ ൌ
ఒమ

ఉమାሺିఓሻమ
	 , ଷܹሺሻ ൌ

ఒయ
ఉయା

	,     (1.5) 

каждая из которых удовлетворяет условиям (1.4) соответственно, где  
ߙ ് 0, ߚ ് 0, ݅ ൌ 1,2,3  - произвольные постоянные, знаменатели дробей в 
(1.5), отличные от нуля. 

Если представим, что регулятор является параллельным соединением 
трех блоков, то передаточной функцией его является [6] 

ܹሺሻ ൌ ଵܹሺሻ  ଶܹሺሻ  ଷܹሺሻ ൌ
ఈభ

ఉభା∏ ሺିఒሻ
భ
సభ


ఈమ

ఉమାሺିఓሻమ


ఈయ
ఉయା

	.   (1.6) 

Было бы желательно, чтобы функция ܹሺሻ из (1.6) обладала условиями 
(1.4). Но, как можно заметить, она не удовлетворяет налагаемым условиям. 
На самом деле имеем 

ܹᇱሺሻ ൌ
െߙଵ൫Δ୬భ൯

ᇱ

ଵߚൣ  Δ୬భሺpሻ൧
ଶ 

െߙଶ݊ଶሺ െ ሻమିଵߤ

ሾߚଶ  ሺ െ ሻమሿଶߤ

െߙଷ݊ଷయିଵ

ሺߚଷ  ଷሻଶ݊
	 ,	

	Δభሺሻ ൌෑሺ െ ሻߣ

ఈభ

ୀଵ

. 

В случае, когда  ൌ  ሻ равняется нулю, а первая ивторая дробь в ܹᇱሺ ,ߤ
третья дроби не равны нулю, потому по третьему условию имеем ߣ ് ,ߤ ߤ ് 0, 
в противном случае - кратность числами ߣ и 0 будет увеличиваться, что опять 
же противоречит третьему условию задачи. 

Возникает вопрос: как выйти из подобного “тупикового” положения? 
Для этого введем понятие передаточных функций многих комплексных пере-
менных [1-3]. 

Примем, что: 1) передаточная функция регулятора ܹሺሻ зависит от трех 
комплексных переменных ܹሺሻ ൌ ܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ  , ൌ ሺଵ, ,ଶ ଷሻ   , ൌ ݔ 
݆ݕ ∈ ,ܥ ݅ ൌ 1,2,3; 2) передаточные функции каждого блока имеют вид соот-
ветственно 
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ଵܹሺଵሻ ൌ
ఈభ

ఉభା∏ ሺభିఒሻ
భ
సభ

	 , ଶܹሺଶሻ ൌ
ఈమ

ఉమାሺమିఓሻమ
	 , ଷܹሺଷሻ ൌ

ఈయ
ఉయାయ

	.      (1.7) 

Тогда условия (1.4) в вышепоставленной задаче можно заменить на 
следующие [1,2]: 

а) в комплексной плоскости ଵ  ( ଵ  - любое комплексное число, а               
ଶ ൌ ଷ ൌ 0): 

ܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ|మୀ
యୀ

ൌ ܹሺଵ, 0,0ሻ ൌ ଵܹሺଵሻ|భୀఒ ് 0, ݅ ൌ 1, ݊ଵ ,        (1.8) 

б) в комплексной плоскости ଶ  ( ଶ  - любое комплексное число, а        
ଵ ൌ ଷ ൌ 0): 

ܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ|భୀ
యୀ

ൌ ܹሺ0, ,ଶ 0ሻ ൌ ଶܹሺଶሻ|మ ് 0,	

	
߲ܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ

ଶ߲݅
ቤ
మୀఓ

ൌ
݀ ଶܹሺଶሻ

ଶ݅݀
ቤ
మୀఓ

ൌ 0, ݅ ൌ 1, ݊ଶ െ 1	; 

в) в комплексной плоскости ଷ  ( ଷ  - любое комплексное число, а             
ଵ ൌ ଶ ൌ 0): 

ܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ|భୀ
మୀ

ൌ ܹሺ0,0, ଷሻ ൌ ଷܹሺଷሻ|యୀ ് 0,    (1.10) 

При (1.7) в случае параллельного соединения передаточной функцией 
регулятора является [6] 

ܹሺሻ ൌ ܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ ൌ ଵܹሺଵሻ  ଶܹሺଶሻ  ଷܹሺଷሻ ൌ	

ൌ
ఈభ

ఉభା∏ ሺభିఒሻ
భ
సభ


ఈమ

ఉమାሺమିఓሻమ


ఈయ
ఉయାయ

 .   (1.11) 

 Можно заметить, что функция из (1.11) удовлетворяет условиям           
(1.8) – (1.10) соответственно. 

2. Пример. Рассмотрим задачу программы управления космическим 
аппаратом при посадке на Луну [4,7]. Движение космического аппарата в конце 
посадки будем рассматривать в относительной системе координат oxyz. На-
чало относительной системы координат поместим в расчетную точку прилуне-
ния. 

Для простоты рассмотрим однородную часть системы уравнений 

ە
۔

ۓ
ሶଵݔ ൌ ,ଶݔ

ሶଶݔ ൌ െ߸ଶݔଵ  ,ଶߙݑ
ሶଷݔ ൌ ,ସݔ ଶߙ

ଶ  ସߙ
ଶ ൌ 1.

ሶସݔ ൌ 2߸ଶݔଷ  ,ସߙݑ

      (2.1) 

(1.9)
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Обозначим 

ܣ ൌ ൦

0	1	0	0
െ߸ଶ	0	0	0
0	0	0	1

	0	0	2߸ଶ	0

൪ , ݄ ൌ ൦

0
ଶߙ
0
ସߙ

൪ , ݔ ൌ ൦

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
ସݔ

൪ ,
ݑ ൌ  ݃ሺݐ െ ᇱݐᇱሻ݀ݐሺߥᇱሻݐ

௧
ିஶ ,

ሻݐሺߥ ൌ ,ሻݐሺݔܾ
ܾ ൌ ሺܾଵ, ܾଶ, ܾଷ, ܾସሻ.

 (2.2) 

Тогда система (2.1) примет вид 

ሻݐሶሺݔ ൌ ሻݐሺݔܣ  ݄  ݃ሺݐ െ .ᇱݐᇱሻ݀ݐሺݔᇱሻܾݐ
௧
ିஶ     (2.3) 

Предположим, что наперед заданными желательными числами являются  

 1,1,2,0.  (2.4) 

Требуется построить передаточную функцию регулятора ܹሺሻ так, чтобы 
она удовлетворяла следующим условиям: 

ܹሺሻ|ୀଵ ് 0,
ௗௐሺሻ

ௗ
ቚ
ୀଵ

ൌ 0;	ܹሺሻ|ୀଶ ് 0,ܹሺሻ|ୀ ് 0.          (2.5) 

Решение. Представим, что регулятор образуется из трех звеньев, соот-
ветствующих видам (2.4), и каждое из них имеет свою передаточную функцию 

ଵܹሺሻ ൌ
ఈభ

ఉభାሺିଵሻమ
	 , ଶܹሺሻ ൌ

ఈమ
ఉమାሺିଶሻ

	 , ଷܹሺሻ ൌ
ఈయ

ఉయା
	.                (2.6) 

Можно заметить, что ଵܹሺሻ удовлетворяет первой части условия (2.5), 

ଶܹሺሻ – второй части, а ଷܹሺሻ – третьей части. 
 Если представим, что эти блоки соединены последовательно, то для 

передаточной функции регулятора ܹሺሻ получим 

෩ܹ ሺሻ ൌ ଵܹሺሻ ∙ ଶܹሺሻ ∙ ଷܹሺሻ ൌ
ఈభ

ఉభାሺିଵሻమ
∙

ఈమ
ఉమାሺିଶሻ

∙
ఈయ

ఉయା
,              (2.7) 

а в случае параллельного соединения: 

ܹሺሻ ൌ ଵܹሺሻ  ଶܹሺሻ  ଷܹሺሻ ൌ
ఈభ

ఉభାሺିଵሻమ


ఈమ
ఉమାሺିଶሻ


ఈయ

ఉయା
	.       (2.8) 

Видно, что передаточная функция регулятора ෩ܹ ሺሻ  удовлетворяет 
условиям (2.5), а ܹሺሻ не удовлетворяет. 

Причиной этого противоречия является факт передаточной функции 
ܹሺሻ, зависящей от одной комплексной переменной  ൌ ݔ   .ݕ݆

А теперь предположим обратное: ܹሺሻ зависит от трех комплексных 
переменных  ൌ ሺଵ, ,ଶ  ,ଷሻ ൌ ݔ  ,ݕ݆ ݅ ൌ 1,2, т.е. ܹሺሻ ൌ ܹሺଵ, ,ଶ  :ଷሻ

ଵܹሺଵሻ ൌ
ଵߙ

ଵߚ  ሺଵ െ 1ሻଶ
	, ଶܹሺଶሻ ൌ

ଶߙ
ଶߚ  ሺଶ െ 2ሻ

	 , ଷܹሺଷሻ ൌ
ଷߙ

ଷߚ  ଷ
	. 
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Тогда условия (2.5) можно заменить на следующие [1,2] (в комплекс-
ной плоскости): 

а) ଵ (ଵ - любое комплексное число, а ଶ ൌ 0, ଷ ൌ 0): 

ܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ|భୀଵ ് 0,
డௐሺభ,మ,యሻ

డభ
ቚ
భୀଵ

ൌ 0	;          (2.9) 

б) ଶ (ଶ - любое комплексное число, а ଵ ൌ 0, ଷ ൌ 0): 

ܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ|మୀଶ ് 0,      (2.10) 

в) ଷ (ଷ - любое комплексное число, а ଵ ൌ 0, ଶ ൌ 0): 

ܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ|యୀ ് 0.      (2.11) 

Значит, в случае параллельного соединения передаточной функцией 
регулятора является 

ܹሺሻ ൌ ଵܹሺଵ, ,ଶ ଷሻ ൌ ଵܹሺଵሻ  ଶܹሺଶሻ  ଷܹሺଷሻ ൌ	

 ൌ
ఈభ

ఉభାሺభିଵሻమ


ఈమ
ఉమାሺమିଶሻ


ఈయ

ఉయାయ
	. 

Можно заметить, что функция ܹሺሻ из (2.12) уже удовлетворяет усло-
виям (2.9), (2.10) и (2.11) соответственно. 

Замечание. При наличии одного нулевого корня в спектре (1.2) и когда 

ߤܴ݁ ൏ 0, ߣܴ݁ ൏ 0	൫݅ ൌ 1, ݊ଵ൯, то система (1.3) устойчива, но асимптотической 

устойчивости нет. 
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Ֆ.Պ. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ 

ՇԱՏ ԿՈՄՊԼԵՔՍ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆՆԵՐԻ ՓՈԽԱՆՑՄԱՆ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐ: I 

Նախօրոք տրված սպեկտրներով կառավարման սինթեզի խնդիրներում երբեմն ան-

հրաժեշտ է լինում կարգավորիչի փոխանցման ֆունկցիան պատկերացնել որպես շատ 

կոմպլեքս փոփոխականների անալիտիկ ֆունկցիա: 

Առանցքային բառեր. կառավարման սինթեզի խնդիրներ, կոմպլեքս շատ փոփոխա-

կանների փոխանցման անալիտիկ ֆունկցիաներ, կառավարելի ստացիոնար համակարգեր: 

F.P. GRIGORYAN 

TRANSMITTING FUNCTIONS OF MANY COMPLEX VARIABLES. I 

The transmitting functions of many complex variables are studied. It is shown that in 
the control synthesis problems with a prescribed range of times, the transfer function of the 
regulator should be submitted as an analytic function of several complex variables. 

Keywords: transmission analitical functions of many complex variables, stationary 
controlled systems. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 




