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Վ.Ա. ՊՈՂՈՍՅԱՆ, Ա.Գ. ԱՎԵՏԻՍՅԱՆ 

ԲԵՐԿՈՎԻՑԻ ԱԼԳՈՐԻԹՄԻ ԲԱԶՄԱՉԱՓ ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ՆՄԱՆԱԿԸ  

Առաջարկվել է բազմապարամետրական մատրիցների բնութագրիչ բազմանդամի 

որոշման մեթոդ՝ հիմնված Բերկովիցի ալգորիթմի և Գ.Ե. Պուխովի բազմապարամետրա-

կան դիֆերենցիալ ձևափոխությունների վրա։ Ներկայացվել են մոդելային օրինակ և բնու-

թագրիչ բազմանդամի գործակից-ֆունկցիաների որոշման ընթացակարգը։  

Առանցքային բառեր. բազմապարամետրական մատրից, բնութագրիչ բազմանդամ, 

բազմաչափ դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, գործակից-ֆունկցիա: 

Ներածություն։ Մի քանի անկախ պարամետրերով նկարագրվող համա-

կարգերը հետազոտելիս անհրաժեշտություն է առաջանում բնութագրերը որոշել 

մի քանի պարամետրերից կախված ֆունկցիաներով։ Աշխատանքում առաջարկ-

վում է բազմապարամետրական մատրիցների բնութագրիչ բազմանդամի գործա-

կից-ֆունկցիաների որոշման նմանակ՝ հիմնված ավտոնոմ մատրիցների բնու-

թագրիչ բազմանդամի որոշման Բերկովիցի ալգորիթմի [1, 2] և բազմաչափ դիֆե-

րենցիալ ձևափոխությունների [3] կիրառման վրա։  

Բերկովիցի ալգորիթմը։ Ավտոնոմ մատրիցների բնութագրիչ բազմանդամի 

կառուցման արդյունավետ և զուգահեռականացման բարձր աստիճանով 

օժտված ալգորիթմներից է Բերկովիցի ալգորիթմը [1, 2]։  

Բերկովիցի ալգորիթմի կիրառմամբ Anxn ավտոնոմ մատրիցի բնութագրիչ 

բազմանդամի գործակիցների PA վեկտորը որոշվում է հետևյալ կերպ [1, 2]․ 

𝑃𝐴 = 𝐶1 ∙ 𝐶2 ∙  ⋯  ∙ 𝐶𝑛, 

որտեղ Cj, j=1,n մատրիցները (n+2-j)x(n+1-j) չափայնությամբ ստորին եռանկյու-

նաձև Տոպլիցի մատրիցներ են, որոնց 1-ին սյան տարրերը որոշվում են այսպես. 

 

{
 

 
 1,եթե 𝑖 = 1,

 −𝑎𝑗𝑗, եթե 𝑖 = 2,

 −𝑅𝑗𝑀𝑗
𝑖−3𝑆𝑗, եթե 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 2 − 𝑗,

 

 

որտեղ  𝑅𝑗 = (𝑎𝑗(𝑗+1), 𝑎𝑗(𝑗+2), … , 𝑎𝑗𝑛) ,  𝑆𝑗 = (𝑎(𝑗+1)𝑗, 𝑎(𝑗+2)𝑗 , … , 𝑎𝑛𝑗)
𝑇
, M1-ը A, 

իսկ Mյ, j=2,n -1 - երը` Mյ-1 մատրիցների գլխավոր ենթամատրիցներն են՝ 

𝐴 = [
𝑎11 𝑅1
𝑆1 𝑀1

],  𝑀1 = [
𝑎22 𝑅2
𝑆2 𝑀2

],  𝑀2 = [
𝑎33 𝑅3
𝑆3 𝑀3

], …,  𝑀𝑛−1 = [𝑎𝑛𝑛]: 
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(n+2-j)x(n+1-j) չափայնությամբ Cj մատրիցն ունի այսպիսի կառուցվածք. 

𝐶𝑗 =

[
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 ⋯ 0
−𝑎𝑗𝑗 1 0 0 ⋯ 0

−𝑅𝑗𝑆𝑗 −𝑎𝑗𝑗 1 0 ⋯ 0

−𝑅𝑗𝑀𝑗𝑆𝑗 −𝑅𝑗𝑆𝑗 −𝑎𝑗𝑗 1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−𝑅𝑗𝑀𝑗
𝑛−𝑗−2

𝑆𝑗 −𝑅𝑗𝑀𝑗
𝑛−𝑗−3

𝑆𝑗 −𝑅𝑗𝑀𝑗
𝑛−𝑗−4

𝑆𝑗 −𝑅𝑗𝑀𝑗
𝑛−𝑗−5

𝑆𝑗 ⋯ 1

−𝑅𝑗𝑀𝑗
𝑛−𝑗−1

𝑆𝑗 −𝑅𝑗𝑀𝑗
𝑛−𝑗−2

𝑆𝑗 −𝑅𝑗𝑀𝑗
𝑛−𝑗−3

𝑆𝑗 −𝑅𝑗𝑀𝑗
𝑛−𝑗−4

𝑆𝑗 ⋯ −𝑎𝑗𝑗]
 
 
 
 
 
 
 

։ 

Բերկովիցի ալգորիթմի բազմաչափ դիֆերենցիալ (Դ -) նմանակը։ Միապա-

րամետրական մատրիցների բնութագրերի որոշման մի շարք եղանակներ են 

մշակվել [4] դիֆերենցիալ միաչափ ձևափոխությունների կիրառմամբ։ Բազմա-

պարամետրական մատրիցների բնութագրերի որոշման եղանակներ առաջարկ-

վել են [5 - 7] աշխատանքներում՝ կիրառելով Գ.Ե. Պուխովի բազմաչափ դիֆերեն-

ցիալ-թեյլորյան ձևափոխությունները [3].  

- ուղիղ ձևափոխությունը՝ 
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  , (2) 

որտեղ ),...,,( 21 mxxxU -ն բնօրինակն է (ենթադրվում է, որ գոյություն ունեն այս 

ֆունկցիայի բոլոր մասնակի ածանցյալներն ըստ mxxx ,..,, 21  փոփոխականների), 

),...,,( 21 mKKKU  - ն՝ ամբողջաթիվ 
mKKK ,...,, 21

 արգումենտներից կախված պատ-

կերը ( ),...,,( 21 mKKKU  ),...,,( 21 mxxxU ), H1, H2,…,Hm -երը՝ մասշտաբային 

գործակիցները, t1, t2,…,tm -երը՝ մոտարկման կենտրոնի կոորդինատները: Պատ-

կերների առկայության դեպքում բնօրինակները վերականգնվում են (2) առնչու-

թյամբ: 

Բազմապարամետրական A(x1,x2,...,xm) nxn չափայնությամբ մատրիցի բնու-

թագրիչ բազմանդամի գործակից-ֆունցիաները որոշելու համար նախ կատա-

րենք հետևյալ նշանակումները՝  
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𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) = [
𝑎11(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) 𝑅1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)

𝑆1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) 𝑀1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)
], 

𝑀1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) = [
𝑎22(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) 𝑅2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)

𝑆2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) 𝑀2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)
], 

 𝑀2(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = [
𝑎33(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) 𝑅3(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)
𝑆3(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) 𝑀3(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

], 

…, 

 𝑀𝑛−1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) = [𝑎𝑛𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)], 

 𝑅𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = (𝑎𝑗(𝑗+1)(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚), 𝑎𝑗(𝑗+2)(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚),… , 𝑎𝑗𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)), 

 𝑆𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = (𝑎(𝑗+1)𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), 𝑎(𝑗+2)𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), … , 𝑎𝑛𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚))
𝑇

, 

j=1,n ։ 

(n+2-j)x(n+1-j) չափայնությամբ ստորին եռանկյունաձև Cj(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), 

j=1,n մատրիցների 1-ին սյան տարրերը, կատարված նշանակումների հաշվառ-

մամբ, կլինեն՝ 

{
 

 
1, եթե 𝑖 = 1,

−𝑎𝑗𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), եթե 𝑖 = 2,

−𝑅𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∙𝑀𝑗
𝑖−3(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∙ 𝑆𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), եթե 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 2 − 𝑗: 

 

 

PA((x1,x2,...,xm)) բազմանդամի գործակից-ֆունկցիաները կորոշվեն այսպես՝ 

𝑃𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 𝐶1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∙ 𝐶2(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∙  ⋯  ∙ 𝐶𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)։  

Բազմապարամետրական A(x1,x2,...,xm) մատրիցի բնութագրիչ PA((x1,x2,...,xm))  

բազմանդամի գործակից-ֆունկցիաները որոշելու համար նախ ենթադրենք, որ 

A(x1,x2,...,xm) մատրիցի aij(x1,x2,...,xm), i,j=1,n տարրերն օժտված են բավարար 

աստիճանի ողորկությամբ, և ներկայացնենք Բերկովիցի ալգորիթմի Դ-նմանակը։  

Դիֆերենցիալ պատկերների տիրույթում գործողությունները կազմակեր-

պելու համար կատարենք հետևյալ նշանակումները՝ 
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:,1,,0),,...,,(),...,,(

,,1,,0,,1),,...,,(),...,,(

,,1,,0,1,1),,...,,(),...,,(

,,1,,0,1,1),,...,,(),...,,(

,,1,,0,1,1),,...,,(),...,,(

,,1,,0),,...,,(),...,,(

2121

2121

2121

2121

2121

2121

miKxxxpKKKP

miKnjxxxCKKKC

miKnjxxxSKKKS

miKnjxxxRKKKR

miKnjxxxMKKKM

miKxxxAKKKA

imAmA

imjmj

imjmj

imjmj

imjmj

imm













 

Բերկովիցի ալգորիթմի բազմաչափ Դ-նմանակը ներկայացնենք քայլերի 

հետևյալ հաջորդականությամբ. 

Քայլ 1։ H1, H2,…,Hm մասշտաբային գործակիցների, մոտարկման կենտրոնի 

t1, t2,…,tm կոորդինատների, պատկերների քանակների K1, K2,…,Km արժեքների 

համար հետևյալ դիսկրետների հաշվում՝  

:,1,,0,1,1),,...,,(

,,1,,0,1,1),,...,,(

,,1,,0,1,1),,...,,(

,,1,,0),,...,,(

21

21

21

21

miKnjKKKS

miKnjKKKR

miKnjKKKM

miKKKKA

imj

imj

imj

im









 

Քայլ 2։ Cj(x1, x2, . . . , xm) , j=1,n բնօրինակ մատրիցների ),,...,,( 21 mj KKKC

miKi ,1,,0   մատրիցային պատկերների 1-ին սյան տարրերի որոշում՝  
 

{
 

 
 1, եթե 𝑖 = 1,

−𝑎𝑗𝑗(𝐾1, 𝐾2, . . . , 𝐾𝑚), եթե 𝑖 = 2,

−𝑅𝑗(𝐾1, 𝐾2, . . . , 𝐾𝑚) ∗𝑀𝑗
𝑖−3
(𝐾1, 𝐾2, . . . , 𝐾𝑚) ∗ 𝑆𝑗(𝐾1, 𝐾2, . . . , 𝐾𝑚), եթե 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 2 − 𝑗,

 

 

որտեղ *-ը դիֆերենցիալ ձևափոխությունների տիրույթում բազմապատկման 

կամ փաթաթի գործողության, իսկ ⌴ - ը՝ աստիճան բարձրացնելու նշաններն են։  

Քայլ 3։ Բնութագրիչ բազմանդամի գործակից-ֆունկցիաների պատկեր-

ների վեկտորի տարրերի հաշվում՝  

),...,,( 21 mA KKKP ),,...,,(*...*),...,,(*),...,,( 21212211 mnmm KKKCKKKCKKKC

miKi ,1,,0  : 
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Քայլ 4։ Բնութագրիչ բազմանդամի գործակից-ֆունկցիաների բնօրինակ-

ների վեկտորի վերականգնում՝ համաձայն (2)-ի. 

),..,,(),..,,( 21

0 .. 2

22

1

11
21

21

21

mA

f fKKK

K

m

mm

KK

mA KKKP
H

tx

H

tx

H

tx
xxxP

m

m

 


 









 







 







 
  : 

Քայլ 5։ Բնութագրիչ բազմանդամի կառուցում՝ 

:)))

)))))(

2121

2

212

21

1

2112121

mnm

n

m

m

n

mm

n

m

,...,x,x(xp,...,x,x(x,...,x,x(xp

,...,x,x(x,...,x,x(xp,...,x,x(x,...,x,x(xP












 

Մոդելային օրինակ։ Առաջարկված Դ-նմանակով որոշենք հետևյալ երկ-

պարամետրական մատրիցի բնութագրիչ բազմանդամը․ 























2121

21

2

11

1

2

21

2

21

21

xxxx

xx7x34x2

5x2xx1xx

)x,x(A ։ 

)x,x(A 21
մատրիցի երկչափ դիսկրետները, մոտարկման 2,1,0  ixi  

կենտրոնի և 1, 1,2iH i    մասշտաբային գործակիցների դեպքում կլինեն․  

,3],0[)0,(,

000

030

000

)0,2(,

001

001

021

)0,1(,

000

042

501

)0,0( 11 

























































 KKAAAA

,2],0[)1,(,

100

700

000

)1,1(,

010

000

000

)1,0( 11 



































 KKAAA  

,2],0[)2,(,

000

000

010

)2,1(,

000

000

001

)2,0( 11 



































 KKAAA  

:3.1],0[),( 2121  KKKKA  

1-4 քայլերի կատարման արդյունքում ստացված )K,K(P 211 , )K,K(P 212  

և )K,K(P 213  գործակից-ֆունկցիաների պատկերների արժեքները ներկայաց-

ված են աղյուսակում։ 
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        Աղյուսակ 

Բնութագրիչ բազմանդամի գործակից-ֆունկցիաների պատկերները 

 

         K2 

K1 

)K,K(P 211
 )K,K(P 212

 )K,K(P 213  

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 

0 5 0 1 0 0 -4 0 -4 0 0 0 10 0 0 0 

1 1 1 0 0 0 -3 -5 9 -1 0 -20 -1 -7 4 -7 

2 3 0 0 0 0 -1 -1 -4 0 0 0 8 -7 -2 0 

3 0 0 0 0 0 -3 -3 0 0 0 -15 -13 0 11 0 

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 

Գործակից-ֆունկցիաները (2) առնչությամբ վերականգնելուց հետո կստա-

նանք՝ 

2

1211

2

2211 x3xxxx5)x,x(p  , 

2

3

1

3

1

2

2

2

12

2

1

2

1

3

21

2

21211

2

2212 xx3x3xx4xxxxxxx9xx5x3x4)x,x(p  , 

:3111315

2787472010),(

2

4

1

3

2

3
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2
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1

2

2

2
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2

1

4

21

3

21

2

212111213

xxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxp




 

Եվ, վերջապես, երկպարամետրական մատրիցի բնութագրիչ բազմանդամը 

կլինի․ 

:)3111315

2787472010(

),()3349534(

),()35(),()),((

2

4

1

3

2

3

12

3

1

3

1

3

2

2

1

2

2

2
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2

1

4

21

3

21

2

212111

212

3

1

3

1

2

2

2

12

2

1

2

1

3

21

2

21211

2

2

21

22

1211

2

221

3

21

xxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxp













 

Առաջարկված բազմաչափ Դ-նմանակի կիրառմամբ մշակվել է ֆունկցիա և 

ներդրվել [8-10]-ում ներկայացված առցանց մաթեմատիկական հարթակում։ Դի-

տարկված մոդելային օրինակի համար նշված հարթակում ստացված արդյունք-

ները ներկայացված են նկարում։  
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Նկ. Մոդելային օրինակի լուծման արդյունքները 
  

Եզրակացություն: Առաջարկվել է բազմապարամետրական մատրիցների 

բնութագրիչ բազմանդամի որոշման Բերկովիցի ալգորիթմի Դ-նմանակը՝ հիմնված 

բազմաչափ դիֆերենցիալ ձևափոխությունների կիրառման վրա։ Ալգորիթմի հի-

ման վրա մշակվել է ֆունկցիա և ներդրվել [8-10] առցանց մաթեմատիկական հար-

թակում։  

Հետազոտությունը կատարվել է ՀԱՊՀ Ավտոմատացված համակարգերի և 

մոդելավորման բազային գիտահետազոտական լաբորատորիայում: 
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В.А. ПОГОСЯН, А.Г. АВЕТИСЯН 

МНОГОМЕРНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ АНАЛОГ МЕТОДА 

БЕРКОВИЦА  

Предложен метод определения коэффициентов-функций характеристического 

многочлена многопараметрических матриц на основе метода Берковица и многомер-

ных дифференциальных преобразований Г.Е. Пухова. Представлены модельный при-

мер и процедура нахождения коэффициентов-функций характеристического многоч-

лена. 

Ключевые слова: многопараметрическая матрица, характеристический мно-

гочлен, многомерные дифференциальные преобразования, коэффициент-функция. 

V.A. POGHOSYAN, A.G. AVETISYAN 

THE MULTIDIMENSIONAL DIFFERENTIAL ANALOG OF BERKOWITZ’S 

ALGORITHM  

A method for defining the coefficients-functions of the characteristic polynomial 

based on Berkowitz’s algorithm, and G.E. Pukhov’s multidimensional differential transforms is 

proposed. A model example and a procedure for finding the characteristic polynomial 

coefficients-functions are presented. 

Keywords: multiparametric matrix, characteristic polynomial, multidimensional 

differential transforms, coefficient-function. 
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