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 СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

С.О. СИМОНЯН 

ГИПЕРМАТРИЧНО-БЛОЧНЫЙ ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ 

МЕТОД РЕШЕНИЯ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КВАДРАТНЫХ  

МАТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ  

Предложен гиперматрично-блочный численно-аналитический метод решения од-

нопараметрических квадратных матричных уравнений, основанный на дифференциаль-

ных преобразованиях Г.Е. Пухова. Получено условие разрешимости задачи. 

Ключевые слова: однопараметрическое квадратное матричное уравнение, редук-

ция задачи, дифференциальные преобразования, гиперматрично-блочный численно-ана-

литический метод решения, условие разрешимости задачи. 

Введение. В работе [1] был предложен спектральный метод решения одно-

параметрических квадратных матричных уравнений  
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0  tAX(t)tA(t)X(t)А  (1) 

(где ),(0 tA )(1 tA  и )(2 tA  - однопараметрические квадратные матрицы порядка 

m, a X(t)  – неизвестная однопараметрическая квадратная матрица также порядка 

m, подлежащая определению), основанный на дифференциальных преобразова-

ниях [2] и аппарате кронекеровых произведений матриц [3]. Основное вычисли-

тельное затруднение этого метода заключалось в определении нулевых матрич-

ных дискрет )0(iX  из алгебраического квадратного матричного уравнения  
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порожденного из (1) в центре аппроксимации tt   при целочисленном аргументе 

К=0 [2] . К тому же известно [4-6], что степенное матричное уравнение вида (2) 

в общем случае имеет 
n

mnCS   корней, где n - степень уравнения, m – порядок мат-

ричных коэффициентов, а C – комбинации. Однако в каждом конкретном случае 

определение истинного количества матриц )0(iX , Si  , удовлетворяющих 

матричному уравнению (2), связано с выполнением большого объема вычисли-

тельных операций с вытекающими отсюда многими отрицательными послед-

ствиями. Это обстоятельство обуславливает необходимость поиска других путей 
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разрешения рассматриваемой проблемы. Одному из таких возможных подходов 

и посвящена настоящая работа, к рассмотрению которой и перейдем далее. 

Математический аппарат․ Обозначим 

 ),()(2 tYtX    (3) 

при котором квадратное матричное уравнение (1) редуцируется в систему мат-

ричных уравнений 
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или в гиперматрично-блочное представление 
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(где Е – единичная матрица порядка m), откуда 

 

mmmmmm

tA

EtX

tAtА

tY

tX




































2

2

22

1

01

2

.
0

)(

)(

)()(

)(

)(
  (6) 

Естественно, решение (6) гиперматрично-блочной системы (5) можно реа-

лизовать согласно соотношению 

 




































0

)(

)(

)()(

)(

)( 2

1

)(

01

)1(

tA

EtX

tAtА

tY

tX

q
q

  (7) 

или эквивалентной (7) итерационной схемы 
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полученной из (7) и обладающей намного большими вычислительными возмож-

ностями, нежели схема (7) (заметим, что q – номер итерации). 
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Теперь допустим, что все матрицы, входящие в (5), обладают достаточной 

степенью гладкости по параметру t, при котором имеют место следующие диф-

ференциальные преобразования: 

,
)(

!
)( 0

0
ttK

КK

dt

tAd

K

H
KA


  ,0K       ),,0),(,,,( 00 KKAHtt   (9)  

,
)(

!
)( 1

1
ttK

КK

dt

tAd

K

H
KA


  ,0K       ),,0),(,,,( 11 KKAHtt   (10) 

 ,
)(

!
)( 2

2
ttK

КK

dt

tAd

K

H
KA


  ,0K       ),,0),(,,,( 22 KKAHtt   (11) 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tXd

K

H
KX


  ,0K       ),0),(,,,(3 KKXHtt  , (12) 

 ,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tyd

K

H
KY


  ,0K       ),0),(,,,(3 KKyHtt  , (13) 

где )(0 KA , )(1 KA , )(2 KA , )(KX  и )(KY  – матричные дискреты порядка m, 

соответствующие матричным оригиналам )(0 tA , )(1 tA , )(2 tA , )(tX  и )(tY ; H – 

масштабная постоянная; )(),(),( 210   , )(3   и )(4   – матричные функции, 

восстанавливающие матрицы-оригиналы )(),(),( 210 tAtAtA , )(tX  и )(tY  [2]. 

С учетом правил алгебры дифференциальных преобразований гипермат-

рично-блочную систему (5) из области оригиналов переведем в область диффe-

ренциальных изображений. Получим следующую гиперматрично-блочную спек-

тральную модель: 
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откуда с учетом тейлоровской единицы )(lЪ  получим: 

при К=0: 
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откуда 
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если, конечно, имеет место условие полноранговости гиперматрицы D(0), т.е. 

условие разрешимости задачи 

 mDrang 2)0(  ;  (16) 

при K=1: 
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откуда с учетом условия (16) получим 
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Далее, с целью компактности изложения, обозначим 
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с учетом которого: 

при K=2: 
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откуда с учетом условия (16): 

;
0

)2(

)0(

)0(
)2(

)1(

)1(
)1()0(

)2(

)2( 2

)(

1

)1(












































 



A

Y

X
D

Y

X
DD

Y

X
q

q

    (18) 

   



426 

при K=К: 
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откуда с учетом условия (16): 
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Замечание 1. Если условие разрешимости задачи (16) при некотором вы-

бираемом центре аппроксимации tt   нарушается, то можно оперировать наи-

лучшими приближенными решениями матричных дискрет 
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, Kl ,0 , 

используя при этом псевдообратную матрицу )0(D . Однако при такой ситуации, 

очевидно, намного целесообразнее выбор нового центра аппроксимации tt  , 

при котором условие разрешимости задачи (16) будет выполнено и, следовательно, 

будут определены точные значения матричных дискрет 
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Замечание 2. В результате реализации рекуррентных итерационных схем 

(15) –(19) будут определены матричные дискреты Xi(0),…,Xi(K) и Yi(0),…,Yi(K), a 

затем и решения Si
tY

tX
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, согласно некоторым обратным дифференциаль-

ным преобразованиям – правым частям соотношений (12), (13). 

Замечание 3. Рекуррентные соотношения (15)-(19), очевидно, являются 

явными вычислительными схемами. Однако с целью повышения их вычисли-

тельной эффективности можно несколько видоизменить их, прибавляя в их обеих 

частях матрицы Kl
lY

lX
,0,

)(
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, и получить схемы ньютоновского типа, при 

которых в правых частях этих схем на q-ых шагах итерационных процедур, кроме 

матриц )()( qKX , будут участвовать и матрицы )()( qKY . Например, примени-

тельно к схеме (19) при этом будем иметь 
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Модельный пример. В работе [1] был рассмотрен модельный пример  
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для которого при 1t , H=1 предложенным спектральным методом были полу-

чены 4 решения нулевых матричных дискрет, среди которых вторая нулевая 

матричная дискрета: 
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а последующие матричные дискреты: 
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При этом получено следующее точное решение: 
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Теперь рассмотрим решение этого примера, предложеннoго в настоящей 

работе гиперматрично-блочным численно-аналитическим методом. Очевидно, что 
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При этом динамика определения матриц начальных дискрет X(0) и Y(0) 

для одного из многочисленных экспериментов при функционировании вычисли-

тельной схемы (20) в среде MATLAB при K=0 представлена в табл. 1. 
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Таблица 1 
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Далее с учетом того, что 
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динамика определения матричных дискрет X(1) и Y(1) при функционировании 

вычислительной схемы (20) в среде MATLAB при K=1 представлена в табл. 2. 

Таблица 2 
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И, наконец, с учетом того, что 
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динамика определения матричных дискрет X(2) и Y(2) при функционировании 

вычислительной схемы (20) в среде MATLAB при K=2 представлена в табл. 3. 

Таблица 3 
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Таким образом,  
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a, в чем нетрудно убедиться, матричные дискреты 
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Следовательно, и при предложенном в настоящей работе методe получим 

представленное выше точное тейлоровское решение )(2 tX .  

Заключение. Таким образом, решение однопараметрических квадратных 

матричных уравнений на основе применения операционного метода дифферен-

циальных преобразований при предложенной редукции сводится к решению ре-

куррентных гиперматрично-блочных систем алгебраических матричных уравне-

ний, в результате чего определяются матричные дискреты X(K) искомого реше-

ния, а также восстановлению решения X(t) применением некоторого обратного 

дифференциального преобразования в соответствии с (12). 
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Ս.Հ. ՍԻՄՈՆՅԱՆ 

ՄԻԱՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ ՔԱՌԱԿՈՒՍԻ ՄԱՏՐԻՑԱՅԻՆ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ 

ԼՈՒԾՄԱՆ ՀԻՊԵՐՄԱՏՐԻՑԱ-ԲԼՈԿԱՅԻՆ ԹՎԱ-ԱՆԱԼԻՏԻԿ ՄԵԹՈԴ 

Առաջարկվել է միապարամետրական քառակուսի մատրիցային հավասարումների 

լուծման հիպերմատրիցա-բլոկային թվա-անալիտիկ մեթոդ՝ հիմնված Գ.Ե. Պուխովի դիֆե-

րենցիալ ձևափոխությունների վրա: Ստացվել է խնդրի լուծելիության պայմանը: 

Առանցքային բառեր. միապարամետրական քառակուսի մատրիցային հավասարում, 

խնդրի ռեդուկցիա, դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, լուծման հիպերմատրիցա-բլոկային 

թվա-անալիտիկ մեթոդ, խնդրի լուծելիության պայման: 

S.H. SIMONYAN 

A HYPER - MATRIX-BLOCK NUMERICAL- ANALYTICAL METHOD FOR 

SOLVING ONE-PARAMETRIC QUADRATIC MATRIX EQUATIONS 

A spectral solving method is proposed for solving one parametric guadratic matrix 

equation based on G.E. Pukhov’s differential transformations. It is shown, that the matrix 

condition of Gerard-Wyeth takes place for that equations. A model example is considered, 

which shows the effectiency of the method. Conditions of solvability for the problem are 

obtained. 

Keywords: one parametric quadratic matrix equation, reduction tasks, differential 

transformations, super matrix block-numerical-analytical method of solving, solvability condit-

ions. 


