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К РЕШЕНИЮ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ МАТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ТИПА A(t)∙X(t)+B(t)∙XT(t)=C(t) 

Рассмотрены однопараметрические транспонированные аналоги матричных урав-

нений типа Сильвестра. Предложены аналитический, а также основанные на дифферен-

циальных преобразованиях Г.Е. Пухова последовательный и параллельный численно-

аналитические методы их решения. Аналитический метод ограничен в практических 

приложениях, однако он служит основой для разработки численно-аналитических мето-

дов, легко реализуемых средствами современных информационных технологий. Для всех 

методов получены соответствующие условия однозначной разрешимости рассмотренных 

матричных уравнений. Приведен модельный пример, на основе решения которого введено 

понятие неоднозначной разрешимости задачи. 

Ключевые слова: однопараметрический транспонированный аналог матричного 

уравнения, редукция, аналитическое решение, дифференциальные преобразования, после-

довательный и параллельный численно-аналитические методы, модельный пример, ус-
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 Введение. Вопросы решения непрерывных матричных уравнений Силь-

вестра 

 CBXXА    (1) 

(где A,B,C и X - числовые матрицы порядка m, причём X - неизвестная матрица, 

подлежащая определению) рассмотрены, в частности, в работах [1,2]. Методы 

решения транспонированных аналогов (1), т.е. матричных уравнений 

 CBXXА Т  ,  (2) 

рассмотрены, в частности, в работах [3-7], а методы решения подобных  (2) 

матричных уравнений 

 CXBXА Т   - (3) 

в работах [8,9]. 

Методы решения однопараметрических непрерывных матричных уравне-

ний типа Сильвестра 

 )()()()()( tCtBtXtXtА    (4) 
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(где A(t), B(t), C(t) и X(t) - функциональные матрицы порядка m, причём X(t) - не-

известная матрица, подлежащая определению), соответствующих (1), предложены 

в работах [10,11], а методы решения однопараметрических транспонированных 

аналогов 

  )()()()()( tCtBtXtXtА T  ,  (5) 

соответствующих (2), - в работе [12].  

В настоящей работе рассматриваются методы решения однопараметри-

ческих матричных уравнений типа 

  )()()()()( tCtXtBtXtА T  ,  (6) 

соответствующих (3) и, с первого взгляда, достаточно похожих на (5), однако зна-

чительно отличающихся от него по существу. 

Редукция и аналитическое решение задачи. Допустим, что однопара-

метрические матрицы A(t) и B(t) невырожденные на рассматриваемом интервале 

параметра t. Тогда, умножив (6) на A-1(t), получим 

)],()()([)()( 1 tXtBtCtAtX T 
 

откуда 

  ).()()()()()( tAtBtXtAtCtX TTTTT     (7) 

С другой стороны, из того же уравнения (6) при умножении его на матрицу 

𝐵−1(𝑡) имеем 

)],()()([)()( 1 tXtAtCtBtX T  
 

откуда 

  ).()()()()()( 11 tXtAtBtCtBtX T  
  (8) 

Сопоставление (7) и (8) приводит к следующему: 

)()()()()()()()()()( 11 tAtCtCtBtAtBtXtXtAtB TTTT    

или 

  ),()()()()()()()( 1 tAtCtCtBtQtXtXtP TT     (9) 

где )()()( 1 tAtBtP  
,
 
или  
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  ),()()( tPtBtA    (10) 

а )()()( 1 tBtAtQ  

 
или 

  ).()()( tQtAtB    (11) 

Очевидно, что при соотношениях (10) и (11) имеет место условие 

  ,)()()()( EtPtQtQtP    (12) 

где Е - единичная матрица порядка m. 

Теперь в соответствии с результатами, полученными в [10], имеем 

     ),(ˆ)]()()()([)(ˆ)()(ˆ)]()([ 1

1 tDtAtCtCtBtXtDtXtQEEtP TT     (13) 

откуда при условии гиперрегулярности кронекеровой гиперматрицы D(t) получим 

решение исходной задачи в виде гипервектора 

 ).(ˆ)()(ˆ 1

1 tDtDtX     (14) 

Таким образом, условием однозначной разрешимости задачи (6) является 

одновременное выполнение: 

- условия гиперрегулярности: 

 rangD(t)=m2; (15a) 

- условия регулярности: 

 rangA(t)=m; (15б) 

- условия регулярности: 

 rangB(t)=m. (15в) 

Что касается практического применения аналитического решения (14), то, 

естественно, оно весьма ограничено из-за присутствия в нем функциональных об-

ратных матриц A-1(t) и B-1(t), а также кронекеровой обратной матрицы D-1(t). 

Поэтому перейдём к более эффективным численно-аналитическим методам, ос-

нованным на дифференциальных преобразованиях [13]. 

1. Последовательный численно-аналитический метод решения. Пред-

положим, что в центре аппроксимации t=tv для матриц A(t), B(t), C(t),A-1(t),B-1(t) 

и X(t) имеют место дифференциальные преобразования 

 
,

)(

!
)(

ttK

КK

dt

tAd

K

H
KA


  ,0K       ),,0),(,,,()( 1  KKAHtttA     (16)  
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
  ,0K       ),,0),(,,,()( 2  KKBHtttB    (17) 

 
,

)(

!
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ttK

KK

dt

tCd

K

H
KC


  ,0K       ),0),(,,,()( 3  KKCHtttC  ,  (18) 

,
)(

!
)(

11

ttK

KK

dt

tAd

K

H
KA





  ,0K      ),,0),(,,,()(
1

4
1  


 KKAHtttA   (19) 

 
,

)(

!
)(

11

ttK

KK

dt

tBd

K

H
KB





  ,0K      ),,0),(,,,()(
1

5

1

 
 

KKBHtttB   
(20) 

 
,

)(

!
)(

ttK

KK

dt

tXd

K

H
KX


  ,0K       ).,0),(,,,()( 6  KKXHtttX    (21) 

В (16)-(21) матрицы )(),(),(),(),( 11 KBKAKCKBKA 



 и )(KX - матрич-

ные дискреты матриц 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝐴−1(𝑡), 𝐵−1(𝑡) и 𝑋(𝑡) соответственно (заме-

тим, что )(
1

KA 


и )(
1

KB 


- матричные дискреты обратных матриц A-1(t) и B-1(t), 

а не обратные матрицы матричных дискрет A(K) и B(K)); 𝐾 = 0, ∞̅̅ ̅̅ ̅̅  - целочислен-

ный аргумент; H - масштабный коэффициент; символ  ∙  - знак перехода из области 

оригиналов в область дифференциальных изображений и наоборот; 𝜒1(∙) − 𝜒6(∙) - 

некоторые аппроксимирующие функции, восстанавливающие оригиналы 

𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝐴−1(𝑡), 𝐵−1(𝑡) и 𝑋(𝑡) соответственно. 

Теперь, с учётом правил алгебры дифференциальных преобразований [13], 

соотношения (10) и (11) переведём в область дифференциальных изображений. 

Имея в виду (10), получим:
 
 

при K=0: 

𝐴(0) = 𝐵(0) ∙ 𝑃(0), 

откуда 

 𝑃(0) = 𝐵−1(0) ∙ 𝐴(0),  (22) 

если, конечно, имеет место условие регулярности rangB(0)=m; 

при K=1: 

𝐴(1) = 𝐵(1) ∙ 𝑃(0) + 𝐵(0) ∙ 𝑃(1), 

откуда 

 𝑃(1) = 𝐵−1(0) ∙ [𝐴(1) − 𝐵(1) ∙ 𝑃(0)];  (23) 
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при K=2: 

𝐴(2) = 𝐵(2) ∙ 𝑃(0) + 𝐵(1) ∙ 𝑃(1) + 𝐵(0) ∙ 𝑃(2), 

 

откуда 

 𝑃(2) = 𝐵−1(0) ∙ [𝐴(2) − 𝐵(2) ∙ 𝑃(0) − 𝐵(1) ∙ 𝑃(1)];  (24) 

…          

 при K=К: 

𝐴(𝐾) = ∑ 𝐵(𝑙) ∙ 𝑃(𝐾 − 𝑙)

𝐾

𝑙=0

, 

откуда 

 𝑃(𝐾) = 𝐵−1(0) ∙ [𝐴(𝐾) − ∑ 𝐵(𝑙) ∙ 𝑃(𝐾 − 𝑙)𝐾
𝑙=1 ].  (25) 

Аналогично, имея в виду (11), получим:     

при K=0: 

𝐵(0) = 𝐴(0) ∙ 𝑄(0), 

откуда 

 𝑄(0) = 𝐴−1(0) ∙ 𝐵(0),  (26) 

если, конечно, имеет место условие регулярности rangA(0)=m; 

при K=1: 

𝐵(1) = 𝐴(1) ∙ 𝑄(0) + 𝐴(0) ∙ 𝑄(1), 

откуда 

 𝑄(1) = 𝐴−1(0) ∙ [𝐵(1) − 𝐴(1) ∙ 𝑄(0)];  (27) 

при K=2: 

𝐵(2) = 𝐴(2) ∙ 𝑄(0) + 𝐴(1) ∙ 𝑄(1) + 𝐴(0) ∙ 𝑄(2), 

откуда 

 𝑄(2) = 𝐴−1(0) ∙ [𝐵(2) − 𝐴(2) ∙ 𝑄(0) − 𝐴(1) ∙ 𝑄(1)];  (28) 

… 

при K=K: 

𝐵(𝐾) = ∑ 𝐴(𝑙) ∙ 𝑄(𝐾 − 𝑙)

𝐾

𝑙=0

, 
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откуда 

 𝑄(𝐾) = 𝐴−1(0) ∙ [𝐵(𝐾) − ∑ 𝐴(𝑙) ∙ 𝑄(𝐾 − 𝑙)𝐾
𝑙=1 ].  (29) 

Теперь, имея в виду соотношения (22) - (25) и (26) - (29), переведём гипер-

матрично-гипервекторную линейную систему (13) из области оригиналов в об-

ласть дифференциальных изображений. Получим: 

при K=0:      

 
),0(ˆ)]0()0()0()0([

)0(ˆ)0,0()0(ˆ)]0()0([

1

1 DACCB

XDXQEEP

TT 









                      (30) 

откуда 

𝑋̂(0) = 𝐷−1(0,0) ∙ 𝐷̂1(0), (31) 

если, конечно, имеет место условие гиперрегулярности  

 rangD(0,0)=m2;  (32) 

при K=1: 

),1(ˆ)1()0()0()1(

)1()0()0()1()0(ˆ)1,0;0,1()1(ˆ)0,0(

)0(ˆ)]1()1([)1(ˆ)]0()0([

1

11

DACAC

CBCBXDXD

XQEEPXQEEP

TTTT 

















 

(33) 

откуда 

)];0(ˆ)1,0;0,1()1(ˆ[)0,0()1(ˆ 1

1 XDDDX  
 (34) 

при K=2: 

),2(ˆ)2()0()1()1()0()2(

)2()0()1()1()0()2()0(ˆ)2,0;0,2(

)1(ˆ)1,0;0,1()2(ˆ)0,0()0(ˆ)]2()2([

)1(ˆ)]1()1([)2(ˆ)]0()0([

1

111

111

DACACAC

CBCBCBXD

XDXDXQEEP

XQEEPXQEEP

TTT 

























 (35) 

откуда 

)];0(ˆ)2,0;0,2()1(ˆ)1,0;0,1()2(ˆ[)0,0()2(ˆ 1
1 XDXDDDX  

 (36) 

… 
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при K=К: 







)1(ˆ)1,0;0,1(...)1(ˆ)1,0;0,1()(ˆ)0,0(

)0(ˆ)]()([)1(ˆ)]1()1([...

...)1(ˆ)]1()1([)(ˆ)]0()0([

XKKDKXDKXD

XKQEEKPXKQEEKP

KXQEEPKXQEEP

 

(37) 

),(ˆ)()0()1()1(...

...)1()1()0()()()0()1(

)1(...)1()1()0()()0(ˆ),0;0,(

1
11

111

111

KDKACKAC

AKCAKCKCBKC

BCKBCKBXKKD

TT

TT































 

откуда 

)].0(ˆ),0;0,()1(ˆ)1,0;0,1(...

...)1(ˆ)1,0;0,1()(ˆ[)0,0()(ˆ 1

1

XKKDXKKD

KXDKDDKX



 

 (38) 

Таким образом, имея матричные дискреты (23), (26), (28) и (30), в соответ-

ствии с (21) можно найти решение X(t) исходной задачи (6) или матричного урав-

нения (9). Очевидно также, что условием однозначной разрешимости задачи (6) 

является одновременное выполнение: 

- условия гиперрегулярности (32);                            (39a) 

- условий регулярности:  

 ;,0,)(
1




KmKrangA  (39б) 

- условий регулярности: 

 .,0,)(
1




KmKrangB  (39в) 

2. Параллельный численно-аналитической метод решения. Объединив 

соотношения (30), (33), (35) и (37), получим следующее гиперматрично-гипер-

векторное представление: 
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

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


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 )(
1
ˆ

)2(
1
ˆ

)1(
1
ˆ

)0(
1
ˆ

)(ˆ

)2(ˆ

)1(ˆ

)0(ˆ

)0,0(...)1,0;0,1(),0;0,(

0...)0,0()1,0;0,1()2,0;0,2(

0...0)0,0()1,0;0,1(

0...00)0,0(

KD

D

D

D

KX

X

X

X

DKKDKKD

DDD

DD

D





  (40) 

                    (K+1)∙m2×(K+1)∙m2 (K+1)∙m2×1 (K+1)∙m2×1 

или в компактной записи: 

 𝐷( ) ∙ 𝑋̂( ) = 𝐷̂1( ), (41) 
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откуда 

 𝑋̂( ) = 𝐷−1( ) ∙ 𝐷̂1( ),  (42) 

если, конечно, имеет место условие гиперрегулярности 

 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐷( ) = (𝐾 + 1) ∙ 𝑚2, (43) 

немедленно следующее из условия гиперрегулярности (32). 

Далее нетрудно убедиться, что гиперматрица 
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 (44) 

где 
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.)0,0()()0,0(
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  (45) 

Таким образом, имея гипервектор (42), в соответствии с правой частью 

(21) можно восстановить решение X(t) исходной задачи (6) (или (9)). Очевидно также, 

что при использовании параллельного численно-аналитического метода для одно-

значной разрешимости задачи (6) должны быть одновременно выполнены: 

- условие гиперрегулярности (43); (46а) 

- условия регулярности (39б); (46б) 

- условия регулярности (39в). (46в) 

Модельный пример. Пусть имеется матричное уравнение  

[
1 𝑡
0 𝑡

] ∙ 𝑋(𝑡) + [
−1 0
−𝑡 −𝑡

] ∙ 𝑋𝑇(𝑡) = [
0 0

−2𝑡2 0
]. 

Тогда 

𝐴−1(𝑡) = [
1 −1

0 1
𝑡⁄
] , 𝐵−1(𝑡) = [

−1 0

1 −1
𝑡⁄
], 

𝐴−1(𝑡) ∙ 𝐵(𝑡) = [
(−1 + 𝑡) 𝑡

−1 −1
] , 𝐵−1(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) = [

−1 −𝑡
1 (−1 + 𝑡)

], 
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𝐵−1(𝑡) ∙ 𝐶(𝑡) = [
0 0
2𝑡 0

] , 𝐶𝑇(𝑡) ∙ 𝐴−𝑇(𝑡) = [2𝑡2 −2𝑡
0 0

], 

а гиперматрично-гипервекторное уравнение (13) имеет вид 
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Очевидно, что матрица этой системы D(t) особенная, ввиду чего нарушено 

условие гиперрегулярности (15а) об однозначной разрешимости задачи. Иными 

словами, эта задача ввиду ее недоопределенности (2-е и 3-е уравнения одинаковы) 

обладает бесчисленным множеством решений. В частности, такими решениями 

являются гипервекторы (матрицы), в абсолютной точности которых удостове-

риться нетрудно их подстановкой в исходное матричное уравнение: 
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Ввиду отмеченного обстоятельства естественно введение следующего 

понятия о неоднозначной разрешимости матричного уравнения (6). 

Определение. Если кронекерова гиперматрица D(t) эквивалентной задачи 

(13) вырожденная, т.е. нарушено условие гиперрегулярности (15а) (rangD(t)<m2), 

а матрицы A(t) и B(t) невырожденные, т.е. имеют место условия регулярности 

(15б) и (15в), то исходная задача (6) разрешима неоднозначно. 

Заключение. Таким образом, для решения однопараметрических транспо-

нированных аналогов матричных уравнений типа (6) в настоящей работе пред-

ложены аналитический, а также приближенные последовательный и параллель-

ный численно-аналитические методы, основанные на дифференциальных преоб-

разованиях. При них решение исходной задачи сначала сводится к некоторым 

рекуррентным численным процедурам, которые могут быть эффективно реали-

зованы средствами современных информационных технологий [14]. Восстанов-

ление непрерывного решения X(t) выполняется достаточно легко - применением 

некоторого обратного дифференциального преобразования (21). 
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Ս.Հ. ՍԻՄՈՆՅԱՆ, Գ.Վ. ԱԴԱՄՅԱՆ, Ա.Ա. ԱՅՎԱԶՅԱՆ 

A(t)∙X(t)+ B(t) ∙ XT(t)=C(t) ՏԻՊԻ ՄԻԱՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ ՄԱՏՐԻՑԱՅԻՆ 

ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ 

Դիտարկվել են Սիլվեստրի տիպի միապարամետրական մատրիցային հավասարում-

ների տրանսպոնացված նմանակները: Առաջարկվել են դրանց լուծման անալիտիկ, ինչպես 

նաև Գ.Ե. Պուխովի դիֆերենցիալ ձևափոխությունների վրա հիմնված հաջորդական և զուգա-

հեռ թվաանալիտիկ մեթոդներ: Անալիտիկ մեթոդը սահմանափակված է գործնական կիրա-

ռություններում, սակայն այն հիմք է հանդիսանում ժամանակակից տեղեկատվական տեխ-

նոլոգիաների միջոցներով հեշտությամբ իրականացվող թվաանալիտիկ մեթոդների մշակման 

համար: Բոլոր մեթոդների համար ստացվել են դիտարկված մատրիցային հավասարումների 

միարժեքորեն լուծելիության համապատասխան պայմանները: Ներկայացված է մոդելային օրի-

նակ, որի լուծման հիման վրա ներմուծվել է խնդրի §ոչ միարժեքորեն լուծելիություն¦ հասկա-

ցությունը:       

Առանցքային բառեր. միապարամետրական մատրիցային հավասարման տրանսպո-

նացված նմանակ, ռեդուկցիա, անալիտիկ լուծում, դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, հաջոր-

դական և զուգահեռ թվաանալիտիկ մեթոդներ, մոդելային օրինակ, խնդրի միարժեք և ոչ միար-

ժեք լուծելիության պայմաններ: 

S.H. SIMONYAN, G.V. ADAMYAN, A.A. AYVAZYAN  

SOLUTION OF ONE-PARAMETRIC MATRIX EQUATION OF THE 

A(t)∙X(t)+B(t)∙XT(t)=C(t) TYPE 

 One-parametric transposed analogs of matrix Silvester – type equations of the 

problem are considered. An analytical, as well as serial and parallel numerical methods are 

proposed for their solution based on the differential transformations of G.E.Pukhov. The 

analytical method is limited in practical applications, however, it serves as a basis for the 

development of numerical-analytical methods easily implemented by means of modern 

information technologies. Appropriate conditions of unique solvability for the considered matrix 

equations are obtained for all the methods. A model example is introduced, and on the basis of 

its solution, the concept of the non-unique solvability is presented. 

 Keywords: one-parametric transposed analog of matrix equation, reduction, analytic 

solution, differential transformations, parallel and serial numerical-analytical methods, model 

example, unique and non-unique solvability conditions. 

 

 

 

 


